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Matematické osvezeni - funkce jedne promenne ABO2

RoR f(x) / f=fx) / y=yX) priklad v matematickém stylu:

2
L X prox >0
@ Mald zména Ji=xek {O prox <0
dy
y(x+ dx)=y(x)+ —dx
dx
neboli
dy
dy = —dx
4 dx
@ Derivace inverzni funkce x = x(y): X
dx 1 y
dy dy
dx
@r=7(xyz...) parciadlni derivace:

of
(5.
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Matematicke osvezeni - derivace implicitni funkce ABO2

Funkce dvou proménnych z = z(x, y). Definujeme y(x) tak, ze z(x, y(x)) = 0 (strucné z(x, y) = 0).

&),

0z 0Z | oy
dz=z(x+dx,y+dy)—z(x,y)=(—) dx+(—) dy=0 = (—) =—

(&)

neboli (Eulerovo retezové pravidlo, ,rovnice 90% termodynamiky “):

(5. (52), (55),
ax ) \az ), \ay)x
Priklad. Xaver a Yvetta si hrali na horach s GPS. Xaver usel presne 100 m na

vychod (méreno vodorovné) a vystoupal o 32 m. Yvetta usla 100 m na sever a
vystoupala 24 m. Jaky Uhel svira vrstevnice s osou x (tj. zapad-vychod)?

oLZI — oEg_

. . 32/100
Reseni. tana=-— = a=-53°+k180°
24/100
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Stavova rovnice obecne ABO?2

ldealni plyn:

RT
pV =nRT nebo pVm—RT =0 nebo p=—

m
Obecné (do nadoby daného objemu v termostatu dame homogenni tekutinu a mérime tlak):

f(p,T,V,n)=0 nebo f(p,T,Vm)=0 nebo p=p(T,Vm)

Smes - idealni plyn:

Obecné:

f(p, T,V,nj)=0 nebo f(p,T,Vm,Xxij)=0 nebo p=p(T,Vm, X;)

angl. equation of state, zkratky EOS, Eo0S; presngji téz ,termicka stavova rovnice”
Zobecnéni: (p, V) — (intenzita magnetického pole, magnetizace) ...

Pro kondenzovanou fazi je vhodné pouzit derivace, které jsou zhruba konstantou v jistém oboru —
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Popis stavovéeho chovani tekutin: roztaznost ABO2

@ Koeficient izobarické objemové teplotni roztaznosti
(isobaric volumetric thermal expansion coefficient)

3 1 (BV) 3 (aln V) nRT
Op = —| —= = Ve=—
V\oT o oT D p

1 (anRT/p) nR/p 1
= = =
" nRT/p\ aT J,

Rozmér: K1
ldealni plyn: ap=1/T — — — — — —

" nRT/p T

@ Pro pevné latky se pouzivé koeficient izobarické teplotni délkové (linearni) roztaznosti

410 — 170l latka  t[°C] ap [K™]
p [\ aT b voda 4 0
, voda 25 2.6x1074
Plati voda 100 7.1x10~%
ap = BO{;D ethanol 20 7.5x104
ocel 20 3x107°
Odvodime pro krychli, V = [3: diamant 20 3x 106




Stlacitelnost (kompresibilita) a modul pruznosti 2@%22

@ Koeficient objemové izotermické stlacitelnosti (isothermal compressibility)

KT=—E(8V) _ (8@) B 1 (a(m/V)) B 1 1(6V)
op o \op - m/V op T__l/VV2 p )1

Rozmér: Pa—1, bar—1, Mmpa—1,...
Idealni plyn: k7 =1/p

@ Modul objemové izotermické pruznosti (bulk modulus), téz Kt, K, B

o1 = ( o)
Rozmér: Pa, bar, GPa, ...

Idealni plyn: Br=p — — — ( ) __MRT (a(nRT/p)) =_1/(_i2)=p
ocel: 160 GPa, voda: 2.2 GPa, MeOH: 0.82 GPa op T p p

@ Koeficient izochorické rozpinavosti (méné pouzivany)

op ap
— _ =—=Ba
BV (GT)V KT r=p

Vsechny tyto koeficienty (ap, kT, BT, ...) jsou intenzivni veliCiny
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Priklad ABO?

Modul objemové pruznosti vody je Bt = 2.15 GPa. Kolik vazi litr morské vody na dné Marianského

piikopu (11 km)? Hustota moiské vody za normalniho tlaku je pg = 1024 kg m—3. Pfedpokladejte
konstantni teplotu.

Reseni s inzenyrskou presnosti

Ap =hog=11000m x 1024kgm—3x 9.81ms—2=1.105x108Pa

op Ap
Br=o0 (—) N Q- —
T

00 Ao
Ap 1.105x 108 Pa
Ao =0— =1024kgm~—3 x =53kgm~3
Bt 2.15x10°Pa
0=00+00=1024kgm—3 +53kgm—3=1077kgm—3
Brdo = p%gdh
»Presné* reseni za predpokladu Bt = const s
Brdo = odp, dp = pgdh 2 ) B
1 1 h 17¢@
oY 7=1079kgm™3 [——] —
Q QO B 0 Qo BT



b) Br=—V— = AP=
) BT AV

Priklady

a) Lahev o objemu 1 litr byla naplnéna presne po okraj chloridem uhliCitym v temném a stude-
ném skladku (15 °C). Kolik CCl4 preteklo v laboratofri (25 °C) po vyrovnani teplot? Roztaznost skla
zanedbejte.

c) Reste stejné piiklady pro oxid uhligity.

AV/V = apAT = 0.0122

T2
a) AV =0.0122V =12.2cm?3 V2—V1T—1
Ap ZmEna! AV T2

—x Br=11.8 MPa — D1 —
V T P2 =pP1

1/22
ABO2

cWdZ'ZT

b) Lahev byla tésné zazatkovana. Jaky by byl pretlak (oproti atmosférickému tlaku), kdyby lahev
nepraskla?

edNS'TIT

ed> G'E ‘WD GE

Data [DOI: 10.1006/jcht.1997.0200] pro CCls: ap = 0.00122K~!, By = 0.968 GPa
Atmosféricky tlak je 100 kPa.

C)
T2
= AV=V1(——1
T
A (TZ 1
= — - —
P=p1{


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021961497902007
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Kompresibilitni faktor ABO2

Compressibility factor

Pouzivany pro plyny - vyjadruje odchylku od idealniho chovani, obv. ozn. z nebo Z

S pV _PVm
" nRT RT

Rozmer: 1
Idealni plyn: z=1

Priklad. Za teploty 100°C je podle IAPWS tlak syté vodni pary 0.10142 MPa a hustota
0.59817 kg m—3. Vypoctéte kompresibilitni faktor.

Reseni.
pVm  pM 101420Pa x 0.01801528 kg mol—1

RT RTo 8.3145JKmol~1x 373.15Kx 0.59817kgm~—3
Plati z < 1, protoze za této teploty prevladaji pritazlivé sily

Zz =

= 0.9845

,
/
/
7
7
7
»
-, !
W I
Y



[simul/ArVLE/show.sh]lg /75

Realna tekutina: izoterma ABO?2
D
f e d C b a
e d c b
pA(T) |-~ .
| |
: | p
| ’ a
VI(IP( Ty) Vrﬁlg)( T)) Vin

simulace: ,useknuty” L) model argonu, N=3000, T=120K a 160K
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AB0?2
Realna tekutina: izotermy

p

Dc
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Realna tekutina: p-V-T diagram ABO2
P superkriticka
. tekutina (plyn)
k=
©
Q.
©
X
Pe |---
13
T
S
pAT,) === ; = para (plyn) | -
L .| nasycena
pPLF-—-- nasycena | A5y |
o kapalina : para &
p(T) |- - , |
1 : . Gq ¥e
pg b-—-d-—--_ dvojfazova oblast ____ __ NSRS T
(kapalina + para) 1
|

Vmc Vm
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Realna tekutina: p-T diagram ABO2

superkriticka |

0.1+ tekutina -

| kriticky '

bod
P kapalina
plyn
O T S S SR S S S T T T R A S S |
0.4 0.5 0.6



Oxid uhlicity: uplny p-T diagram 1;\?3/522

Carbon dioxide phase diagram
100
90
80

-7B.5°C
6.1
.1 B W

compressible liquid supercritical phase

73.8 bara

70 Critical point
60
50
40
30

liquid phase

Pressure [bara]

20
10

gaseous|phase

5.18 bara
1.0 bara

Sublimation point

-100 .l /s -50 -25 0 25 50 75 100

- °C : .
emperature [°C] The [numaapmﬂ ToolBox

wiww EngineeringToolBox.com



Realna latka: p-V-T diagram an:;/gzz




Kriticky bod

15/22
ABO2

Kriticky bod pro Cistou latku je dan hodnotami tlaku, teploty a (molarniho) objemu, pc, Tc @ Vm c.

Vm.c se hlife méri (vétsi chyba)!

latka Tc/K  pc/MPa Vmc/cm3mol=1  z

He  5.19 0.227 57.8 0.304
H 33.0 1.294 65.5 0.309
Ar  150.8 4.87 75.0 0.291
N, 126.2  3.39 89.4 0.290
CO, 304.2 7.38 94.3 0.275
SFg 318.7 3.76 198 0.281
H,O 647.10 22.06 56.0 0.230

PcVm,c

Kriticky kompresibilitni faktor: z. =

RTc
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Teorém korespondujicich stavu (dvoukonstantovy) ABO2

-
Redukovana teplota: Ty = =
C

Redukovany tlak: pr = L
Pc

"4 V4
mPc Toto Vi # m

C Vm,c

Redukovany objem (Nelson, Obert): V=

Maji-li dvé latky, at’ uz v plynném nebo v kapalném skupenstvi,
stejnou redukovanou teplotu a redukovany tlak,
maji i stejny redukovany objem (a kompresibilitni faktor).

Dobre funguje jen pro pribuzné latky.

Johannes Diderik van der Waals
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Generalizovany diagram Nelsona a Oberta ABO2

vhodny pro

nepolarni plyny "

1,0 et

0,8

0.8

P

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2
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Priklad ABO?

Jaka je hustota plynného suchého CO> ve vrtu, je-li teplota 92°C a tlak 11 MPa?
Data: Tc =304.2 K, pc =7.38 MPa.
Reseni.

92°C 365.15K

T, = — =1.2
304.2K 304.2K
11 MPa 149

Pr=338Mpa

diagram: z=0.678 =
ZRT
Vm = —— =187 cm3mol~!
p

0=M/Vm=235kgm3
Redlichova-Kwongova rovnice: z=0.6733, Vm=22L =186cm3mol~!, p =237kgm—3

p



Kriticky bod = ,,bod, kde nelze rozlisit kapalinu a paru*“

T-o diagram vody blizko kritického bodu (CP):

19/22
ABO?2
Kriticky exponent B je univerzalni
650 — | pro kazdy kriticky bod (smes kapalin,
| Curielv bod pfechodu paramagnet-
(T —feromagnet za nulového pole, ...).
(9) p*(T)
640 p g (T) . o
4D Isinguv model: B =1/2
" (9) /. (1) 3D Isinglv model: 8 =0.326419(3)
« 630 § @ ds% 2D Isinguv model: 3 =1/8
= t%) :::5— g}v | Guggenheim (1945) empiricky:
%) ) ®
g 2 < o)
620 / 5 (9)+(1) o (9)+() 2 - - =1+al=T+b1-Tn"3
(3] © = c
g 3 o
S = S, latka a b
6107 &5 - %'_ methan 0.670 1.787
| | | | | | dusik 0.771 1.766
100 200 300 400 500 600 n-butan 0.999 1.783
p/kg m=3

https://pubs.acs.org/doi/pdf/10.1021/i260057a038
@ 0" — 09 ~ const(T—Tc)P pro T / Tc, kde B~ 1/3 je kriticky exponent


https://pubs.acs.org/doi/pdf/10.1021/i260057a038

o ) [showisi; simolant -N500 -PT=0.85,rh0=0.3,bc=2]50,55
Kriticky bod AB0?2

@ Kritickd faze mé nekoneénou kompresibilitu a obsahuje fluktu-
ace hustoty (které maji univerzalni statistické vlastnosti) a projevuiji
se kritickou opalescenci.

@ Rovnoviaha se ustavuje pomalu (critical slowing down)

2D mrizkovy plyn
(Isinglv model feromagnetu): 2D molekuly:
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Vsuvka: klasifikace fazovych prechodu + AR02

@ 1. radu (first-order), téz 1. druhu: nespojitd 1. derivace G, F aj., tj. skok v entalpii,
hustote aj.; priklady: krystalizace, tani, var, sublimace ———

& (Ehrenfest) n-tého radu: nespojitd n-tad derivace G, F

@ spojité (continuous), téz 2. fadu:

— divergence 2. derivace: kriticky bod kapalina-para, Curielv bod ———
lambda-prechod He, nekteré tekuté krystaly
perkolace
— vsechny derivace spojité (Kosterlitz-Thouless, Nobelova cena 2016):
—1
napr.: f(x) = { e~ /X prox >0 : XY model, 2D s +/— excitacemi ———
0) prox <0

Zeskelnéni (glass transition) = viskozita > 1012 Pa's, neni fazovy piechod.
Vznik micel (v CMC) neni fazovy prechod.

Krystalizace micel (do laminarni/fibrildarni faze) je fazovy prechod 1. druhu. e
S jistotou nevime, jakého typu je krystalizace tuhych diskd (asi 1. druhu). ——— | : :




Helium 4
p-T diagram:
100000000 : :
: Triple point
- 1.760 K
10000000 = Solid  29.7 bar
| Liquid
= 1000000 He I . .
= Lambda line Critical point
Py - 5.195 K
5 1000005 yiquia 2.274 bar
§ | He Il
a 10000 -
: Lambda point Vapor
' 2.177 K
1000 0.050 bar
lm ] 1 | 11 1 1 1 -
1 2 3 4 5 6

Temperature (K)

credit: Christine Darve
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+ aBo2
tepelna kapacita
40 -
d=x '
mol-K
30~
He 11 He l
20~
10~ k—/
0 1 2 3
T'(K)

credit: Mpfiz, CCO, via Wikimedia Commons



