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Funkce dvou proménnych I + 506 | Funkce dvou proménnych Il ABOG
z=2z(x,y) nebo f(x,y,z)=0 nebo x=x(y,2) ... dz:(a_z) dx+(0_z) dy
oy
Zapis tecné roviny (diferencialni forma): y x
a7 9z Pro ,normalni“ funkce* plati (Schwartzova véta): ! Jarnik:
z(x+dx,y+dy)=z(x,y)+(—) dx+(—) dy az\ _ 3%z
axJy ay Jx )x = oyax

(a) (az) 9%z ¥z _(a) (az) (%)y(ﬂ
axJy\ay)y axay oayax  \ayJx\ax/,
dz=M(x,y)dx+ N(x, y)dy

0z 0z
MZ(_) 'Nz(_)
axJy ay Jx

z(x, y) existuje (tj. dz je Uplnym diferencidlem) pravé kdyz
(aM) (aN)
ay Jx  \ax)y

=
Sln)(s,-ny *musi mit spojité druhé derivace, protiptiklad: z = xy(x2 — y2)/(x% + y?)

neboli
Opacny postup:

0z 9z
iz = () ox+(Z) o
axJy ay Jx

Az = zp—z1=2(x2,¥2)—2(X1,¥1)

(x2,y2)

f dz (nezavisi na cesté) = §dz= 0
(x1,y1)

jinymi matematickymi slovy:

oz oz ) B
Vz=(—, — | = gradient potenciélu z
ax’ ay

7 5 [zxy/nocyc.shl 3,39 v , 4/30
Funkce dvou proménnych Il + ss06 | Funkce dvou proménnych IV + AB0s

Pokud Jestlize
(BM) 7é(BN)
ay Jx X /Jy

dz =M(x, y)dx + N(x, y) dy

jg dz(x,y) #0

pak piseme pak (za urcitych podminek) existuje funkce integracni faktor t(x, y) takovy, ze

f t(x, y)dz(x,y) =0

a
f(XZ'YZ)d V termodynamice x = empirickd teplota, y = V nebo p
Z
(x1y1) 4 N/ Priklad. Vratny izotermicky d&j pro ideéini plyn, Q # Q(T, V), t = 1/T:
zavisi na cesté, neboli
" i RT nRT1
g _ cosxsiny gy 4 SINXE0Y gy ——dw = Rt = m
jgdz #0 PHklad: dz = S5 dx y dQ =—dw =0dT + —-=dV tdQ =0dT + ———dv
x2 v2 ¥2 x2 20 ” 2T 0y _ M7
f M(x, y1)dx + f N(x2,y)dy # | M(x1,y)dy + j N(x, y2) dx av)rT \ et av)r \ T
X1 y1 y1 X1 v v
L . . . . lcd html; mz Newcomenstirling.html] 5/30 , R 6/30
Tepelné stroje a entropie: historie ABO6 Tepelny stroj ABO6

Jde snadno: preména prace v teplo
Problém: preména tepla v praci

@ 1.stol. - Heronova ban ,mi¢ boha vétrd Aiéla“
@ ?77-17.stol. - parni ,hragky*”

@ 1712 - Thomas Newcomen - pumpovéani vody
z dold

Tepelny stroj je cyklicky pracujici
zarizeni, které odebira teplo
z (teplejsiho) zasobniku, ¢ast
prevede na praci a zbytek tepla
vrati do (chladnéjsiho) zasobniku.

@ 1769 - James Watt - dvojcinny parni stroj, vnéjsi
kondenzator

@ 1816 - Robert Stirling — planovany pro kosmicky
vyzkum 238py, He

@ 1824 - Nicolas Léonard Sadi Carnot — Carnotlv
cyklus

1. zdkon: AU=W+ Qa+ Q=0
Znaménka: Qo> 0,0 <0, W< 0

Ucinnost
@ 1850+ - Rudolf Clausius - entropie a vztah k teplu " L, W OptO
. vykonana prace — A+ QB
@ 1867 - James Clerk Maxwell — MaxwellGv démon = ﬁ = O_ = O—
A A
@ 1948 - Claude Shannon - informa¢ni entropie
@ 1961 - Rolf Landauer — Landauer{v princip
credits: Wikipedia; Nicolds Pérez, CC BY-SA 3.0, :/ wikimedia. i php?curid=195711; K. Rehadk
o . " 7/30 o e . % 8/30
Carnotuv tepelny stroj Ag% Carnotuv tepelny stroj - odvozeni + Aéoﬁ
Vratné pracujici stroj naplnény idedInim plynem, Cy = const dgj typ w 0 ) T
1-2 [Tal —nRT1I{2  Qa=nRTiln{Z RV
AN \ N
p \\‘\ adiabata \\adiabata 2-3 [ad.] nCym(T3—T2) 0
354 [Tg] —nRT3In5—‘; oB=nRT3|n5—g
4—1 [ad.] nCym(T1—Ta) 0
*vyrudise,neb T1 =T =Ty, T3=Ta=Tg -
Z rovnic pro adiabaticky vratny déj: nevratny dé;j:
Tzvf_l = T3V§_1 @ |W/| se zmensi
TavE = vkt @ (08| se zvétsi
—1 —1 —1 —1
ToVy TaVy " = T3V3T TV @ Qs bude zaporngjsi
v Va/Vi = Va/Va _Qa+08 Ta—Ts
- —_— zkrétise, neb: Ty =T =Ta, T3=T4=Tg T oa = S TA
= A8 A3 Qa+Q8 Ta—Ts QA OB Qa OB
Ta Ta Ts n=——="—2, —+-=0 i <o

Qa Ta ~ Ta Ts Ta Ts
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Druhy zakon termodynamiky ABOG

Carnotiv teorém

VSechny tepelné stroje pracujici vratné mezi stejnymi tepelnymi zdsobniky maji stej-
nou uc¢innost bez ohledu na pracovni napln.

= muZeme pouzit vysledek z Carnotova cyklu

Thomsontv princip
Je nemozné sestrojit takovy cyklicky pracujici stroj, ktery by pIlné prevadél teplo na
praci (perpetuum mobile 2. druhu).

Clausitv princip

Je nemozné sestrojit cyklicky pracujici stroj, ktery by pouze prevadél teplo z chlad-
néjsiho télesa na teplejsi.

Caratheodory

V blizkosti jakéhokoliv stavu existuji stavy nedosazitelné adiabaticky (tj. musim pre-
nést teplo, abych se do nich dostal).

Priklad. Jakd je maximalni teoretickd (z hlediska termodynamiky) Gcinnost solar-
niho ¢lanku pracujiciho pfi teploté 300 K? Teplota povrchu Slunce (tj. slune¢niho

zafeni) je 6000 K. % S6 = 0009/(00€ —0009)
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Tepelné cerpadlo ABO6

Tepelné cerpadlo (klimatizace v reZzimu topeni) je opacné zapojeny tepelny stroj.
Odebirdm teplo Qg > 0 z chladnéjsiho zésobniku, pfidém praci W > 0, vyuziju teplo
Qa (ohfivam teplejsi zasobnik, Q4 < 0 vzhledem k tepelnému stroji).
Priklad. Venku je —20°C, v mistnosti chcete mit 21°C. Topite pfimotopem a za-
platite za topeni 100 K¢/den. Kolik byste zaplatili, kdybyste méli vratné pracujici
tepelné ¢erpadlo?
Znam teoretickou Gc¢innost ¢erpadla:
Ta—T, w
=A"'B_ 14% = ——
Ta [Qal

Piimotop spali: |Qa| = W
Cerpadlo potfebuje: W = |Qaln
Zaplatim 14 K¢/den.

V praxi je G¢innost 1/3 az 1/2 teoretické G¢innosti podle kvality a parametrl chlad-
néjsiho zésobniku (vzduch < zemina < voda)

5 11/30
Lednicka AB/OG
Ledni¢ka (mraznicka, klimatizace v rezimu chlazeni) je opacné zapojeny tepelny
stroj. Zajiméa mé teplo odebrané studenéjsimu zasobniku, Qg > 0.

Priklad. Mate mrazak s vratné pracujicim agregatem. Vnitini teplota je —18°C. Je-li
v mistnosti 21°C, zaplatite za provoz 5 K&/den. Kolik zaplatite v letnich vedrech,
kdyZ okolni teplota stoupne na 30°C?

Znémn = TAT;ATB = W/(—Qa), potifebuji pomér W/Qp:

Q
QA+Q+W=0, Qa=—-W/n = —W/n+Qg+W=0 :>W=1/n81
21-(718) _ 15085 30-(718) _ ) 16813
Mlaima =373 15—18 Mo =93 15-18~

Za predpokladu stejného chladiciho vykonu potrebuji pfikon zvétsit v poméru
1/(1/nigto— 1)

1/(1/Nzima—1)
Ale tepelné ztraty jsou Umérné rozdilu teplot, tj. v 1été vzrostou v poméru

=1.284
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Druhy zdkon termodynamiky - matematicka formulace ;¢

QA OB do .
—+—=0 ,=" § — =0 (vratné cyklické dé&je)
Ta TB T
Oa Q do
AL 0o =" — < 0 (nevratné cyklické déje)
Ta TB T

= 1/T je integracni faktor a plati:

do

do
— =dS (vratny déj) - < dS (nevratny déj)

T

do L s doQ .
ds = - (vratny déj) dS> T (nevratny déj)
kde S je novy potencial (termodynamicka funkce) zvané entropie

Adiabaticky déj: dS = 0 (vratny), dS > 0 (nevratny)

30— (—18)
————=1.231
21—(—18)
Celkem zaplatim 5K¢/den x 1.284 x 1.231 = 7.9K¢/den
A R . 13/30
Statisticka interpretace entropie AB‘/OG

@ Entropie je mirou neuspofadanosti (poétu moznosti, jak re-
alizovat stav)

@ Nevratné déje v izolovaném systému: dS > 0 (entropie
roste), coz definuje smér toku casu, protoze mikrosko-
pické prirodni zakony jsou invariantni vzhledem inverzi
Casu (presnéji v¢. zdmény castice/anticastice a zrcadleni,
CPT teorém)

€. —

-~
\‘.
&) -

Jesté druhy zékon pic/entropy:shl 14/30

ABO6

Uvazujme vratné adiabatické déje (dQ = 0)

Ve vhodnych proménnych (tfeba T, V, p)
se systém pohybuje po (nad)plose

PFidani tepla vede ke zméné nadplochy 1, ubrani |

Disipace energie (nevratny proces prace — teplo)
vede ke zméné nadplochy 1, nikdy |

Plochy jsou plochami konstantni entropie
Entropie vzrlsta 1 ve sméru pfidani tepla &i disipace

V kazdém okoli stavu systému existuji

théodory:
Carathéodory stavy adiabaticky nedosazitelné.

Matematicky dusledek. Pro jakoukoliv empirickou teplotu t a
jakoukoliv latku popsanou termickou (p = p(V, t)) a kalorickou
(U = U(V, 1)) stavovou rovnici existuje funkce B(t) takovd, ze BdQ
je uplny diferencidl; pak T = 1/8 a dS = BdQ jsou az na multipli-
kativni konstantu stejné.

credit: Wikipedia
- a a z 15/30 _ 4 iy 16/30
Spojeni prvniho a druhého zakona ABO6 Dalsi termodynamické potencidly (funkce) ABOG
Vnitfni energie
dQ = TdS (vratné)
dW = —pdV (vratné, jen objemova prace) u(s, v) dU=TdS—pdV ’

dU =do +dw

| vratné, jen objemova prace

dU =TdS—pdV

= Fundamentalini rovnice (Gibbsova rovnice) pro vnitfni energii:
S a V jsou pFirozené proménné: U = U(S, V)

@ Pokud se konéa jen objemové prace, jsou pro Uplny popis systému potfeba dvé
nezavisle proménné

@ Vhodné je pouZivat intenzivni proménné: S —» T,V — p

Entalpie

aU
H(S, p) = U+ pV :U—(a—v)v = dH=TdS+ Vdp

Helmholtzova (volnd) energie, volna energie [fyz.]
U
F(T,V)=U-TS =U—(£)S = dF=-SdT—pdV

prirozené proménné jsou cervené

Casto se znacdi A
Gibbsova (volnd) energie, volna energie [chem.], volna entalpie [fyz.]

aH
G(T,p)=H—TS =H—(£)S = dG=—5dT +Vdp

(Gibbsovy) (fundamentdlni) rovnice

oF
Nebo také: G=F+pV =F— (W)V




o z - . 17/30 18/30
Dusledky fundamentalnich rovnic AB/OG Maxwellovy vztahy AB/OB
au U aT ap
w=rtds—pav = 7=(2)  -p=(%) w=rds—pav = (2] =-(2Z)
aS )y oV /s Vs aS )y
malo uzite¢né
oH oH aT oV
dH=TdS+Vvdp = T=(—) , V=(—) dH=TdS+Vdp = (—) = (—)
0. p apJs opJs 95 /p
oF oF as ap
dF ==SdT —pdV = —S=(—) , —p—(—) dF =—=SdT—pdV = (—) = (—)
T Jy vV /r ov)r T Jy
uzite¢né k vypoctu S
aG oG as E)%
dG=-5dT +Vdp = —S=(—) , V=(—) dG=—-SdT+Vdp = (7) =_(7)
E] P pJrT opJr E] p
napt. P2
= G(T,p2)=G(T,p1) + V(T, p)dp
P1
N o 19/30 — : 20/30
Mnemotechnicka pomucka + ABos Entropie jako funkce teploty a objemu ABOG
F
aS S
v T dS=(—) dT+(—) dv
oT )y VvV )r
E=U G Proménné: Velky Trapas - _ = —do =
o | e @ du=Tds a;}dV =a>p dU=TdS=dQ =CydT [V] cva (Z_,T,)vjsou experi-
unkce: podle abecedy EFGH (Energie — U) @ Maxwell: (W)T = (W)v mentalng dostupné
S H p

Pfirozené proménné jsou po strané: S |, p = H=H(S, p)

Vztahy mezi funkcemi:
obejdeme trojuhelnik, zatneme diagonalou (po Sipce (+), proti (—))

napt. H=p P veUus H=pv+U

Gibbsovy fundamentalni rovnice: k d(pfirozend proménnd) patfi proménna po
Sipce (+) i proti (=): S—>T,p—V = dH=TdS+ Vdp

Maxwellovy vztahy: protilehlé strany, znaménka podle Sipek

v T
naot. |1~ (3), = () nebo (3), = (),

c P
ds =—VdT+(—p) dv
T oT Jy

T2 Cy
S(T2,V)=5(T1, V)+J- —dT
T1 T

V2 rap
S(T,V2) =5(T, V1)+f (—) dv
vy \oT Jy

Entropie sama o sobé& neni diileZit3, ale je soutasti Helmholtzovy volné energie

L 21/30 P - — —_— . 22/30
Entropie jako funkce teploty a tlaku AB‘/OG Vypocet zmeény entropie pri zméneé objemu/tlaku AB/OE
3S 3S @ Izotermické rozpinani idedlniho plynu, zndme pocateéni a koncovy objem
ds= (_) T+ (_) dp
T Jp pJT (85) _ (ap) _ (a(nRT/V)) _ nR
@ dH=TdS+Vdp = dH=TdS=dQ=CpdT [p] Y . VJr \oTJv o Jv Vv
5 v Cpa (W)TJSOU experi- Va nR v
@ Maxwell: (ﬁ)r == (W)p ment4lné dostupné AS = f Zav=nrin=2
v, V Vi
Cp v L s VT . O ,
ds = ?dT— o dp @ Izotermické rozpinani ideainiho plynu, zndme polateéni a koncovy tlak
2 (65) (aV) (a(nRT/p)) nR
= )y \aT/)p T Jp P
T2 Cp
S(T2,p)=5(T1, p)+ j —dT P2 nR P2
n T AS=— —dp=—nRIn—
P1 1Y P1
P2 rav
S(T,p2) = ST, pl)—f (—) dp nRT/V v v
p1 \9TJp =—nRIn 2 ARIN—2 =pRIn2
nRT/V1 V> Vi
Entropie sama o sobé neni dlleZita, ale je soutasti Gibbsovy volné energie
a ar . ..23/30 - P = o~ —__ . 24/30
Podvodné ,,odvozeni“ Boltzmannovy rovnice pro entropii g, Priklad vypoctu zmény entropie pri zméné objemu 'ABOG

Jednoatomovy idedlIni plyn:

@ umime méFit polohu molekuly s pfesnosti 6x, objem s piesnosti AV = 6x3

@ v objemu V1 je V1/6V moznosti, kam umistit molekulu (stav()

@ v objemu V7 je W1 = (V1/6V)N/N! moznosti, kam umistit N identickych molekul

V2
S,—S1=AS = nRIn—
Vi
V/8V (V2/8V)N/N! >
= Nkgln =kgln =kgln— =kgInWy —kgIn W1
V1/6V (V1/86VIN/N! 4%

Boltzmannova rovnice pro entropii (W = pocet stav(l)

S=kgIlnW +const

@ const = 0 podle tietiho zakona termodynamiky

@ Presnéji: Minimalni méfitelny element objemu fazového prostoru (7, p), p = mv,
jedné castice je roven h3 (h = Planckova konstanta). Pro N ¢astic v dostate¢né
vysokych kvantovych stavech tak, aby tyto stavy byly rozliitelné, je to h3N.

@ Izotermické rozpinani redlného plynu, zndme potateéni a koncovy objem, van
der Waalsova rovnice

RT a
" Vm—b V2

(ap) .

aT)y~ Vm—b
V2 rop V2 R
Vi aT )y Vi Vm—>b

@ V pripadé zadanych tlak{ je nutno spoéitat objemy (kubicka rovnice) a také ové-
fit, zda nenatrefime na prechod kapalina-para

p

Vo—b
Vi—b

dV=R[In(Vm—b)]x =RIn
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Priklad vypoctu zmény entropie pri zméne tlaku AB/OG Vypocet entropie pri zméne teploty AB/OB
@ Izotermické rozpinani rediného plynu, zndme pocatedni a koncovy tlak, tlakova | lzochoricky déj

viridlova rovnice T2Cym T,

RT ASm =J ——dT, zakonstantni Cy,m: ASm =CymIn—

Vm=—+8B n T T

p
S oV, R dB Izobaricky déj
?)
() --() 42 :
o Jr o Jp P dT ASm =j %dT za konstantni Cp,m : ASm =Cp,mln_l_—2
1
P2 (35m p2 dB i
ASm= oy LoD po =—R|np—l—ﬁ(pz—p1) Fazovy prechod za [T, pl:
Qtr,m _ AtHm
AtrSm = =
trom T T
Priklad. Zména entropie (led 250 K) — (voda 350 K):
273.15K ¢(8) ApsiH, 350k )
ASm :j Py et +j —PMgr
250K T 273.15K  Ja73.15k T

" = 27/30 — a7 e —— 28/30
Transformace S —» T v U a H jednoduse AB/OG Matematické osvézZeni - zaména proménnych + AB/06

U(S, V) = U(T, V) zcela formalné:
Cy ap ap
dS=—dT+|—) dV = dU =TdS—pdV =CydT+|T|—=) —p|dV
T oT Jy oT Jy
symbolika je matematicky Spatné, U(S, V) je matematicky jind funkce nez U(T, V)

H(S, p) — H(T, p) zcela formalné:

Cp av av
dS=—dT—|—| dp = dH =Td5+Vdp=CpdT+|V—-T(—| |dp
T aTJp aT Jp
Idealni plyn:
(BU) T(Gp) T(a(nRT/V)) T x (NR/V) o
J— = J— —_pD = [ —_pD = x (n —D=pD—D=
V)Tt aT )y P oT v P p=p=p

. coz jsme predpokladali pfi odvozeni Carnotova cyklu

Mame funkci dvou proménnych:

z=2z(x,y)

Necht’ x = x(t), y = y(t). Pak
dz 3z\ dx az\ dy
at (a)yw (E)Xﬁ
Necht' x = x(t, u), y = y(t, u). Pak z miZeme interpretovat z jako funkci z = z(t, u)
prostfednictvim x, y a plati:

9z _ az(x(t, u), y(t, u)) _ az(t, u) _ 74 X 3z oy
(E)u‘( ot )u‘( ot )u—(a)y(a)ﬁ(@)x(a)u

Matematici nemaji tento zplsob zapisu radi. My ano, ale musime mit piehled o
veli¢inach, které jsou konstantni, a psat je za symbol parcialni derivace.

oH v a(nNRT/p)
— | =V-T|—=| =V-T|———| —p=V-Tx(nR/p)=V—-V=0
aplr aT Jp T Jp
A R d? . BT S 29/30
Matematické osvézeni - zaména proménné + ABos

Nyni t(x,y) = x, tj. funkci z = z(x, y) chceme interpretovat jako z = z(x, u), kde
y =y(x, u). Plati:

°z\ az(x, y(x, u)) _ [0z 9z ay
(a)u B ( 224 )u - (a)y " (E)x (&)u

V matematice:
Zl(a.p)=a+p
z2(a, B) = o+ o/B
z(x, y) = z(x, u/x)

Priklad.
zZ(x,y)=x+y, y=u/x

zZ(x,y)=x+y=x+u/x =z(x, u)
(az) _(a(x+u/x)) -1 u
x)y U ax ), T x2

oz a(x+y) A(x+y) u/x _
(&)u - ( X )y * ( oy )x (W)u B

Pfimo:

Vzorec:

1o (g)
+1x|(——
x2

30/30

Transformace S — T v U a H jesté jednou + AB0s

@ Chceme U(S, V) — U(T, V). Diferencialné:
U

ou
dU=TdS—pdV — dU=(f) dT+(f) dv
oT Jy VvV /r

U - as ap
(—) = Cy (definice), (—) = (—) (Maxwell)
oT )y oV )r oT Jy

U\ [AU(S(T,V),V)\ _ [(aU\ (35S U\ _ (%
@)~ ) -5, &) @) (),

@ Chceme H(S, p) — H(T, p). Diferenciélné:

oH oH
dH=TdS+Vdp — dH= (—) dT + (—) dp
oT p T

aH m as El%
(—) = Cp (definice), (—) =—(—) (Maxwell)
oT Jp apJT oT Jp

(BH) (aH(S(T,p),p)) (BH) (65) (DH) (BV)
Z) =22 S (Z) (2) (2 =—1(=) v
opJr op T aS/p\op/r \opJs T Jp




