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Transportni jevy AB21,u06

Transportni (kinetické) jevy: difuze, elektricka vodivost, viskozita (vnitrni treni), vedeni tepla ...
NE: konvekce, turbulence, salani. ..

@ Tok (flux) (téz zobecnény tok) hmoty, ndboje, hybnosti, tepla...:
J = mnozstvi dané veli¢iny prenesené jednotkovou plochou
(kolmou k vektoru toku) za jednotku ¢asu.*

Jednotky: tok energie/tepla: Jm—2s~1 = wm~—2, J
proudova hustota: Cs~1m=2 = Am—2 v4
hmotnostni tok: kgm—2 s—1
molarni tok (tok latkového mnoZstvi): molm—2s—1

@ Pricina = (zobecnéné, termodynamickad) sila
F = — gradient jistého potencialu
(chemicky potencial, elektricky potencial vs. teplota, koncentrace)

@ V pripadé malych sil plati pfimé dmeérnost
J=konst-F

V plynech Ize k vypoctu pouzit kinetickou teorii: molekuly (v nejjednodussi variante tuhé kulicky)
|étaji prostorem a obcas se srazi

*Nékdy tok je definovan jako integralni (extenzivni) veli¢ina = vSe co projde danou plochou (prifezem), vyse defino-
vana diferencidlni veliCina (vektor) se pak nazyva bud’ hustota toku (flux density) nebo intenzita toku.



Difuze - makroskopicky pohled 2/25

AB21,u06
Prvni Fickuv zakon: Difuzni tok J; Iatky i Pro
. . hmotnostni
Ji=—DiVc; koncentraci
_3
je umérny gradientu koncentrace (v .kg m—>)
3 9 9 3C; ac; d vyjde tok
- C; dC; 9C; 5 1
ch=gradCz=( ) — )Cz=( -, —, ‘) vkgm™s
ax’ oy’ 3z ax’ 3y’ 8z

D; = koeficient difuze (difuzivita) latky i, jednotky: m2s—1

Priklad. Trubice tvaru U délky [ = 20 cm a prifezu A = 0.3cm? méa na
obou koncich fritu. Jeden konec je ponoren v Coca-Cole (11 hm.% cukru)

a druhy v cisté vodeé. Kolik cukru prodifunduje za den? Dgzcharoza(25°C) =
5.2x1070cm?s71,

110 g cukru v litru: cyy =110gdm=—3 =110kgm—3
gradcyw = cw/l = 550kgm~—*

D=5.2x10"°cm?s 1 =52x10"10m2s"1
J=Dgradcy =2.56x10""kgm—2s~1
m=JAt=2.56x10""kgm=2s 1x0.3x1074m2x24x602s=7.4x10""kg=0.74mg
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Difuze - mikroskopicky pohled AB21,106
Tok latky je dan stredni rychlosti molekul v;: Rozdil chemickych potencidld =
i = vic reverzibilni prace, kterou mu-

sime vykonat, abychom castici
(mol latky) prenesli z jednoho
- I"ll kBT_, ’ o
Fi==V =——V¢; stavu (mista) do jiného

Na Ci

kde jsme pouzili vztah pro co zredéni, u; = ,ul. + RT In(ci/csY.

Termodynamicka sila je minus gradient chemického potencialu:

Pohybuje-li se molekula rychlosti v;, pdsobi na ni sila odporu prostiedi (pfiblizné) dmérné rychlosti:
=treni —~ Feni
‘Fi = —fiV; ]:trenl o

v0 smykové, valivé

kde f; = Ftrenl/y je koeficient tieni. Obé sily jsou v rovnovéze, AN )
v+ laminarni, mikrosvet

—tYeni - Ji 1 . ksl . 2 '
ftrenl n -7:1 0 . _]_-;crem = £V =fi—l = Fi=—— v4 turbulentni
Ci Ci
;s - - . . L. kBT v ,
Porovnanim s J; = —D;Vc; dostaneme Einsteinovu rovnici: D;= f 1/f = v/ Ftreni
l

téz Einsteinova-Smoluchowského rovnice se tez nazyva

priklad obecn&jéi ,véty o disipaci fluktuaci“ (fluctuation-dissipation theorem) pohyblivost



blend -g che/sucrose 4/25

Einsteinova-Stokesova rovnice AB21,106
Pro koloidni Castice Ci velké kulovité molekuly o polomeéru R;
v kapaliné o viskozité n plati StokesUv vzorec fi
s
Fi=6mNRV; Viskozita kapalin s rostouci
= Einsteinova-Stokesova rovnice: teplotou klesa, difuzivita ros-
kgT kgT te, ~ dle Arrheniova vztahu.
Di=— = D;=
fi 6mNR;
Opacné - definujeme StokesUv (hydrodynamicky, aerodynamicky) polomér:
kgl
Ri=
o6mnD;

ktery je roven jisté efektivni velikosti molekuly (v¢. napr. solvatacni
slupky)

Priklad. Odhadnéte velikost molekuly sacharozy. nyoda(25°C) =
0.891x1073Pas, Deacharoza(25°C) =5.2x 10" %cm?2s 1.

wu /y'0=4
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Druhy Fickuv zakon ABZ/l,uOG
Nestacionarni jev (koncentrace se méni s casem):
za dt do objemu dV = dxdydz pritece: Jm(ﬂf) _ Jm(il? + da:)
dn = > [x(x)—Jx(x + dx)] dydz dz| T
X,Y,2
d/x
= > UxG)— Ux(0) + - —dx})] dydz dy
& dz

-

- > —dxdydz = _7.JdV =—¥.(—=DVc)dV

X)/Z

5 32 32 32
DV4cdV =D + +— |cdV
ax2 ay? 9z2

% — DV2¢; 1D verze (napf. v kapilare):
aCi 82Ci
Tento typ je zndm jako ,rovnice vedeni tepla*“ FY R 2 3% 2

a patri mezi parabolické parcialni diferencialni rovnice
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DrUhy FiCkﬁV Za,kon — Uka,Zka AB21,106
Ukazka. Coca-Colu ve valci (vyska sloupce 10 cm) opatrne prevrstvime Cistou vodou (10 cm). Za
jak dlouho bude koncentrace u hladiny rovna poloviné koncentrace u dna? 551S9W b
Pro matematicky zdatné jedince reseni Fourierovou metodou: L
d3c  d%C Co X<L/2 C aC
—=D—, CX,O={ , —(0,t) =—(L,t)=0
ot 3x?2 (x. 0) 0 x>1L/2 ax( ) ax( )
L
1 ocCt D 3%Cy (2i—1)%m? >
c(x,t)= > cx i(x)ct (t), — = ~=Aj, Ao=0,A=— D
(x, 1) Z 100D, = =i Ao l >
co 2Co X 2
c(x,t)=—+ COS (—) exp| ———=Dt
2 m L L2 0

1 37X 3272 1 57X 52112
— —COoS| —— |exp| — Dt |+ —cos| — |exp| — Dt |---
3 L [ 2 5 L [2
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Difuze a Brownuv pohyb i
Re$im druhou Fickovu rovnici pro latkové mnozstvi n pro - T
t = 0 na ploSe x = 0 o velikosti A / v pocatku. Dostanu 051 1|
Gaussovo rozlozeni (viz Maple): 04l =
2 t=3
1D: c(x, t) = 2(411Dt)_1/2 exp _ % 03F :
' A 4Dt 5 =5
p) 0.2+ s
3D: c(Ft) = n(4nDty¥2exp| ———
| ' 4Dt 0.1+ ]
Reinterpretace: « pravdépodobnost nalezeni jedné Cas- 0.0 | |
tice, je-livt=0na plose x=0/v bode F= (0,0, 0) -3 -2 -1 0 1 2 3
X
@ 1D: (x?)=2Dt Pfedchozi priklad fadoveé: (. 200

t ~ x2/2D =4 mésice "
(prox=0.1m)

@ 3D: (r?)=6Dt




Vypocty v Maple

> restart;

> assume (DD>0,t>0);
> c:=exp(-xA2/(4*DD*t)) /sqrt (4*Pi*DD*t) ;

cd ../maple; xmaple brown.mw

8/25
AB21,106

>

1

C:l_e4M%h
i 2 [n DD~ t~
normalizace
> int(c,x=-infinity..infinity);
i 1
dosazeni do rovnice pro vedeni tepla
> diff(c,t)-DD*diff(c,x,x);

_L X2 _L X2 _L x2 _L X2
| L 4 DDt~ | e DD~ o pp~ | o 4 DD~ 1~ | e 4 DD~i~
q 2 4 3/2 — DD~ | = T o 2, 2

8 DD~t~" /aDD~t~ 4 (xDD~t~) 4 DD~ t~/mDD~t~ 8 DD~ t~" /n DD~ t~
po zjednoduseni da nulu
> simplify (%) ;
_ 0
stFedni posunuti (x) je nula
> int(c*x,x=-infinity. .infinity);
i 0
stFedni kvadratické posunuti (X%
> int(c*xA2,x=-1infinity. .infinity);
2 t~ DD~



Brownuv pohyb jako nahodna prochazka

(Smoluchowski, Einstein)

za Cas At se posunu nahodné

@ o Ax s pravdépodobnosti 1/2
@ o —Ax s pravdépodobnosti 1/2

show/galton.sh 9/25

AB21,u06
7T=20
T = AT
T = 2AT
T = 3AT ®—

20x

V Case 2nAt je pravdépodobnost polohy v bodeé x = 2kAx, —n < k < +n, rovna

n—Kk
Limita pro n — oo je Gaussovo rozdeleni

2n
(n, k) = ( )4_”

1 VAt —x2 At
exp |—
V21t Ax 2t Ax?2

coZ je pro 2D = Ax?/At to samé co c(x, t)

Galtonovo prkno

|

1

I
- ®
i
v O
o‘hoo
® 0o ©
o o o o
© 0 @ 0 0 O
© @ 0 00 0 O

@

galton.sh = video + porovnani binomické + Gaussovo (show/gb.sh)
video = https://www.youtube.com/watch?v=6YDHBFVIvIs



. : ) ) ; show/convol.sh 200000  14/75
Brownuv pohyb jako ndhodna prochazka + AB21..06

Odvozeni s pouzitim centralni limitni véty:

@ v jednom kroku: Var x (x)=0 (x2) = Ax?

@ v n krocich (za ¢as t = nAt): Var x = nAx?
= Gaussovo normalni rozdéleni se 0 = vV nAx? = Vt/AtAX, tj

1 2902 1 VAt —x?2 At
—e = exp [ —
V2o J2mt Ax 2t Ax?

coZ je pro 2D = Ax?/At to samé co c(x, t)

Pozn.: Var x %" ((x — (x))?), pro (x) =0, pak Var x = (x?)

Priklad. Spoctéte Var u, kde u je nahodné cislo z intervalu (—1, 1) 9/T

show/convol.sh = konvoluce rovhomeéerného rozdéleni metodou Monte Carlo



S ) ) ) dendrimer -n500;show/pf.sh 17 /55
Fraktdini dimenze - nahodné fraktaly + AB21..06

@ Trajektorie Brownova pohybu (ndhodnd prochézka s proti-
nanim, linearni polymer v 6-rozpoustédle): D = 2

@ Nahodnd prochazka bez protinani (linearni polymer v dob-
rém rozpoustedle) ve 3D: D =1.7

@ Dendrimer (vznikly difuzné fize-
nou agregaci, ve 2D): D=1.7

@ Dendrimer vznikly difuzné fize-
nou agregaci (ve 3D): D =2.5

@ Brokolice D =2.66
@ Povrch plic D =2.97

elektrodepozice médi —

credit: wikipedie




12/25

Elektricka vodivost roztoku elektrolytu AB21.106

Ohmuv zakon (zde: U = napéti, U = ¢ — ¢1):

U 1
R = T I = EU 1/R = vodivost, [1/R] = 1/Q = S = Siemens
Meéerna vodivost (konduktivita) k (téz o, y) je vodivost jednotkové krychle
1 A y
S =K A = plocha, [ = tloust’ka vrstvy, [k] =Sm~1

Ekvivalentné: p = 1/k = rezistivita = mérny elektricky odpor, [p] = Om

—

Vektorové:

k€ = —kV¢ j = proudova hustota, j =1/A
£ = intenzita el. pole, £ = U/
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Konduktivita AB21.106
l4tka k/(Sm~1)
grafen 1x108
stiibro 6.3x107
morska voda 5
Ge 2.2
pitna voda 0.005 az 0.05
Si 1.6x1073
destilovana voda (obsahuje CO>) 7.5x107>
deionizovana (vodivostni) voda  5.5x107°
sklo 1x10~1°-1x10~11
teflon 1x1072°-1x 1023

Pohyb iontl zplUsobeny elektrickym polem se nazyva migrace
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Vsuvka: Produkce tepla a entropie AB21,106

Pfi prichodu proudu resistorem vznikéa Jouleovo teplo, Q = Uqg = UIt
Znaceni: teplo = Q, naboj = q, ¢as = t, intenzita pole = £
U=LE,I=jA, V=IA (l =tloust’ka vrstvy, A = plocha, V = objem)

Produkce tepla (v jednotce objemu za jednotku Casu); presné€ji: systém Ize prevést z 1 stavu na
druhy vratné prevedenim tohoto tepla

Q .
ve )
Obecné (J = tok néteho, F = sdruzen4 sila, J = konst - F):
[
Vit
Jev je nevratny, produkce entropie (v jednotce objemu za jednotku Casu):
AS J-F
vt T

Disipativni struktury spojené s produkci entropie vedou (u slozitych nelineadrnich systémdu) ke
vzniku samoorganizovanych systému (Prigogine)



Vsuvka: Princip minimalni produkce entropie

Uvazujme dva rezistory o odporu R za sebou po napétim U:
— R R L

V stacionarnim stavu je na kazdém rezistoru napéeti U = IR, celkem

Uiot =U + U = 2IR
Produkce tepla (< AS) je

Q u U U?
—=lUtotl =U—+U—=2—
t R R R

Necht’' dojde k fluktuaci napéti,
Ui =U-96U, Uy =U+6U.
Q Ui UZ _U? _sU2  _U?
— =4 f£=2— 42— >2—
t R R R R R
Ve stacionarnim stavu je produkce entropie nejmensi

@ pro linearni rezim blizko stacionarniho stavu

@ ale: naruseni symetrie

llya Pigogine

credit: www.education.mcgill.ca
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Molarni vodivost AB21,106

Silné elektrolyty: mérna vodivost je (priblizné) dmerna koncentraci.

C C C1/2

Definujeme molarni vodivost A\:
K

A=—

C

Jednotky: [k] =Sm~1, [A]=SmZmol~1.

Pozor na jednotky — nejlépe pfevést ¢ na mol m—3!

Priklad. Konduktivita roztoku HCI o koncentraci 0.1 moldm—3 1moldm=3 = 1000 molm—3

ie 4Sm~1. Jakd je molarni vodivost HCI?
. Jaka ) [—I0W ;WS H0°0
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Pohyblivost a molarni vodivost AB21,1106

Pohyblivost (mobility) iontu, ,primérna rychlost v jednotkovém elektrickém poli“.
Jednotky: m2v—1ls—1 =sm2c—1, cm2v-1s-1

v.
uj = ?l £ = U/l = intenzita elektrického pole, U = napéti
Naboje z;e o rychlosti v; a koncentraci ¢; zpusobi proudovou hustotu
,,Ki“
/

1] ! V4 Ve L] [ ']
ji=viciziF = uilciziF = icié = Aj=ujziFf = molarni vodivost iontu

lonty (ve zfedénych roztocich) migruji nezavisle (Kohlrauschuv zakon), pro elektrolyt Kf,$®+Af,ee_:

zde definujeme zg > 0
J=Jo tje =(AeCo+AaCe)l =(AoVeo + ApVe)CE

Matematicky: v = rychlost

o v = stechiometricky koeficient

)\=E=Zilvi)\i



) . o cd pic;mz grotthuss.gif 18/25
Nic neni idealni

AB21,u06
Limitni molarni vodivost = molarni vodivost v nekone¢cném zredeni:
iontu i: A° = lim A, roztoku soli: A% = lim A
t c—0 c—0

Odchylky od limitniho chovani jsou v prvnim priblizeni obdobného tvaru jako v Debyeove-
—Huckeloveé teorii:

A=A(C) =A® —const¥/C nebo A =A®—constyI,
Typické hodnoty:

kation A®/(SmZmol~1) | anion A®/(Sm?Zmol—1)
Ht 0.035 OH™ 0.020

Na*t 0.0050 Cl— 0.0076

Ca?* 0.012 S04%~ 0.016

@ Pohyblivost a molarni vodivost klesa s velikosti iontu (CI~ je pomaly), ale i hydrataci (maly ale
pevné hydratovany Li* je pomaly).

‘ H+, OH™ majll velké pohyblivosti animace credit: Matt K. Petersen, Wikipedia
H ""--..__ — e L H [e]
H—5" to—H _ H—O ~o—H (Grotthussiiv
I!I I!I I!I I—,I mechanismus)



Vodivost slabého elektrolytu 19/25

AB21,106
Vse plati, pocitaji-li se jen ionty, ne nedisociovana latka T T
V limité oo zfedéni (malé koncentrace): 0047 o '
+
PC— ’ N=exptl = K O(:[H ]=)‘ 003} i
Cionty C co A% g
=
o A ’ Y 4 . w0 0.02
Ostwalduv zred’ovaci zakon: >
co a?  co A2
Ka=— = i Toor oo 0.01
ctl—a cATAPA®—=A)
. N " Vo (A4 \"4 . / /7 CUSO4
Neidealita: K3 je priblizneé linearni funkci v/Ic & ,/Cionty = +/CoO . CH;COOH

0O 02 04 06 08 1 1.2

c'2 / (mol/L)12

Priklad. Vodni roztok kyseliny benzoové o koncentraci 0.01 moldm~—3 mél konduktivitu
3.302x10~2 Sm~1. Konduktivita pouZité vody byla 1.6x10~% Sm~1. Vypoéitejte rovnovaZnou
konstantu disociace kyseliny benzoové. Limitni molarni vodivosti iontd jsou: A®(Ht) = 0.03497

2mol=1, A®°(CgH —) = 0.0032 2 mol—1.
Sm2mol~1, A®(CgH5CO0™) = 0.00323 Sm2 mo c_0TXT'8=) '980°0 =D
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Vodivost a difuzni koeficient AB21,06
Einsteinova (Nernstova-Einsteinova) rovnice: mikroskopicky:
kgT kgl kgT ksT  RTu; Zi€
fi  Fi/vi zieg/(ui€) zie/u;  ziF B

zde z; je se zna-

2 2 7/
z; F ménkem, ug < 0

ZiFD;=RTu; = Aj=u;ziF= Il"\’T D

@ difuze: hnaci silou je gradient koncentrace/chemického potencialu

7 D —D‘”

/i iVCi RT Vi

7 F Z‘FD‘v v,
/i tft RT Hi= UiV

@ migrace: hnaci silou je elektrické pole
ji=—kiV¢ =—cAVp = —ciuiziF V¢

Definujeme elektrochemicky potencial [i; = u; + z;F¢, pak (Nernstova-Planckova rovnice):

Ci —V
i RT Ht ZiF M

Ji=—CiuVij=—
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Prevodova cisla AB21,106

Prevodové cislo iontu (transport number, transference number) je podil z celkového proudu
preneseného danymi ionty (pri elektrolyze/migraci):

Io Io v = rychlost
v = stechiometricky koeficient

to =

I Io+1e

lonty se pod vlivem stejného elektrostatického pole pohybuji rizné rychle. Pro Kff;Af,ee_ (ci=vic,

elektroneutralita: zgcg = zgCq; zde zg > 0):

‘o Jo VoCoZoF . ue ZoDe 3 Vole
je +j€9 VeCeZeF+ VeCoZaF Ug + Ug ZeDe + Z@D@ Ve)\e + V@)\@
: te Ue zie
Vlastnosti: te +te =1, = vi=ui, ui=——=D;, Aj=uziF
te Ug /(BT

Meéreni: Hittorfova metoda (titrace v katodovém a anodovém prostoru)
pohyblivé rozhrani
porovnani napéti koncentracnich ¢lankld s transportem a bez

Aplikace: Molarni vodivosti iontu:
pomoci zmerenych prevodovych Cisel rozeberu A na Ag a Ag



Nernstova vrstva

Priklad. Elektrolyza CuSOg: tc 2+ =40 %, tgg,2- = 60 %.

katoda

©

Cu

Nernstova vrstva

(o)
(IEG Cu2+ GMI

I (o)
difuze o) 2 60%I

pic/nernstovavrstva.sh 22/25
AB21,u06

objemova faze

migrace 2+ 40 %I

— Cu —

i o
migrace 5042_ GMI
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Priklady AB21,106

Priklad. Jaka by byla mérna vodivost roztoku uni-univalentniho elektrolytu MA o koncentraci
0.01moldm=3, pokud jak M tak A jsou zhruba stejné& velké jako molekula sacharozy (D =
5.2x107%cm?2s~1 pii 25°C)?
) Pr! ) ({—I0W ,_WSZ000 = FY) _WSH0'0
Pozn.: Roztok KCl o této koncentraci mé vodivost 0.14Sm~1 - tyto ionty jsou mensi, a proto po-
hyblivéjsi nez ,ion stejné velky jako sacharoza*
Vi= Ui
Priklad. Jakou rychlosti migruji ,ionty sacharozy” M*, A~ z vySe uvedeného pfikladu mezi elek-
trodami vzdalenymi 1 cm, je-li mezi nimi napéeti 2 V? Teplota je 25 °C.

—YWWGT = SWq_ 0T XV = VA—= +Np

Jesté jednou - tyto tri veliCiny jsou pro ionty ekvivalentni:

@ D; = difuzivita

. . Zi€
@ u; = pohyblivost iontu, u; = k—Di

Bl
@ )\, = molari vodivost, A\; = u;z;F




Vodivost a difuzivita - pFiklad A2t 106
Olivy obsahuji zdravé nenasycené mastné kyseliny. oleic acid O
Ale protoze pojidani soli v mnozstvi vétsim nez 5 g za 1 OH
den je nezdrave, maci si Pepa NesoliC nakladane pre- | o
solené olivy ve vodé, nez je sni. Odhadnéte, jak dlouho 13 credit: Wikipedia
je nutno olivy macet, aby obsah soli podstatné klesl.

Limitni mol&rni vodivosti jsou: Na*: 0.005Sm?2 mol~1, CI=: 0.0076 Sm2 mol—1.

W 9

Radové spravny vysledek dostaneme z (r?) = 6Dt, kde za r vezmeme tieba polomér olivy. Difuzi-
vitu odhadneme z molarnich vodivosti,

ART 0.0063 x 8.314 x 298

D=—= m2s1=17x10"9m2s1
F2 964852
kde jsme za A dosadili primér z obou iontu. Pro centimetrovou olivu:
r2 0.012

sa~ 3h

t ~ =
6D 6x1.7x10~°

Regenim druhého Fickova zdkona vyjde pro kouli o poloméru r za rovhomérné pocateéni koncen-
trace a nulové koncentrace na povrchu (okolo olivy proudi Cerstva voda), ze obsah soli klesne na
polovinu za 0.0305r2/D, na desetinu za 0.183r2/D.



Meéreni vodivosti

Zpravidla se pouziva ke stanoveni koncentrace (obv. nizké)

= rozpustnost, disociacni konstanty, konduktometrické titrace. ..

Dnes se pouzivaiji Ctyri
elektrody, do vnejsich
se zavede stridavy proud,
vnitrni par meéri napeti

!

(»)
\/

.I_ 5 1_” s ¥ e =77

| I

razné typy
vodivostnich
nadobek

nadobka R

2 electrodes, Epoxy Cell, graphite plates, 110 mm x 12 mm body, BNC plug

Price

CS SK10B

Cell Constant 1
0.01mS - 2 mS/cm
0-80 °C

vodivostni

O ~0O
stfidavy zdroj
(1-4 kHz)

(Odporovd) konstanta vodivostni nddobky C (rozmér SI = m™1, v praxi cm™1)
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C urcim pomoci roztoku o znamé vodivosti (napr. KCl), C = RgKe.
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