. n 1/21
Molekulova dynamika $03/4
@ tuhé koule ap. - nérazy, algoritmus zalozen na udalosti ,dal$f srazka“

@ .Kklasickd“ MD - integrace pohybovych rovnic

@ Brownovskd (stochastickd) dynamika, disipativni|¢asticovd dynamika = MD + nahodné sily

Potfebujeme sily: ‘
au(™y . J
fi=— i=1,...,N
or;
Piiklad — parové sily: ‘\‘
N N du(rj)) arji N du(rj) Fi;
u=Xut) = fi=fi=- e e N e
i<i j=1 j=0 A on i A T
J# J# J#

Znateni: Ty =7 — 7y, rij= |7yl

uvodsim/verlet.sh g5
s03/4

Piklad: draha planety “\‘m N

@ energie se zachovava

@ precese perihelia O(h?)
@ harmonicky oscilator: frekvence je posunuta o O(h?)

q 2/21 P 173 " . 7/21
Newtonovy rovnice 50/3/4 Maly vylet do teoretické mechaniky a okoli + 50/3/4
d427 7 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
i 5 i
Pl =y (S ooondll N&g svét: PN = (71, Ny, Y = (i, Y
= eV
Metoda konecnych diferenci — krok h Funkee £=L£(7", )
Potate¢ni Gloha (zndme F a F v ase tg) Akce t1
Metody: S =J Ldt
. to
R —Kutt ho vypottd & st s . ) . »
© Runge-Kutta: mnoho vypoctli prave strany nabyvé stacionarniho bodu (extrému) mezi pevnymi body #V(to) a 7V(t1) pro
Prediktor-korektor: lepsi, ale .. iz dal
@ Prediktor-korektor: lepsi, ale (viz dale) 300 L
@ Verlet a jeho klony (je symplekticky = dobré zachovani energie) dtor: ==
ri oF;
@ “Multiple timestep” metody: vice éasovych $kal, obv. symplektické To je 3N rovnic.
@ Geometrické integratory (symplektické) Je-li £ = Lagrangién, pak se to zove Hamiltontiv princip, obecné ,princip nejmensi akce” apod.
3/21 q o 8/21
Verletova metoda $03/4 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice - dukaz + <0374
Taylor{iv rozvoj: F(t—h) = F(t)—hF(t)+ Ef(t)_ +1x f
! ! ! 2! o S= J Ldt
7i(t) = 7it) —2x fo
. h2., T .
Flt+h) = F(t)+hF(t)+ —F(t)+... +1x Provedeme variaci trajektorie:
2 N N N
~ . . . V) — PN(t) + 67N(E), 87V(to) = 67V(t1) =0
) . (1) Fi(t—h)—2Fi(t) + Fi(t+ h
= numericka 2.derivace: 7i(t) =fl— = M +0(h2)
m; h? oL oL .
_ ss=j —_~5F(dt+f > — - s7dt
i) to 7 OFi to 7 O
Verletova metoda:  Fi(t + h) = 2F(t) —Fi(t —h) + h“—
m;
2. tlen per partes: =0
PPN ] . ; h2fi(to) 3
Pocatecni podminky: Fi(to— h) = Fi(to) — hri(to) + CHTT + O(h?)
i

& Casoveé reverzibilni (= zadny drift celk. energie); dokonce symplektické
@ nelze pouzit pro i = f(r, F), protoze F(t) neni zndmo v tase t

Identicka trajektorie: leap-frog, velocity Verlet, Gear (m = 3), Beeman

t1
L o oL daL
55 = — 5|+ 6?~[————.]dt
[Zan ‘L LOZ Ular dtar
0

i

(prvni [] = 0 protoze koncové body jsou pevné)
&7 mohou byt libovolné = druhy [] = 0

vic movies/leap-frog.mp4;vic movies/leap-frog2.mp4 4/21

Metoda leap-frog 503/4

rychlost = drédha (zména polohy) za jednotku ¢asu h (vektor)
P(t+ h)—TF(t)

F(t+hi2)

Ut+h/2)= Flt+h)

zrychleni = zména rychlosti za jednotku ¢asu V(t-h/2)

_ W(t+h/2)=V(t—h/2) 7

a(t
a(t) " =
=
V(t+h/2) = V(t—h/2)+ad(t)h
F(t+h) = F(t)+ v(t+h/2)h } opakujeme

t == t+h

@ ekvivalentni Verletové metodé (identicka trajektorie)
ale: rychlosti v jiném tase, trochu (O(h?2)) jina kineticka energie

credit: hitp://www.anagrammer.com/scrabble/leapfrog

9/21

Matematické osvézZeni: Legendrova transformace + <034

Méjme f(x), nejradéji konvexni.

df df
*=f—x— ,jako funk =—" N
fr=f de jako funkce p ax \\\f(x)
) . RSN
Matematicky presnéji: \
f*(p) = minx(f —xp) \
Diferencialy:
d -
df = —fdx =pdx Xmin X

dx

df* = df — d(px) = pdx — pdx — xdp = —xdp ar

A zase zpéatky:

ar _ R A _
E__x' f*r=f ﬁp—f +px=f

Ekvivalence metod Verlet and leap-frog 550/32/14
Leap-frog:

v(t+h/2) = v(t—h/2)+a(t)h

r(t+h) = r(t)+ v(t+h/2)h } opakuje se
t == t+h
2. rovnici napiseme dvakrat ve dvou Casech
r(t+h) = r(t)+ v(t+h/2)h x+1
r(t) = r(t—h)+v(t—h/2)h x—-1

Rovnice odetteme:

r(t+ h)—r(t) =r(t)—r(t—h)+ v(t+ h/2)h—v(t—h/2)h
substituce pro rozdil rychlosti:
ﬂth

m

r(t+h)—2r(t) + r(t—h) = h[v(t + h/2) — v(t — h/2)] = a(t)h? =

coz jest Verletova metoda

plot/legendrevdw.sh 10/21
s03/4

Mensi odbocka - entalpie
Vnitini energie U = U(S, V):
dU=—pdV [ad.]
U(V) [ad.] je konvexni, protoze p = —% je klesajici funkci vV
Entalpie H = H(S, p):

aU
H=U——V=U+pV
av

dH =Vdp [ad.]
A zase zpéatky:
oH
U=H-Vp=H——p
ap

Podobné U(S) — F(T), F(N) - Q(u), ...

Piiklad. Jak vypadaji funkce F(V) a G(V) za konstantni teploty pro van der Waalsovu stavovou
rovnici?
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16/21

Od Newtona k Lagrangeovi + .03/4 | Poisson a Liouville + 032
Necht M&me f = f(FV, 5V). Hleddme Easovy vyvoj, f(t+ dt) = f(t) + fdt.
- 1 .
L= L, ) = Ein— Epot = > smife = UG daf of . of . of oM of U
T2 —=f=2|= fir=hi|= Z =)
dt — | o7; B of; P opi of
pak Lagrangeovy rovnice = Newtonovy rovnice t
. i {,} se zove Poissonova zavorka
Hmmm. .. zatim nic nového.
Ale kdyZ pouzijeme zobecnéné soufadnice Plati {A,B} =—{B,A}
=qj(f,...7Y), j=1...3N Je-li f = (PN, V) integrél pohybu, plati {f, #} = 0. 5= oM
. S ——
projde to taky! Je-li f = f(PN, BN, t) integrél pohybu, plati {f, H} + g{ =0 o7
Priklad: planeta - polarni soufadnice (r, ¢) Definujme LiouvilleGiv operator s ﬂ
1, . K ap;
£ = Exin— Epot = =m(? + r2$2) + — 2 M oM d_ .. . ‘
kin = Epot = m( P+ il = Z[r, —+ P = ]—Z[F~E—E.?]51Lr+ip
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice: i Pi 7T LoPi ori @ 9Pi
. K f _
mi=mr2 — - (Verleta nelze aplikovat) pak (pro 5z =0) . R
r f=A{f, 1} =ilf
mr2¢g=0 = mrip= const (moment hybnosti)
A A 12/21 7 G 17/21
Od Lagranga k Hamiltonovi + 50§/4 Kvantovaci uskok + 502/4
= s L
Hybnost p; = mi; = o Postulat: {,} — ih[,] znaménka?
Obecné (definice) zobecnéné hybnosti: pj= % Napt.: {lp,x} = -1 = [p,X]=—ih ‘
Pfiklad (planeta): pg = mr2é (x, p = jakykoliv par sdruzenych kanonlcl;ych proménych)
Legendreova transformace: 7; — §; (aZ na znaménko) x-reprezentace: ¢ = ¢(x), X =x, p =—ihay
- To znamena, ze [—lh , x]¢ = —ihy (to umite)
H=H, PNy =3 pi-Fi— £ = Exn—Evor x
i B Test konzistence formalismu: {p, f} ——ﬂ - [—lhﬁ,f]lﬂ =—ih%f¢l
# se nazyva Hamiltonian Podobné pro integrél pohybu f = f(PN, 5 ‘N L t):
Kartézské soufadnice: H = Ein + Epot of of 5
. B doL oL M.fy=— — [A.fl=ih— 4. [Aflg=i—fy
Z Lagrangeovych rovnic: p; = == ot ot ot
grangeowy ‘ Pi=37 dtor,  om,
= Hamiltonovy rovnice: Vyhovuje A = ihZ (¢asové Schrédingerova rovnice); piéeme ale s oby¢. derivacf
L oH . oH d
Pi==m "7 an Ay =iy
(vyvoj vinové funkce v ¢ase, argumenty x nemohou na ¢ase zaviset)

i . 13/21 - . 18/21
Zachovani energie + so§/4 Liouville + 502/4
Zména L se zménou poloh a rychlosti Pl
(ne Casu: nase Epot je konzervativni = % =0) f=if

Formalni (operatorové) feseni (separace proménnych)
dc= Z[ dn+—ﬂ~d7i] =Z(ﬁi'd7i+5i‘dfi) Inf = ilt, f(t)=exp(i£t)=n|ing°(1+iit/n)"
T —
47
Legendreova transformace: Co to znamena?
. L. oH oM @ postupné nx opakujeme (pfiblizné)
dH =3 d(B- F)—dL =3 [—pi-dFi+ Fi- dpi] =Z[;~dn+ 5 dpi] of
i i i t t FO+t/n)= (1 +iLt/n)f(0) = F(0) + — t/n
Hamiltonovy rovnice: dt|e=0
5 oH _9H @ Taylor:
T ap; n " 2
Pak ale taky: exp(iLt)f(0) =1+ (iLH)t + (lLlLf)? +...=
dH oH . 9H .
_=Z[_'7f+_"3i]=0 . L2
dt Lo api =1+f(0)t+f5+... =f(t)
= zakon zachovani energie (Hamiltonian je integral pohybu)
Sz 14/21 = 52z 19/21
Na vrabce staci prak ar 50§,4 Obé casti zvlast ar 502/4
d d Stejny trik a la Taylor pro il a ilp:
E(Ekin“‘Epot):E Z . . R 2
‘ exp(LrOf (Y, ) = 1+ (Lef)t + Ll ) +
U .
Z[ _"F‘]=Z"' = of sxra AN N SN
: or; f =1+Zi:ri~a—rit+;rizi:r( arlr12+"'=f(r +7't, V)
Hroznej ptak, to rogallo.
Vystiilel jsem na ngj celej exp(i[pt)f(fN, Ny =rN, pN + bNt)
zésobnik, nez toho chlapa pustil!“ R .
o Zrada: operatory iLp a iLr nekomutuji
exp(il) = exp(ilp + iLr) # exp(ilp) exp(iLr)
=T = A ~ 15/21 = 20/21
Dalsi integrdly pohybu: Teorém Noetherové + o032 | Verlet podruhé + 03

Kazdé (diferencovatelné) symetrii (akce) fyzikalniho
systému odpovida zachovavajici se veli¢ina.

@ Cas — zachovani energie
predpoklad: Epot(t) = Epot(t + 6t)

@ Translace — hybnost
U
uN+sn=uV) = 0=67-> —=—
(P + 67) = U(P™) Zm

d -
7 az{:m,ﬂ

Jezto 6T je libovolné, zachovava se celkova hybnost

(Amalie) Emmy

Noether
credit: Wikipedia

@ Rotace — moment hybnosti
N + sa x PNy = Uy
Zachovava se

celkovy moment
hybnosti

U .
= o=§ 58 x Fi ._=_§ 58 x 7)) -myfi=
i(axn) o i(axn) mifi

. d .
=—ZL_:5&4 (7ix miFy) =—5a.ﬁz[]r[ x mif;

Toz aspon pfiblizné (pro malé h) a ovSsem reverzibilné:
exp(iLh) ~ exp(iLph/2) exp(ilrh) exp(ilph/2)

Postupné (vynechavam N):

( p(0) . 7(0) )
C  BO+pON2 (ON )
( p(0) + p(0)h/2 . T(0)+ (1/m)[p(0) + p(0)h/2]1h )
( B(0)+[p(0) +p(h)1h/2 , 7(0)+ (1/m)[P(0)+ p(0)h/2]h )
To je tzv. rychlostni Verlet (velocity Verlet)
h2
r(t+h) = r(t)+v(t)h +f( )
v(t+h) = v(b) +f4(t) utd b h)ﬁ
m 2

r(t+h)—r(t—h)

Stejna trajektorie, rychlost jako Verlet s v(t) = >h




K éemu to je dobré? + So57a

exp(ilph/2) exp(ilrh) exp(ilph/2) = exp(ilh + €)
@ chybu e umime odhadnout (o h3)
@ zpétné Ize spotitat porudeny Hamiltonian (chyba o h3 na krok neboli « h? celkem), ktery Ver-
letova metoda pfesné zachovava
tj. Verlet je symplekticky = chyba je omezend

(pouze reverzibilita = chyba o t1/2) chyba zachovani energie se po-

wxn vs ) ) ziva k nast; i délky kroku h
@ metody vyssiho fadu, multiple-timestep metody Heivalidnassavendeliofkioky

s

cas —

celkova energie—

symplekticky reverzibilni ireverzibilni




