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Molekulova dynamika

@ tuhé koule ap. - narazy, algoritmus zaloZzen na udalosti ,dalsi srazka*“
@ .klasickd” MD - integrace pohybovych rovnic

@ Brownovska (stochastickd) dynamika, disipativni|¢asticovd dynamika = MD + ndhodné sily

Potrebujeme sily:

S au(r) _ J
fi=—— (=1,...,N
or

—@

Priklad — parové sily: \

N N du(r--) or:: N du(r--) i

- - ji S JU L

i<j j=1 j=1 ‘ j=1 7t
i j# j

Znateni: Fijj = Fi—Fi, rij = |Fjl
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Newtonovy rovnice s03/4

d?f; ., fi
dt? mj

Metoda konecnych diferenci - krok h

Po¢ateéni Uloha (zndme F a F v Ease tg)

Metody:

& Runge—Kutta: mnoho vypoctd pravé strany

& Prediktor-korektor: lepsi, ale ... (viz dale)

@ Verlet a jeho klony (je symplekticky = dobré zachovani energie)
@ “Multiple timestep” metody: vice ¢asovych skal, obv. symplektické

& Geometrické integratory (symplektické)



Verletova metoda

y i . h? .
Tayloruv rozvoj: Fi(t—h) = Fi(t)_hf-’i(t)+7f-’i(t)_.__ +1x
ri(t) = ri(t) —2x

. h? .
ri(t+h) = Fi(t)+hfi(t)+?i"i(t)+... +1x

fitt) Pt —h)—27(t) + Fi(t + h)

= numerickd 2.derivace: Fi(t) = +0O(h?)
mj h?

. . . Sfi(t

Verletova metoda: ri(t+ h) =2ri(t)—ri(t—h)+ h
mj
v 7/ v 7 7 — — — hzfl(tO) 3
PocCatecCni podminky: ri(to— h) =Fi(tg) — hri(to) + > + O(h>)
mj

& Casoveé reverzibilni (= zadny drift celk. energie); dokonce symplektické

@ nelze pouzit pro 7 = f(r, ), protoze rF(t) neni znadmo v ¢ase t

ldenticka trajektorie: leap-frog, velocity Verlet, Gear (m = 3), Beeman
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vlic movies/leap-frog.mp4;vic movies/leap-frog2.mp4 4/21

Metoda leap-frog s03/4
rychlost = draha (zména polohy) za jednotku ¢asu h (vektor) {F(t+h;’2)
F(t+ h)—F(t f
e+ hy2) = LMD F(t+h)
h
zrychleni = zména rychlosti za jednotku Casu \_}(t—hf2)
3 V(t+h/2)—V(t—h/2) f
a(t) = =
h m

V(t+ h/2) = v(t—h/2)+ a(t)h

r(t+h) = r(t)y+ v(t+ h/2)h

—_—

opakujeme

t = t+h J

@ ckvivalentni Verletové metodé (identicka trajektorie)
ale: rychlosti v jiném ¢ase, trochu (O(h?)) jina kineticka energie

credit: http://www;anagrammer.Com/scrabee/Ieapfrog



Ekvivalence metod Verlet and leap-frog 550/32/14

Leap-frog:
v(t+ h/2) = v(t—h/2)+ a(t)h

r(t+h) = r(t)+ v(t+h/2)h } opakuje se
t ;= t+h )
2. rovnici napiseme dvakrat ve dvou casech
r(t+h) = r(®)+v(t+h/2)h x + 1

r(t) = r(t—h)+v(t—h/2)h x-—1
Rovnice odecCteme:
r(t+h)—r()=r(t)—r(t—h)+ v(t+ h/2)h— v(t— h/2)h
substituce pro rozdil rychlosti:

r(t+ h)—2r(t) + r(t—h) = h[v(t + h/2)— v(t— h/2)] = a(t)h? =@h2

coz jest Verletova metoda
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uvodsim/verlet.sh 6/21
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@ precese perihelia O(h?)

@ harmonicky oscildtor: frekvence je posunuta o O(h?)



Maly vylet do teoretické mechaniky a okoli + 570/;/14

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

7 Vv v — — - _.N — -oN
Nagsvét: PN = {7y, ..., PN}y, ' ={ry,..., 7}
-N

Funkce £ = £(PN, 7)
Akce
t1
S = J Ldt
to
nabyva stacionarniho bodu (extrému) mezi pevnymi body PV(tg) a FV(t1) pro
doL oL
dtar; oF;

To je 3N rovnic.
Je-li £ = Lagrangian, pak se to zove Hamiltonuv princip, obecné ,princip nejmensi akce" apod.



Eulerovy-Lagrangeovy rovnice - dukaz

t1
5=f Cdt
to

Provedeme variaci trajektorie:

PN (E) — PV + 87V (D), 6PN (to) = 67N (t1) =0

6S = — . oridt + — .67 dt
ft 3"1 l Jt Z [

arl

2. Clen per partes: =

=
_ qt1
L oL d oL
§S=|> —-oF; f Zérl[ ]dt
_ dtg

(prvni [] = 0 protoze koncové body jsou pevné)
67 mohou byt libovolné = druhy [] =0




Matematické osvézeni: Legendrova transformace

Méjme f(x), nejradéji konvexni.

d d
f* =f—X—f ~jako funkce p = —f
dx dx

i

Matematicky presnéji:
f*(p) = minx(f —xp)

Diferencialy:

df
df = —dx =pdx
dx

df * = df —d(px) = pdx — pdx — xdp = —xdp

A zase zpatky:

df * df *
AR f**=f*—Lp=f*+pX=f
dp dp

f(x)
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plot/legendrevdw.sh 10,21

Mensi odbocka - entalpie + 03/4

Vnitrni energie U = U(S, V):
dU=—pdV [ad.]

U(V) [ad.] je konvexni, protoze p = —S—L\} je klesajici funkci V
Entalpie H = H(S, p):
oU

oV

dH =Vdp [ad.]

A zase zpatky:
oH
U=H—Vp=H——p
op
Podobné U(S) — F(T), F(N) — Q(p), ...

Priklad. Jak vypadaji funkce F(V) a G(V) za konstantni teploty pro van der Waalsovu stavovou
rovnici?



Od Newtona k Lagrangeovi
Necht'

1

N =N =2 -

£=£(I’{V,I‘i ) = Exin— Epot = E Emiri —U(I’{V)
i

pak Lagrangeovy rovnice = Newtonovy rovnice

Hmmm. .. zatim nic nového.
Ale kdyz pouzZijeme zobecnéné souradnice

gj=qj(f1,...7), j=1...3N
projde to taky!
Priklad: planeta - polarni souradnice (r, ¢)

1 o 5., K
£=Ekin—Epot=§m(r +re¢ )+7

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:
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Od Lagranga k Hamiltonovi + 03/
Hybnost p; = m;f; = 2%

ori
Obecne (definice) zobecnené hybnosti: p; = g—gj

Pfiklad (planeta): pp = mr?¢

Legendreova transformace: #; — p; (az na znaménko)
H=HEN,pNy="> pi-Fi— L
( p ) Zpl l L — Ekin_Epot

H se nazyva Hamiltonian

Kartézské souradnice: 1 = Eyjn + Epot

) s ar doL oL
Z Lagrangeovych rovnic: p; = oF dt o7 = 57
ri ri

= Hamiltonovy rovnice:
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Zachovani energie + 03/4

Zmena £ se zmeénou poloh a rychlosti
(ne ¢asu: nase Epot je konzervativni = =% ‘m =0)

oL oL . :
dl = Z [— dri+ — drl} = Z(ﬁrdﬁ'"‘ pi-dr;)
i or or i
Legendreova transformace:
: : : | oH _ OoH
dH =D d(p;-F)—dL =) [—p;-dFi+ F;- dp;] =Z[§-dri+ a—ﬁ-dp[}
[ [ [ t L
Hamiltonovy rovnice:

oH . OH

= -, i = ——

YT T o

Pak ale taky:

. oM .
E—Z[— rl+— pli| 0

i or oP;
= zakon zachovani energie (Hamiltonian je integral pohybu)
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Na vrabce staci prak + <03/4

d d mi.- N
— (Ekin+ E = — E—F.+UF

- = aU -
=Z miri-ri+—-ri|=
i orj

»,Hroznej ptak, to rogallo.
Vystfrilel jsem na néj celej
zasobnik, nez toho chlapa pustil!“




Dalsi integraly pohybu: Teorém Noetherové

Kazdé (diferencovatelné) symetrii (akce) fyzikalniho
systému odpovida zachovavajici se veliCina.

@ Cas — zachovani energie
predpoklad: Epot(t) = Epot(t + 6t)

@ Translace — hybnost

uN + s =u@N) => 0=6F- Z 7 = —6F - EZ mf;
Jezto 6r je libovolné, zachovava se celkova hybnost
@ Rotace — moment hybnosti
urN + sa x PNy = u(F)
= 0= Z(&o{x ri) - ﬂ =—Z(5orx 7)) mfi=

(Amalie) Emmy

Noether
credit: Wikipedia

Zachovava se
celkovy moment
hybnosti



Poisson a Liouville

Méjme f = f(FV, *’V). Hleddme ¢asovy vyvoj, f(t+ dt) = f(t) + fdt.
at= =2 B =2 G o
Pi - i OPp; OJpj OJrj
{,} se zove Poissonova zavorka
Plati {A,B} =—{B,A}
Je-li f = F(PN, pN) integradl pohybu, plati {f, 1} =
Je-li f = (PN, pN, t) integrdl pohybu, plati {f, H} + af =0

]E{f,”H}

Definujme Liouvilletv operator
OH 9 J0H 9

o A A
il = [rl—+p ]z [_.- ——— _.i|El'Lr+l'L
Z oo Z op:i OF; oFi op; ’

pi

pak (pro 5 af = 0)

f={f. 1} =IiLlf
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Kvantovaci uskok + 03/

Postulat: {,} — ih[,] znameénka?

Napr.: {p,x}=—1 = [p,Xx] =—ih
(x, p = jakykoliv par sdruzenych kanonickych proménych)

x-reprezentace: ¢ = (x), X=x, p = —ih%
To znamena, ze [—ih%,x]w = —(hy (to umite)
Test konzistence formalismu: {p,f} = —% — [—ih%,f]llf = —ih%ﬁp

Podobné pro integrdl pohybu f = f(FN, N, t):

H _Y H —'haf ti. [H —'ha

Vyhovuje H = ih% (Casova Schrodingerova rovnice); piseme ale s obycC. derivaci
Hy = ih d
= [1—
g dtw

(vyvoj vinové funkce v Case, argumenty x nemohou na Case zaviset)



Liouville

f=ilf
Formalni (operatorové) reseni (separace proménnych)
Inf =ilt, f(t)=exp(ilt)= lim (1 + i t/n)"
Co to znamena?

@ postupné nx opakujeme (priblizné)

f(O+t/n) = (1 + iLt/n)f(0) = f(O) + ﬂ t/n
dt|t=0

@ Taylor:
2
exp(iLt)f(0) = 1 + (iLf)t + (iL“iL“f)% +...=

. L2
= 1+f(0)t+f?+... = f(t)

18/21
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Obé ¢asti zvlast t 03/4

Stejny trik & la Taylor pro il a iLp:
\ \ N
exp(iL (PN, Ny = 1 + (il )t + (iLrier)? +...=

2f t2

- _ N L 2Ny =N
_1+Zrl t+7r17r a_.l_}z L.=fF"+Trt,p")

N —y — e - —'oN
exp(iLpt)f (PN, ") = F(PV, " + 7 1)
Zrada: operatory il a il nekomutuji

exp(iL) = exp(iLp + iLr) # exp(iLp) exp(iLy)
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Verlet podruhe + s03/4

Toz aspon priblizné (pro malé h) a ovsem reverzibilne:
exp(iLh) ~ exp(ilph/2) exp(il h) exp(iLph/2)

Postupné (vynechavédm N):

( p(0) , 7(0) )
( p(0)+ p(0)h/2 : rco) )
( p(0) + p(0)h/2 , 7(0)+ (1/m)[p(0) + p(0)h/2]h )
( p(0)+[p(0)+p(h)1h/2 , F(O0)+ (1/m)[p(0)+ p(0)h/2]h )
To je tzv. rychlostni Verlet (velocity Verlet)
2
r(t+h) = r(t)+ v(t)h +@h—
m 2
v(t+ h) = v(t) +f(t) MEAChy h)ﬁ
m 2

r(t+h)—r(t—h)

Stejna trajektorie, rychlost jako Verlet s v(t) = .
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K cemu to je dobré? + 03/

exp(iLph/2) exp(iLrh) exp(ilph/2) = exp(iLh + €)
@ chybu € umime odhadnout (c h3)

@ zpétné Ize spoéitat porugeny Hamiltonidn (chyba o« h3 na krok neboli @ h? celkem), ktery Ver-
letova metoda presneé zachovava
tj. Verlet je symplekticky = chyba je omezena

(pouze reverzibilita = chyba o t1/2) chyba zachovani energie se po-

vy vz . . uziva k nastaveni délky kroku h
@ metody vyssiho fadu, multiple-timestep metody Y

celkova energie—

cas —

symplekticky reverzibilni ireverzibilni



