
Funke dvou promìnnýh I [zxy/y.sh℄
s.1
B041. listopadu 2010

z = z(x, y)

dz =
(
∂z

∂x

)

y
dx+

(
∂z

∂y

)

x

dy

∆z = z2 − z1 = z(x2, x2)− z(x1, y1)

=
∫ (x2,y2)
(x1,y1)

dz (nezávisí na estì)
∮
dz = 0Opaèný postup: Pøíklad: z = sin x sin y

dz =M(x, y) dx+N(x, y) dy

z(x, y) existuje (tj. dz je úplným difereniálem) právì kdy¾
(
∂M

∂y

)

x

=
(
∂N

∂x

)

y

Funke dvou promìnnýh II [zxy/noy.sh℄
s.2
B04Pokud

(
∂M

∂y

)

x

6=
(
∂N

∂x

)

ypak pí¹eme
dz = M(x, y) dx+ N(x, y) dya

∫ (x2,y2)
(x1,y1)

dzzávisí na estì, neboli
∮
dz 6= 0neboli Pøíklad: dz = cos x sin y

y
dx+

sin x cos y
y

dy

∫ x2

x1
M(x, y1) dx+

∫ y2

y1
N(x2, y) dy 6=

∫ y2

y1
M(x1, y) dy+

∫ x2

x1
N(x, y2) dx

Tepelné stroje [mz stirling/index.html℄
s.3
B04Problém: pøemìna tepla v práiTepelný stroj je ykliky pra-ujíí zaøízení, které odebíráteplo z (teplej¹ího) zásobníku,èást pøevede na prái a zby-tek tepla vrátí do (hladnìj-¹ího) zásobníku.1. vìta: ∆U =W +QA+QB = 0Úèinnost

η =
vykonaná práce
přijaté teplo

=
−W
QA

=
QA+QB

QA

Carnotùv tepelný stroj s.4
B04Vratnì praujíí stroj naplnìný ideálním plynem, CV = const

⇒ η =
TA − TB

TA

QA
TA
+

QB
TB
= 0

Carnotùv tepelný stroj { odvození s.5
B04dìj typ W Q

1→ 2 [TA] −nRT1 ln
V2
V1

QA = nRT1 ln
V2
V1

2→ 3 [ad.℄ nCV,m(T3 − T2) 0
3→ 4 [TB] −nRT3 ln

V4
V3

QB = nRT3 ln
V4
V3

4→ 1 [ad.℄ nCV,m(T1 − T4) 0
* vyru¹í se

Z Poissonovýh rovni:
T2V

κ−1
2 = T3V

κ−1
3

T4V
κ−1
4 = T1V

κ−1
1

T2V
κ−1
2 T4V

κ−1
4 = T3V

κ−1
3 T1V

κ−1
1

V2/V1 = V3/V4zkrátí se, neb: T1 = T2 = TA, T3 = T4 = TB

⇒ η =
QA+QB

QA
=

TA − TB
TA

QA
TA
+

QB
TB
= 0

Druhá vìta termodynamiká s.6
B04Carnotùv teorémV¹ehny tepelné stroje praujíí vratnì mezi stejnými tepelnými zásob-níky mají stejnou úèinnost bez ohledu na praovní náplò

⇒ mù¾eme pou¾ít výsledek z Carnotova ykluThomsonùv prinipJe nemo¾né sestrojit takový ykliky praujíí stroj, který by plnì pøe-vádìl teplo na prái (perpetuum mobile 2. druhu)Clausiùv prinipJe nemo¾né sestrojit ykliky praujíí stroj, který by pouze pøevádìlteplo z hladnìj¹ího tìlesa na teplej¹íCaratheodoryV blízkosti jakéhokoliv stavu existují stavy nedosa¾itelné adiabatiky (tj.musím pøenést teplo, abyh se do nih dostal)Pøíklad. Jaká je maximální teoretiká (z hlediska termodynamiky) úèin-nost solárního èlánku praujíího pøi teplotì 300 K? Teplota povrhuSlune (tj. sluneèního záøení) je 6000 K. 95%
2. vìta termodynamiká { matematiká formulae s.7

B04

QA
TA
+

QB
TB
= 0 ∼

∮ dQ
T
= 0 (vratné ykliké dìje)

QA
TA
+

QB
TB

< 0 ∼
∮ dQ
T

< 0 (nevratné ykliké dìje)
⇒ ∃ poteniál (funke stavu) S (entropie), ¾e:

dS =
dQ
T

(vratný dìj) dS >
dQ
T

(nevratný dìj)Statistiká interpretae:Entropie je mírou neuspoøádanosti(poètu mo¾ností, jak realizovat stav)Adiabatiký dìj: dS = 0 (vratný), dS > 0 (nevratný)Nevratné dìje v izolovaném systému: dS > 0 { de�nuje smìr toku èasu,proto¾e mikroskopiké pøírodní zákony jsou invariantní vzhledem inverzièasu (pøesnìji vè. zámìny èástie/antièástie a zradlení, CPT teorém)
Klasiká esta k entropii s.8

B04

0. vìta
↓

1. vìta
↓id. plyn: pV = nRT → pV κ = konst id. plyn: U = U(T)←

︸ ︷︷ ︸

↓Carnotùv yklus → ∮ dQ
T = 0 ← 2. vìta
↓

∃S, dS = dQT



Spojená formulae I. a II. vìty s.9
B04

dU = dQ+ dW

↓ vratnì
dU = TdS − p dV

S a V jsou pøirozené promìnné: U = U(S, V )

Helmholtzova a Gibbsova energie s.10
B04Vnitøní energie ↓Gibbsova rovnie↓

pøiroze
népro
mìnné
jsouèe
rvenìU(S, V ) dU = TdS − p dVEntalpie

H(S, p) = U + pV = U −
(
∂U

∂V

)
V ⇒ dH = TdS + V dpHelmholtzova energie (Helmholtzova funke, volná energie)

F(T , V ) = U − TS = U −
(
∂U

∂S

)
S ⇒ dF = −SdT − p dVpozn: èasto se znaèí AGibbsova energie (Gibbsova funke, volná entalpie)

G(T , p) = H − TS = H −
(
∂H

∂S

)
S ⇒ dG = −SdT + V dpNebo také: G = F + pV = F −

(
∂F

∂V

)
V

Opaèná transformae s.11
B04

U(S, V ) = H − pV = H − p

(
∂H

∂p

) t.j. opìt dU = TdS − p dV

Legedreova transformae light

Gibbsovy rovnie II s.12
B04

dU = TdS − p dV ⇒ T =
(
∂U

∂S

)

V
, − p =

(
∂U

∂V

)

S

dH = TdS + V dp ⇒ T =
(
∂H

∂S

)

p
, V =

(
∂H

∂p

)

S

dF = −SdT − p dV ⇒ −S =
(
∂F

∂T

)

V
, − p =

(
∂F

∂V

)

T

dG = −SdT + V dp ⇒ −S =
(
∂G

∂T

)

p
, V =

(
∂G

∂p

)

T

např.⇒ G(T, p2) = G(T, p1) +
∫ p2

p1
V (T, p) dp

Maxwellovy vztahy s.13
B04

dU = TdS − p dV ⇒
(
∂T

∂V

)

S
= −

(
∂p

∂S

)

V

dH = TdS + V dp ⇒
(
∂T

∂p

)

S

=
(
∂V

∂S

)

p

dF = −SdT − p dV ⇒
(
∂S

∂V

)

T
=

(
∂p

∂T

)

V

dG = −SdT + V dp ⇒
(
∂S

∂p

)

T

= −
(
∂V

∂T

)

p

Mnemotehniká pomùka s.14
B04
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p

Promìnné: Velký Trapasnebo Velmi Tì¾ko Pamatovatelné ShémaFunke: podle abeedy EFGH (Energie → U)
Vztahy mezi funkemi:obejdeme trojúhelník, zaèneme diagonálou (po ¹ipe (+), proti (−))napø. H = p

(+)→ V + U ⇒ H = pV + UPøirozené promìnné jsou po stranì: S H p ⇒ H = H(S, p)Gibbsovy rovnie: k d(pøirozená promìnná) patøí promìnná po ¹ipe(+) èi proti (−): S → T , p→ V ⇒ dH = TdS + V dpMaxwellovy vztahy: protilehlé strany, napø. V T
| |
S p

→
(
∂V
∂S

)
p
=

(
∂T
∂p

)
Snebo (

∂S
∂V

)
T
=
(
∂p
∂T

)
V
; znaménka podle ¹ipek

Entropie jako funke teploty a objemu s.15
B04

dS =
(
∂S

∂T

)

V
dT +

(
∂S

∂V

)

T
dV

dU = TdS − p dV ⇒ dU = TdS = dQ = CVdT [V]Maxwell: (∂S∂V )T = (
∂p
∂T

)
V

dS =
CV

T
dT +

(
∂p

∂T

)

V
dV

⇒

S(T2, V ) = S(T1, V ) +
∫ T2

T1

CV

T
dT

S(T, V2) = S(T, V1) +
∫ V2

V1

(
∂p

∂T

)

V
dV

Pøíklad: Pro ideální plyn za [T ] platí ∆S = nR ln V2
V1(vìt¹í objem = vìt¹í nejistota polohy molekuly)

Entropie jako funke teploty a tlaku s.16
B04

dS =
(
∂S

∂T

)

p
dT +

(
∂S

∂p

)

T

dp

dH = TdS + V dp ⇒ dH = TdS = dQ = CpdT [p]Maxwell: (∂S∂p)T = − (∂V∂T )p
dS =

Cp

T
dT −

(
∂V

∂T

)

p
dp

⇒

S(T2, p) = S(T1, p) +
∫ T2

T1

Cp

T
dT

S(T, p2) = S(T, p1)−
∫ p2

p1

(
∂V

∂T

)

p
dp

Pøíklad: Pro ideální plyn za [T ] platí ∆S = −nR ln p2
p1

(= nR ln V2
V1
)



Transformae S → T v U a H
s.17
B04

dU = TdS − p dV = CV dT +
[
T

(
∂p

∂T

)

V
− p

]
dV

dH = TdS + V dp = Cp dT +
[
V − T

(
∂V

∂T

)

p

]
dpSnadno ovìøíme, ¾e pro ideální plyn [· · ·] = 0

F , G a práe { vratné dìje s.18
B04

dU = TdS + dW

dF = −SdT + dW ⇒ dF = dW [T]Zmìna Helmholtzovy energie za konst. Tje rovna vratné prái
dW = −p dV+ dWjiná než objemová

dG = −SdT + V dp+ dWjiná než objemová

dG = dWjiná než objemová [T, p]Zmìna Gibbsovy energie za konst. T, p jerovna vratné prái jiné ne¾ objemovéInterpretae èlenù F = U − TS (G = H − TS):nízká teplota ⇒ entropie má malý vlivvysoká teplota ⇒ energie (entalpie) má malý vliv
Nevratné dìje a extenzivní podmínky rovnováhy s.19

B04

dQ = TdS (vrat.)
dQ < TvndS (nevr.)
pøíklad: ohøíváníþTuvnitřÿ < T ≡ Tvn

dQ ≈ TuvnitřdS < TdS

dW = p(−dV) (vrat.)
dW = pvn(−dV) (nevr.)
pøíklad: kompreseþpuvnitřÿ < p ≡ pvn

dW ≈ puvnitř(−dV) + dQdisip

dU = dQ+ dW < TdS− p dV (nevr.)
dU < 0 ([S, V ], nevr.) →

dG < −SdT + V dp (nevr.)
dG < 0 ([T, p], nevr.)
ւGibbsova energie uzavøeného systému pøi nerovnová¾nýh dìjíh za kon-stantní teploty a konstantního tlaku klesá; v rovnováze nabývá minima.

Vratné fázové pøehody s.20
B04Napø. (l) → (g), [p, T ]

∆výpS = S(g) − S(l)
vrat.
=

Qvýp
T
=
∆výpH

T

∆výpG =∆výpH −∆výp(TS) = ∆výpH − T∆výp(S) = 0

Tøetí vìta termodynamiká s.21
B04Nernst: lim

T→0
∆S = 0Plank: lim

T→0
S = 0Lewis+Randall: lim

T→0
S = 0 pro èisté látky ve stavu dokonalého krystaluDùsledek: nedosa¾itelnost absolutní nulyDùsledek: absolutní entropie { integrae od 0KK èemu dobré:

∆G = G(T2)−G(T1) = ∆H−∆(TS) = H(T2)−H(T1)−[T2S(T2)−T1S(T1)]nelze vyjádøit jen pomoí ∆S!

Výpoèet G
s.22
B04

G
=

H
−

T
S

Pøíklad { jeden fázový pøehod.
H(T2, p) = H(T1, p) +

∫ Tfp

T1
CpdT +∆fpH +

∫ T2

Tfp
CpdT

S(T2, p) = S(T1, p) +
∫ Tfp

T1

Cp

T
dT +

∆fpH

Tfp
+
∫ T2

Tfp

Cp

T
dT

nízké T : S(T1, p) =
∫ ≈15 K
0

constT3

T
dT + · · ·

H(T, p2) = H(T, p1) +
∫ p2

p1

[
V − T

(
∂V

∂T

)

p

]
dp

S(T, p1) = S(T, p2)−
∫ p2

p1

(
∂V

∂T

)

p
dp

Pøíklad { výpoèet G
[xat ev/bakal04.ev "Delta G(H2)"℄

s.23
B04Vypoètìte, jak se zmìní molární Gibbsova energie vodíku pøi pøehoduze stavu o teplotì 298K a tlaku 100 kPa na stav o teplotì 400K a tlaku300 kPa.Data: izobariká molární tepelná kapaita vodíku je 29 JK−1mol−1, ab-solutní entropie pøi teplotì 298 K a tlaku 100 kPa je 130.7 J K−1mol−1.

−10134Jmol−1


