Statisticka termodynamika (mechanika) 1/01;3

Makroskopické veliCiny jsou vysledkem
zprimeérovaného chovani mnoha c¢astic




Tlak idealniho plynu z kinetické teorie 1

Molekula = hmotny bod

N molekul o hmotnosti m; v krychli o hrane L
Rychlost molekuly i je V= (vix, Viy, Viz)

Po odrazu: vix — —V; x

Podruhé narazi do stény za T = 2L/v,

Sila = zmeéna hybnosti za jednotku Casu

Hybnost P = mv

Zmena hybnosti = APx = 2m;v; x

Prumérna sila zplsobend narazy jedné molekuly:

2
APy 3 2Mm;Vi x B miv; s

Fix=—

T B 2L/V[’X L
Tlak je sila ode vsech N molekul délena plochou

N N 2
iz Fix 2= Miviy

P = [ 2 - [3
Kineticka energie jedné molekuly je
1 1 1
Emilvilz = Em[viz = Emi(vfx + vl.z’y

2
+ vl.’z)
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Tlak idealniho plynu z kinetické teorie 2 Los

Kineticka energie plynu = vnitrni energie (pro jednoatomovy plyn)
1y, 38
Exin = E Z m[Vl- = 5 Z mivi’x
(=1 (=1

N 2
Q=1 MiVix _ 2Ekin
L3 3V

p:

Jinak napsano

2
pV = SEiin L ART

Teplota je mirou kinetické energie
Predpoklady:
@ Tlak je vysledkem zprumérovanych narazt molekul

@ Potrebovali jsme klasickou mechaniku
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Dusledky K05

Stavova rovnice: N = nNp

pV = nRT = NkgTl
Vnitrni energie:
3n 3N
U = Ekin = —RT = —kgT

Tepelna kapacita jednoatomového plynu:
du 3 dH 5

CV,m —R, CV,m —R,

Revoluce v jednotkach SI:
od 20.05.2019 je definovano i
kg = R/Na=1.380649x 10743 JK™1, Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906)
N A= 0.02214076 % 1023 mo|_1’ credit: scienceworld.wolfram.com,/biography,/Boltzmann.html
a tedy presne

R =8.31446261815324)mol~1 K1




Mikrostav, makrostav, soubor, trajektorie E7</0158

@ mikrostav (stav, konfigurace) = okamzity stav v daném okamziku
kvantové = vlastni stav (vinova funkce ¢)
klasicky = polohy a rychlosti vSech castic v daném okamziku*,

g=1,...,TN, V..., VN)
@ makrostav = zprimérovany makroskopicky projev véech mikrostavd

@ soubor = mnozina mikrostavl s pravdépodobnostmi m(¢) (nebo p(y)),
se kterymi se vyskytuji

@ trajektorie = zdznam vyvoje mikrostavu v ¢ase (¢ (t))
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mikrostav makrostav soubor trajektorie

*presnéji hybnosti — o diivodech mozna pozdéji. Stavl je oo, proto se pracuje s hustotou pravdépo-
dobnosti stavl p(¢) = p(71, ..., N, P1, ..., Pn).
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Mikrokanonicky soubor a ergodicka hypotéza K05

Mikrokanonicky soubor = soubor mikrostavi v izolovaném systému (ktery se dlouho
vyviji v Case); ozn. NVE (N = const, V = const, E = const)

@ Ergodicka hypotéza (kvantova): m(¢;) = const = %

(W = pocet vSech stavu)

@ Ergodicka hypotéza (klasickd):
trajektorie prochazi prostorem ,stejné husté“f

Jinymi slovy:
Casova stiredni hodnota

1t

= souborova stredni hodnota

1
= (X) =2 X
Y

B e

P _ _ AL INSRIEA oINS S b X 7\

pro veli¢inu X = X(¢), kde ¢ = ¢(t) 7 Av4 ’?ﬂ«:\ﬂ'g%‘fj;__‘
b ‘(,;_..};.‘:,1,‘!

kot e RN

fpresnéji tzv. fazovym prostorem {(71,...,n, P1...,Pn)}
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Stredni hodnota v mikrokanonickém souboru K05
D XW)
) ==

Priklad. Vyhravavate $5, hodite-li 3, prohravéate $1, padne-li cokoliv jiného. Jakd je
stredni (oCekavand) vyhra? 0

V mikrokanonickém souboru lze vybudovat celou termodynamiku.
Ale s T = const to jde jednoduseji.
Reseni.
) 1 1
(vyhra)=gx $5+5xgx(—$1)=0



Chceme konstantni teplotu: kanonicky soubor

Ozn. NVT (N = const, V = const, T = const)
Ergodicka hypotéza: n(¢) = n(E(Y))

Ei1+ E> =E14+2 (malé ovlivnéni)

n(E) = pravdépodobnost kteréhokoliv
stavu o enerqii E

nm(E1) - m(E2) = m(E1+2) = m(E1 + ED)
= m(E) = constf = exp(a;— BE)

@ 0. véta = B je empiricka teplota

® 0 0g o
° : thermostat
e o

Ll

:

...2
o O

@ o; je normaliza¢ni konst., aby Ztﬂ () = 1, zavisi na systému

Urceni B: jednoatomovy idedlni plyn, na 1 atom U7 = %kBT

Uq) =
W ==5 ey
o 31 1
Po vypoctu: (U1) = EE B = P

Xy EWmEW)) [ 3mv2a(zmv2)dv

[ m(zmv2)dv
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Stredni hodnota v kanonickem souboru K05

Zobecnéni stredni hodnoty (angl. téz expectation value):

wa((p)e—ﬁg(tlf)
Z‘/f e—BEY)

(X) =D X(W)mEW)) = D X(y)e*FEW) =
Y Y

Boltzmannuyv faktor: e ¢(¥)/ksl

Priklad. Vyhravavéate $5, hodite-li (8, prohrdvate $1, padne-li cokoliv jiného. Ale
pfedem jste kostku navrtali a pod () (na opaéné strané nez (3) jste umistili olGvko.
Pravdépodobnosti jsou m(td) = 0.2 a n((x)) = n(L)) = n()) = n(C)) = n(t)) = 0.16.
Kolik je nyni stredni (ocekavand) vyhra? 204
Reseni.

(vyhra) = 0.2 x $5+5x 0.16 x (—=$1) = $0.2



Boltzmannova pravdepodobnost k05

...aneb prvni polovina statistické termodynamiky.

Pravdépodobnost nalezeni stavu s energii £ je Umerna B
(W) E
Tl'(g) = const - exp |:__(/ji| = const - exp (__m)
kgl RT

@ bariéru (aktivacni energii) E* prekona ~ exp(—%) molekul

= Arrhenillv vztah
E*
k = Aexp (——)
RT

@ energie potiebnd k preneseni molekuly z kapaliny do pary je AyypHm (na mol),

Priklady:

\'4 Ve /7 VvV L} Ve \'4 V4 A Y H [ ]
pravdepodobnost nalezeni molekuly v pare je umerna ~ exp (— “épT m) = Clausi-

ova-Clapeyronova rovnice (integrovany tvar)

AyvnH 1 1 AyvoH
-2 2 1] o, wg(252)
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Barometricka rovnice + 105

... aneb jeste jednou jinak.

Potencialni energie molekuly v homogennim tihovém poli Upot = mgh.
Pravdépodobnost nalezeni molekuly ve vysce h:

(i) =oo (%) o (- 57)
MX exp| — =exp|l——|=exp| ————
kgl kgl RT

Pravdépodobnost o« hustota « tlak:

RT
Stejny vzorec dostaneme i z podminky mechanické rovnovahy + stavové rovnice
idealniho plynu:

Mgh
o= poexs (22

Mp

dp =—dhpog, p=—
p g, P =

Z Cehoz lze ,odvodit”“ Boltzmannovu pravdépodobnost
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Boltzmannova pravdepodobnost k05

Priklad. Energie gauche konformace butanu je o AE = 0.9 kcal/mol vyssi nez anti.
Odhadnéte, kolik % molekul je v gauche konformaci za teploty 272.6 K (bod varu).
(1 cal =4.184))

Reseni:
m(gauche) : m(anti) = exp[—AE/RT] = 0.1899
Nezapomente, ze gauche stavy jsou dva, zatimco anti jen jeden:

2 t(gauche) + m(anti) =1

2 exp[—AE/RT] 2 x0.1899
T = =
2exp[—AE/RT]+1 2x0.1899+1

=0.275

Predpokladali jsme, ze obé minima jsou dobre separovana a jejich tvar je stejny.
Pri presnejsim vypoctu nutno misto AE uvazovat zménu Gibbsovy energie, AG. Ta
v sobé jiz zahrnuje jak faktor 2 tak rozdilné vibrace obou stavu. Dostaneme vlastné
rovnovahu

anti - gauche, K =exp[—AG/RT]
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Termodynamika K05

Vnitrni energie

U= W)m(y)
Y

Mald zména této veliCiny je

dU = > () - dEW) + D, dm(y) - E(Y)
¢ ¢

d&(¢): zmeénila se energeticka hladina
dm(y): zmeénila se pravdepodobnost vyskytu stavu ¢

Termodynamika:
dU=—pdV + TdS

@ —pdv
»Pist” o plose A posuneme o dx. Zména energie = d€() = mechanicka prace
= —Fdx =—F/A-d(Ax) = —p(¢)dV

p(¢) = ,tlak stavu ¢“, tlak = p = >, T(Y)p(Y).

@ 7ds
Zména m(¢) [V] = zména zastoupeni stavl s riznou energii = teplo
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Boltzmannova rovnice pro entropii K05

...aneb druha polovina statistické termodynamiky

=1/k
n(E) = exp(ai— BE) | =" £()=keTlog—Inm(y)], > dm(y)=0
1)

D, An(EW) = D dr(y)keTLai— Inm(y)] = —kgT D dm(¢) - Inm(y)
Y Y ¢

—kgT d | > m(y) InT(y)
Y

Porovnanim s TdS:

S=—kp > m(y)Inm(y)
¢

credit: schneider.ncifcrf.gov/images/

1/ W prO E — g ((/j ) 7 boltzmann/boltzmann-tomb-8.html|

Mikrokanonicky soubor: t(¢) = {O pro E # E(Y) C%:m Uvazujeme-li pre-

chody mezi stavy,
Ize odvodit i 2 > 0

Vlastnost: S14.2 =51+ S = kgIn(W1W>3) = kgIn(W14+2) (H-teorém)

Boltzmannova rovnice: S=kglnW



Idedlni roztok + o5

Stejna energie sousedu o-o = o-0 = oo
(energie vsech usporadani je stejnd).

Smichame N1 molekul latky 1 a N molekul latky 2:

(N) N!
W = =
N1 N1IN>!

S=krlnW k (N I N1 N> | NZ)
= nNWa— n— + n—
B B 1 N 2 N

0000000000000000000
$-49390394995434394-
Sm=—R(x1Inx1 +Xx2InXx3) 0000000000000000000

Srov. s S =—kg >y m(¢) In m(y)

Pouzili jsme tzv. Stirlingtv vzorec, INnN! ~ NIn N — N. Odvozen:

N N
. t
INN! = E Intzf Inxdxper@res[xlnx—x]’{’=NInN—N+1zNInN—N
: 1

y .. t. 1 1 1
Presneji: InN! 2P NInNN—N+Inv2nN + — — + — +
12N 360N3  1260N->
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Rezidualni entropie krystaluza 7 — 0 K05

Krystal: 1 stav = S=kglIn1l = 0 (treti zakon termodynamiky)

Naruseni: CO, N>O, H>O.
Prisné vzato neni v rovnovaze, ale energetické
bariéry jsou prilis velké — stav ,,zamrzne“

Priklad: Entropie krystalu CO za 0K
Sm=kgIn2NA=RIn2

Priklad: Entropie ledu za 0 K
Sm=kgIn1.507NA =3.41)K 1 mol~1

Paulingovo priblizné odvozeni:

@ 6 = (5) orientaci molekuly

v v

@ ale pak je vazba s pravdép. % spatne

@ v molu je 2Na vazeb

N
@ =>5,=kgln (ZGZ—NAA) =3.37) K1 mol—1




v _ 17/18
Informacni entropie DNA k05

Za predpokladu zcela ndhodného usporadani part bazi.
Na jeden par bazi: kgIn4, na 1 mol pard bazi: RIn4.
Odpovidajici Gibbsova energie (pri 37 °C):

AG =—RTIn4=-3.6kJmol~1

Pro srovnani: ATP — ADP
- standardni: ArG®> = —31kJ mol~1
— za béZnych podminek v bufice: A;Gm = =57 kjmol~1

/7 Vv 7/

Zachovani radu (informace) néco stoji

Landaueruv princip:

Jakakoliv logicky nevratna operace, jako vymazani
bitu, je doprovazena zvysenim entropie minimalnée
0 kg In 2 na bit v tech stupnich volnosti systému (za-
rizeni zpracovavajicim informace nebo okoli), které
nenesou informaci.




Termodynamika - dokonceni + o5

a=7

U
S=—kg ) m(P)a—BEW)] =— (kBO(— 7)
Y

dostaneme Helmholtzovu energii:

o= = = F=—kglln Ze_ﬁg(‘/’)
¢

[...] = kanonicka parti¢cni funkce = statisticka suma (Q nebo 2)

Interpretace: pocet ,dostupnych” stavu (nizkoenergetické snadno, vysokoenerge-
tické nesnadno)

Vsechny rovnovazné veliCiny umime z F (dF = —pdV — 5dT):

oF
P = =5y U= F+TS
5F H = U+pV

S aT



