Aproximace funkci malt{nlu3m1

Chceme ,,vzorecCek"
Zname:
@ cely prabéh funkce
@ hodnoty ve vybranych bodech, pfip. i derivace
Kvalita udaju:
@ zname presné (mame algoritmus)
@ zname priblizné (experiment &i simulace) — fitovani, korelace, regrese
Metody:
@ Taylor (McLaurin) / Padé (raciondalni lomena funkce), Thiele
@ interpolace
@ splajny
@ orthogonadlini systémy funkci
@ Ceby3evova (nejlepsi) aproximace

@ metoda nejmensich Ctverct



Taylor (MacLaurin) i

MacLaurin (po posunuti x =0 — x =xg Taylor)
Musi existovat vSechny derivace, v R, C, ...:

o0
f(n)(o) o
f(x) = Z my X
n=0
@ presné blizko x =0 10
@ Cim vE&tsi x, tim mensi presnost 8
) _ _ 6
@ konvergence neni zarucena, napr.: ) /}
exp(—1/x) for x>0, ; /
f(x) = ; _ 2 5
O or x ~ O 0 N / N \ /(/\\
je hladka (v8echny derivace v x =0 N / N N\
jsou 0), ale neni analyticka (nu- 2 / 11
lovy polomér konvergence Taylo- -4 y/
rovy rady) -6
Priklad. Studujte konvergenci (Cas- 8
-10

teCné soucCty) pro Taylorovy Fadu

| 10-8 6 4 20 2 4 6 8 10
funkce Sln(X) V X = O credit: Wikipedia
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Pade mat-num1l

Padéova aproximace funkce f(x) v bodé x = 0 je racionalni lomena funkce

Py (x)

=5

!
, P =)
i=0

kterda ma stejné derivace do f™(0) (tj. stejny Taylor@iv rozvoj).
Presné blizko x = 0, pro veétsi x presnost prudce klesa.

Casto (ale ne vzdy) je Padéfv rozvoj presn&jsi nez Taylordv rozvoj stejného
radu.

Vypocet Padéovy aproximace:

@ z Taylorova rozvoje obou stran rovnice a vypocltem koeficient®
@ na zékladé Thielovy véty pro fetézovy zlomek

Pouziti:

@ zrychleni konvergence (napf. virialové stavové rovnice)



= o — 4/1
Retézovy zlomek mat{nu3m1

Lze prevést na racionalni lomenou funkci a zpét.

Napr.:

X x| x| x|
ap + ~— = ap + -+ +
ap + s jap  fag a3z

NekoneCny retézovy zlomek (priklad)

x| 12x2]  22x2|  32x?

arctanx = + + ... konverguje pro x € R
|1-+-| 3 %—l 5 7 guje p
TaylorQv rozvoj:
X3 X5
arctanx=x——+——+--- konverguje pro x <1

3 5
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mat-num1l

VypocCet

Vypocti polynom (primo):

n

Pa(x) =) anx™ =ag+x(ag+x(az+...)) n multiplications and n additions
i=0

NB: pro P, stacCi 3 nasobeni a 5 sCitani, pro Pg staCi 4 nasobeni a 5 scCitani

Retézovy zlomek (rekurzivné):

b b b
fn—ag4 iy b2l bl
la;  laz lan

algoritmus pro jakékoliv n:

A_]_ =0, B_]_ =
AQ = 1, Bo = 4ap

A) = CLjAj_l —+ bjA)'_Q, Bj = (lij_l + bij_Q, ] =1..n
Bn
fp =1
n A

NB: A)-,Bj mohou pretéct, jsou i dalsi metody



Thielova véta + oS

je analogii Taylorovy veéty pro retézoveé zlomky.

x| x| x|
f(x) =f(0) + + + + -
r1(0)  |r2(0)  [r3(0)
kde pocitame rekurzivné: Priklad: In(1 + x)
R.1 =0 Rop = In(1+x)
Ro = f(x) ro = 1/(1/(1+x)=14x="[1
Rj(x) — Bj—Q(X)“Frj—l(X) Ri = Ri+1090=1+x
) = o= 2/(1+x) =2
j Ry, = Rg+7y=In(1l+x)+2
3 x=0
Ty = =3(1+x%x) = |3
2 Aty S

Ton=2n+1, ton11 =2/(n+1)

|n(1_|_x)_£|_|_L|_|_ll_|_L|_|_ll_|_L|_|_
1 12/1 13 2/2 |5 |2/3



Aproximace pomoci orthogonalnich funkci m;fnlfml

Bud bn(x) Gaplny systém redlnych orthonormalnich funkci (baze) na inter-
valu [a, b]. Pak

n
Oznatme &dstecné soulty jako fn(x) =) aibi(x)
1=0

Koeficienty a; pak minimalizuji nasledujici “chybu” aproximace (integral
kvadratt odchylek)

b
J 1 (x) — F(x)2dx (1)

a
Poznamky:

@ Pro aproximaci jisté tfidy ubyvajicich funkci lze uvazovat nevlastni in-
terval, viz mat-1in2 .mw.

@ Lze pouZit i skalarni soucin s vahou (viz Ceby3ev dale)



Priklad — Fourierova rada

8/13

mat-num1l

Fourierova rfada pro funkce f(x), x € [0, 27| takové, Ze existuje g” 2]dx:

@ bdze = {1,sinx, cosx, sin2x, cos2x. ..}

@ dobré pro “dostatecné hladké” periodické funkce

@ pro numerické acely malokdy vhodné (pomalé sin, cos)

-

I I\/]x
=
(—)o

5
o~
=

partial sum

2

exact

k=2
— k=4

k=8
— k=16
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Aproximace pomoci orthogonalnich funkci poprve, ..

Zvolme interval [—1,1] a zkusme ortho-
normalizovat polynomy {1, x,x2,...} (Gram-
-Schmidt). Ziskame Legendreovy polynomy
(viz Maple).

@ aproximace minimalizuje integral kvad-
ratu odchylek (1)

—

@ obvykle numericky nevhodné — Vvé&ts
chyba na krajich intervalu

YN llij
SRV

S




CebySevovy polynomy 10/13

mat-num1l
jsou orthogonalni na intervalu [—1,1] s vahou 1/v/1 Bp:
Th(x) = cos(narccosx)
0.5
0 Pro n #m
1
J Tn(X)Tm(;) dx = T pron=m=0~0
—1 1—x _
/2 pron=m==#0 L — " :
Rozvoj: X
C L s}
f(x) ~ §O+Zcﬂn(x)
i=1

dx

mJ-1 1 —x?

p) Jl (%) Tr(x) >
Ci =

Anglicky: Pafnuty Lvovich Chebyshev
Rusky: MadHyTnii /1bBOBNY YebbILLER
Cesky: Pafnutij Lvovi¢ Cebysev

@ blizko nejlepsi (minimax) aproximace



CebySevova nejlepsi (minimax) aproximace 3

Je to aproximace minimalizujici maximalni chybu:
min |max [f(x) — Pa(x)]
ai X

kde Pn(x) = 3 ' g a;x! je polynom s n+ 1 koeficienty
@ vzdy existuje

@ odchylka [f(x) — Pn(x)] ma:
— n+ 2 extrém@, kde se stfidaji maxima a minima (alternanta)
— n+ 1 nulovych bodd
— aproximace pomoci Cebysevovych polynom@ je obvykle dost blizko

Obdobné pro racionalni lomenou funkci

Priklad: In(x) v intervalu [2, 4] aproximovana Cebysevo-
vymi polynomy do x* (—) a nejlepdi aproximace (R—);
zobrazena je odchylka od presné funkce

/

credit: Wikipedia



Interpolace 12/13
Funkci zname v diskrétnich bodech, (xi,y;), i=1..n.
Chceme prolozit polynomem.
Existuje jediny polynom fadu n—1 (do x™ 1, tj. n koeficient®)
— Lagrangetlv interpolacni polynom:
Rer—(x2 — x)(x3 —x) -+ (xn — X
Rfer—13(x2 —x1)(x3 —%x1) - - (Xn — x1)
(x1 — X)RH(Xs —x) - (Xn —x)

1 — X2 )RBeo—3¢3(x3 —x2) - - (xn — X2)

(x1 —x)(x2 —x)(x3 — %) - - Rfse—¢3
n(xl —Xn) (X2 — Xn) (X3 — xn) - - - Rvar—m

ylx) = ya

T Uz(

@ Lze zjednodusit pro ekvidistantni argumenty

@ Nepresné u krajnich bod@ v pfipadé ekvidistantnich délicich bodd

@ Lze rozsitit pro znamé derivace



Splajny (splines) mfﬁil

Funkci zname v diskrétnich bodech, (xi,y;), i=1..n.
Chceme prolozit po Castech polynomy na intervalech [xi, xi11].
Pro nejCasté&jsi kubické splajny (celkem 4n konstant):

@ prochazi body (2n podminek)
@ m3a spojité derivace (n—1 podminek)
@ ma spojité 2. derivace (n—1 podminek)

Zbyvaji 2 konstanty, m@zeme napr. pozadovat druhé derivace na konci =
0 nebo minimalizovat kvadrat odchylek aj.

Pokud numericky aproximujeme znamou funkci, mfdzeme napr. misto spo-
jitosti 2. derivaci pozadovat hodnoty 1. derivaci

@ UZitecné pro aproximaci slozitych funkci na pocitadi

plusy: jednoduché
malo operaci v radové carce
minusy: je potreba pocitat i (celou €ast realného Cisla) — nékdy pomalé
rozsahlé tabulky se nemusi vejit do cache



