Matematicka statistika 1/30
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Nahodna/stochasticka proménna prifazuje pravdépodobnost/hustotu
pravdépodobnosti moznému diskrétnimu/spojitému jevu z diskrétni/spo-
jité mnoziny jev(Q.

@ diskrétni priklad: hod kostkou: pi=1/6 pro ie{(]J, &) Ed 63, 69}
@ spojity priklad: €as rozpadu jadra: p(t) = ke *t

Spojitou ndahodnou veli€inu v 1D (tj. x € R) popisuje distribu€ni funkce
(hustota pravdépodobnosti, rozdéleni/rozlozeni pravdépodobnosti) p(x):

p(x)dx je pravdépodobnost, ze nastane jev x € [x, x + dx)

Ve dvou dimenzich definujeme hustotu pravdépodobnosti p(x, y) tak, ze jev
x € [x +dx) a zaroven y € [y + dy) nastane s pravdépodobnosti p(x,y)dxdy.

Normalizace:
o0

) pi=1 nebo J p(x)dx =1

—O0
1

Kumulativni (integralni) distribucni funkce = pravdépodobnost, Ze padne
nahodna hodnota x < x:
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Rozdéleni pravdéepodobnosti

Varovani. Ve fyzice a technice nepresné a volné zameénujeme symbol x
pro nahodnou veli€inu a x pro jeji hodnotu (napf¥. pri integraci).

Stredni hodnota (téz expectation value, oekdavana hodnota; slovo pri-
Mmeér budeme rezervovat pro aritmeticky prdmér, tj. stredni hodnotu vy-
béru)

~

volné

Ex)=x)=x)x = (x)= pr(x)dx nebo inpi
i
Priklad. Kdyz hodite na kostce g, vyhrajete 5 K&; pokud padne néco

L . . o
Jiného, prohrajete 1 KC. Je tato hra spravedliva- 0 of BIUAA 1UPDIIS — OUY

Variance (téz: rozptyl, fluktuace, disperze, stfedni kvadraticka odchylka

(MSD)
Var (x) Y2 Varx = ((x — (x))2) = (Ax2) = (x2) — (x)2, kde Ax =x — (x)
Smérodatna odchylka (standard deviation) = +/Var (x), ozn. o(x), dx

Priklad. M&me rovhomérné rozdé&leni u v intervalu [0,1); na pocitaci
napr. rnd(0). VypocCtéte stredni hodnotu a varianci.

ZI/T=M)uen ‘¢/T=Mm)



Priklad: Giniho koeficient
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Mira nerovnosti prijmu. Prijem x s hustotou pravdépodobnosti p(x), x < 0.

1 [ >
G:MJ p(x)dXJO ply)dy [x —yl

0

Funkce nahodne veliCiny

Méjme realnou nahodnou veliCinu x s rozdélenim
p(x) a realnou funkci f(x). VeliCina (pozorovatelna)
f(x) ma rozdéleni (sCita se pres vSechny koreny):

p(x)
prly) = Z |f’(77(<)|

x:f(x)=y
Priklad. Méjme rovhomeérné rozdéleni u v inter-
valu [0, 1). Jaké rozdéleni ma t =—Inu?

T =73 S nwole T npedzoJ sel "Jjdeu :(3—)dxs

Y

dy f(x) /
Tdx _/

/ p(x)




4/30

mat-num?2

Funkce nahodne veliCiny: stredni hodnota

Stredni hodnota veliCiny f:

(1) = | fopad

nebo z nové nahodné proménné f = f(x):

(f) = Jypf(y)dy

ODbé stredni hodnoty jsou stejné:

(1) = | tixplxiax 02 | Q,’((f))dy — | wprtuiay

kde v 2. integralu x = reSeni rovnice f(x) =y, které zde pro jednoduchost
uvazujeme jen jedno a takeé predpokladame, ze funkce f je rostouci.

<«
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@ Kovariance x a y dvojrozmérného rozdé&leni p(x,y)

Cov (x,y) = (AxAy) = JAxAyp(x, y)dxdy

@ Kovariance dvou veli€in f(x) a g(x) (obdobné& u diskrétného Ci viceroz-
mérného rozdéleni):

Cov (f, g) = (AfAg) = JAng p(x)dx

Nezavislé nahodné veliCiny
Nahodné veliCiny x (s rozdélenim p1(x)) a y (s rozdélenim p>(y)):

px,y) =p1(x)p2a(y)
V diskrétnim pfipad€ (napf. dva hody kostkou, pi; =1/36):

Pij = P1,iP2,j

Kovariance nezavislych nahodnych veliCin je nula:

Cov (x,y) = (AxBy)x iy = | dx | dy Axps (x)Aypaly) = (Ax)x(Ay)y = O
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Korelacni koeficient mat-num2

Cov(x,y)
T y) = v/ Var (x)Var (y)

Priklad. Necht u; a uy jsou dvé nezadvisla rovhomérny rozdéleni v [0,1].

Calculate:

Vypoctéte: a) r(uq, —uq)

b) r ul,ul)

c) r(ug,us +uq) (viz Maple) ZA/T (0T (q ‘T— (e

tab 1 100000 | tabproc "rnd(0)" "rnd(0)" | tabproc A A+B | 1r
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SoucCet nahodnych proménnych

Necht x a y jsou dvé spojité nahodné proménné s rozdélenim p(x,y).
Rozdéleni souCtu x+y je

px+y(z)dz = ” p(x,y)dxdy ¥ =" Jp(x, z —x)dxdz
x+y€(z,z+dz)
=
y —
px+yl(z) = Jp(x, z —x)dx 5 —

Necht nyni p(x,y) =p1(x)p2(y). Pak

piy(z) = | paix)palz —x)dx = (py +p2)(z)
p1 * P2 S€ nazyva konvoluce

Diskrétni priklad: Hodime dvojici kostek. Jaké rozdéleni ma soucet ok?

oc/T=(¢1)d ""'9g/9=(2)d " "‘9g/z=(g)d‘og/T = (¢)d

Priklad. VypocCtete rozdéleni w1 —uo asIMIBYIO [X| — T ‘T < [X| 4o} O

tab 1 100000 | tabproc "rnd(0)-rnd(0)" | histogr -1.5 1.5 .1 | plot -
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SoucCet nezavislych nahodnych proménnych S

Stredni hodnota i variance soucCtu nezavislych nahodnych veliCin jsou adi-
tivni. S epickou Siri:

E (x+y) = | zpxry(2)dz = | 2p1(x)palz — xldxdz

y:

Il
IR

= J(Xer)Pl(X)Pz(y)dxdy — ()1 + (y)2 = E (x) + E (y)
Primo:

E (x +y) = jm(x)pz(m(xmdmy

— [ pa(xIpaty)xdxdy | pr(xIpa(ylydxdy = | p1lx)xdxt | palylydy = E (0)+E [y

Var (x +y) = ((Ax + Ay)?) x4y

= ((A%)%)x -y + 2({AxAY)x+y + ((Ay)?)x 1y = Var (x) + Var (y)
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Centrailni limitni véta

SoucCet n stejnych nezavislych rozdéleni s koneCnou stredni hodnotou a
koneCnou varianci je pro velké n rovnho Gaussoveé rozdéleni se stredni hod-
notou n(x) a varianci nVarx.

Priklad. Uvazujme diskrétni rozdéleni b: p(—1/2) =p(1/2) = 1/2. Aproxi-
mujte souCet n takovych rozdéleni.

n=1 p(=1/2)=1/2, p(1/2)=1/2, Varb=1/4
n=2 p(-1)=1/4, p(0)=1/2, p(l)=1/4, Varb? =2/4
n=3 p(x3/2)=1/8, p(+1/2)=3/8, Varb> =3/4

Pro jednoduchost uvazujme jen sudé n. Pak pro k=-—mn/2. .n/2:

n 1 k2 n
k) = 27 exp |l ——= |, 2 _var (b") = —
Pk (n/2+k) V2mo p( 2(72) y (07) 4

DoAkaz: potfebujeme Stirling@v vzorec ve tvaru n! = n"e™"/y/2mn




Ovéreni centralni limitni véty
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( n )_ n! B n! _(n)x 5

34+1) B0+ BY/® @G+ \3) 5+t
n
n > n 2
I —, 1) =1 — | ~ | — — —
NP5 1) =Inp(5, 0) +Ing2g ~Inp(7,0) — 2
Dalsi Clen
Inp(= 2) = Inp(= 1)+In%_ ~inpt 1) °
Ploy <) =Py nyp T P Ty
a obecné

k k
2k —1
Inp(n, k)~ Inp(n,0)—2 E

k
C ) (2k—1) zJ (2k—1)dk = k(k—1)
j=1 =1 0

Obdobné pro zaporna k. V limité velkych k a n tedy

12

k) =~ O)exp | ——

p(n, k) = p(n, 0) exp T
Po normalizaci dostaneme kyzené

zkz



Matematicka statistika a metrologie 11730

Nazvoslovi kolisa podle oboru. ..

Statistika, odhad, ,statisticky algoritmus’, (GzZeji) ,statisticky funk-
cional, (v metrologii , mérici funkce', measurement function) je vzo-
rec/algoritmus, podle kterého pocitame vysledek z (vzorku) nahodnych
veliCin (v metrologii z dat). Statistika je také nahodnou veliinou.

Priklady: aritmeticky prdmeér, parametry modelu pri fitovani metodou
nejmensich Ctverca.

Standardni chyba statistiky = smérodatna (standardni) odchylka (od-
mocnina variance) rozdéleni (rozdélovaci funkce) této statistiky.

Nejistota (uncertainty) v metrologii zahrnuje kritické posouzeni systema-
tickych, nahodnych, diskretizaCnich aj. chyb. Obdobné ,,standardni nejis-
tota".



Aritmeticky pramér jako priklad statistiky 12/30

Mé&jme vzorek (sample) nahodné veliCiny (vybér,
trajektorii v simulacich), napf. 100x hodime kostkou.

Aritmeticky primér jako odhad stredni hodnoty:
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Spocitejme varianci nahodné veliCiny Xn:

N 2 N
Var (%n) = ((Xn — (x))?) = <<21A’%) > _ Var

n n

Pouzili jsme nezavislost, tj. Cov (xi,x;) =0 pro i #j. Spocitejme:

2
<Z xi—%ij >—n ((11)x11x2+~->2]—(n1)Varx (1)
)

. n n
1

A proto odhady jsou (1 = pocet stupnfl volnosti):

2 1 2 2
.XE — = - Xz . Ax, Var
Var x ~ 0‘%(7{) = Zl L ning i) — an_ 11 ,Var(xn) = - x

Statistika O'%(X) — (korigovany/nestranny/nevychyleny) vybérovy rozptyl
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Rozlisujte
Pro zpracovani nekorelovanych dat metodou aritmetického prdméru, se

stejnymi vahami dat:

@ smérodatna odchylka veli¢iny (standardni nejistota jednoho mé&rent)
jejim (nestrannym) odhadem z dat je op

@ standardni chyba (nejistota) aritmetického prémeéru, tj. nepfesnost, se

kterou zname (x)
jejim (nestrannym) odhadem z dat je on/v/n

Odhad je nestranny (nevychyleny, unbiased), jestlize se jeho stredni hod-
nota rovnd stfedni hodnot& hledané veliiny (parametru) (viz (1) pro o2)
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ZVyKky
Vysledky statistického zpracovani piseme takto:

veli¢ina = odhad veli¢iny + odhad chyby'

Fyzika: odhad chyby! = ¢ = odhadnuta smérodatna (standardni) chyba;
nepresné (odhadnutd) chyba', smérodatna (standardni) odchylka (rozumi
se aritmetického praméru Ci jiné statistiky)

Obvykla notace: 123.4 +£ 0.5 =123.4(5)

Biologie, ekonomie, inzenyrstvi: Zpravidla se pouziva hladina vyznam-
nosti (confidence level) 95 % (data jsou s pravdépodobnosti 95 % uvnitr
mezi). V pripadé Gaussova rozdélent:

odhad chyby' =2 x (standardni chyba)

Chemie: Casto ignorovano; pokud udano, tak nikdo nevi, zda o Ci 20...

Vzdy nutno udat typ chyby

Tnebo nejistoty



_ i [plot/student.sh 1] 15/30
Studentovo t-rozdeéleni mat-num2

Odvodili jsme, ze nahodna veliCina X, ma Gaussovo rozdéleni s parametry:
Var x 2(3

. Ax?
~ 0°(Xn) = 2i A%

(n) = (), Var () = — nmn—1)

Ale odhad standardni chyby pr@meéru, o(xn), je poCitan z malo dat!

Definujme Studentovo t-rozdéleni s parametrem v (pocet stupn@ volnosti)
jako rozdéleni nahodné veliCiny

Xyi+1 — <X>
o(Xyy1)
Tvrzeni: distribuc€ni funkce je
1 v+l
tv(x) ] VT) <1+X2> 2
viX) = —
\/th“(%) v
Plati, ze limita je normalizované Gaussovo rozdéleni

1 2
lim ty(x) = ——e X7/2

V—00 \/ 27T



Priklad — Gauss a Student 16/30
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a) Spocitali jsme ze 1 000000 mé&feni, ze X =1.50+0.10 (za + je stan-
dardni chyba). S jakou pravdépodobnosti neplati (X) € (1.20,1.80)7?

% LC'0

b) Spocitali jsme z 10 mé&feni, Zze X =1.50+0.10. S jakou pravdépodob-

I lati 1.20, 1. ?
nosti neplati (X) € (1.20, 1.80) o G'1
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Porovnani dvou vybéru mat_ﬁ%z

Porovnavame 2 vybéry (n a m dat) ze stejného souboru.

Tvrzeni. Nahodna veliCina

(n—1)o2(x) 4+ (m —1)02,(x)
n+m-—2

Xn —Xm
sv/1/n+1/m
ma Studentovo t-rozdéleni.

- kde s2 =

NB: on, je vybérovy rozptyl dat (ne chyba priméru)



Vahy
Vazeny prmér (vahy w; nemusi byt normalizované)
o .X.W.
__ Toxws
iy

Zname x; (nezavislé) s chybami o;. Jaké mame volit vahy?

Odvodime pro 2 veliCiny:

X =wx1 + (1 —w)xo

02 (%) = (X — (x))?) = ((WwAX1 + (1 —w)Axp)?) = w?0o7 + (1 —w)?

Minimum nastane pro

B 1/0% B B 1/0%
W = 5 , 1 —w=wo = 5 5
1/07+1/05 1/07+1/05
Tedy (a plati obecné):
1
Of

Ale problem m@ze byt, pokud nezname o; presne.

18/30
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0%



Pramérovani nezavislych méreni 19/30

Mame m nezavislych méreni x;, 1= 1..m, vC. odhadd standardni chyby oj.
Chceme odhad stredni hodnoty x a standardni chyby o.

Mala mnozstvi dat. PocCet dat pri vypoCtu x; je = ny

Zinixi B 2 ini(ny — 1)012

S >ailmy—1)3 iy

Znamé vahy. Zname (presné) vahy w;, dat je ,,mnoho*:

2 2
2 WiXi \/Ziwi o1

o =

>owi T Ywy

Nezname vahy. Pak w; = 1/012 (za predpokladu, Ze o; jsou dostatecné
presné) a z vyse uvedeného vzorce dostaneme

Y ixi/07 s 1
Yot /Ei1/e2

X =

X —

X =
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Priklad (viz mat-num2.mw)

Firma vyrabi podpéry pro prilis dlouhé jezevCiky. Zadala dvéma agenturam
mereni spodni vysky jezevCika. Agentura A zjistila vySku podpéry h =
12.6 1.1 cm (standardni chyba), agentura B namé&fila h=9.2+1.3 cm.

a) Stanovte co nejpresnéji vySku podpéry v€. odhadu nejistoty. Predpo-
kladejte, ze obé agentury pouzily dostateCné mnozstvi psa.

b) Jsou oba vysledky v souladu (na 95% hladiné vyznamnosti)?

c) Opakujte oba vypocty, jestlize vite, Zze Agentura A méfila 12 jezev-
CikG, zatimco Agentura B jen 6 jezevCik(.

oue (g+42 (6)S'TT (42 au (q (8)z'1T (e
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X; = nezavisle proménné (n vektor; libovoln0 dimenze, i =1..n)

y; = zavisle proménné (redlna cCisla)

1/02 = vahy

d = parametry (p hodnot zapiSeme jako vektor), p < n, nejlépe p < n)

Hledame funkci fz(X) zavislou na p parametrech vystihujici data (X;, yi).

Parametry @ budeme hledat z podminky minima soucCtu kvadratd odchy-
lek:

> 2
_ fo(%:) —u:
min 82, 82 — Z [ a(xl) yl]
a : 01

1
Véta (Gauss—Markov): pro funkci fz linearné zavisejici na d je metoda
nejmensich Ctvercq:

Best (dava nejmensi varianci odhadnutycha)
Linear (= predpoklad)
Unbiased ((@) je spravné) (S2)

= n—p
Estimate (BLUE).

@ V limit& n — oo plati s = /$2/(n —p) — 1 (posouzenf fitu)
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Priklad. Pro fq(x) = a (konstanta) a o; = 1 najdéte odhad a A— D

Vysledkem fitovani (korelace, regrese, prokladani) je:
@ odhad a

@ odhad standardnich chyb

@ odhad korelaci mezi parametry

@ odhad hodnoty né&jaké funkce g(a@) (v¢. odhadu standardni chyby)

V limité n — oo plati s = \/52/(n—p) — 1 (posouzeni fitu)



Metoda nejmensich &tverca — linearizace 23/30

Necht dg je pfesna (hledand) hodnota parametrd. Pro kazdé X rozvineme:

0f g, (X)
aaj

p
fd’(%) ~ fﬁo (X) + Z Aajfj (X), fj (X) =
=1

kde d = dg + Ad.

Pokud jsou zmény parametrf ad malé, bez i4jmy na obecnosti staci studovat

linearni model
P

fa(X) =) ajfj(),

)=1

kde {fj(%)}}jzl je (obecné& neortogonalni) baze.



Metoda nejmensSich Ctvercu — linearni model

P
X)=)_qjfj(®)
j=1

24/30
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Dale predpokladejme stejné vahy. Data s chybami mdzeme zapsat jako:

Z a;fj(X) + 8yi,  (dy) =0, (Sy;dy;) = 0=5;;

kde 6;; =1 pro i=j a &;; =0 pro i #j (Kroneckerovo delta).

2

Z Zamxl

1=1 |j=1

Hledame minimum, tedy spoclitame derivaci a polozime = O:

1982 L ) L
1 i—1

kde A=F-FT, b=F- 4, Fr; = fi(x;) (matice pxn) a - = maticové nasobeni.



Metoda nejmensich ¢tverct — kovariancni matice >2>°

—

A-d=0D, &:A_l-BZA—l.F.g

Zbyva spocitat chyby odhadd a korelace (kovariance) mezi parametry;
pravidlo: sCitame vzdy pres dvojice stejnych indexa:

Cov ((11, ) <AG1A(1 > = Z Ai_(xlFockéyk AJ_[31F[316y1
= Z Ai_(xlFock A]‘_ﬁlFBlO—zékl
_ —1 —1 2
= Y A Fa A Fpro

_ ZA'_lA A._l 2

:ZAlA A12

= Al
lJ
Pokud nezname o, odhadneme ho takto (analogie s pradmérem, kdy p = 1):
82
O'2 =
n—p

Vysledkem fitovani nejsou jen odhady chyb para-
metrd (na diagonale), ale i korelace (kovariance)!



Metoda nejmensich ¢tvercu — funkce parametra -2/°° )

Potrebujeme spocitat g(d) s chybou

D . ~ 39q,
Z aj9;(X) ~ Jda
j=1 )
1.2
(90— 9ay)°) = ()_Aaigidajgs) = ) giA; ' 0°g;
4 ]

Priklady g(@): a; (jeden z parametr@), fﬁé f(x)dx



[plot/mat-num?2.sh]

Metoda nejmensich ¢tverct — chyby MC metodou?/>’

at-num?2
@ Minimalizujeme S? = ziskame @y a g(dp)
@ Pro k=1..m provedeme:

e Vyrobime faleSna data

K S
yE = fq,(Xi) + ou

kde u je nahodné Cislo s normalizovanym Gaussovym rozdélenim
(chyby o; dat y; zname; pokud ne, pouzZijeme o; = \/82/(n—p))
e Vypolteme metodou nejmensdich Ctvercd parametry gk
e Vypocteme g(al¥)

@ Vysledky g(a®)) pro k = 1..m zpracujeme jako nezavisla data a dosta-
neme odhad standardni chyby o(qg)



Metoda nejmensich &tverctl — jak na to 28/30

Linearni model: reSitelny metodou linearni algebry, nebyvaji problémy
(pokud jsou, staci ortonormalizovat bazi)

Nelinearni model.
Problém 1: mdzeme mit vice lokalnich minim, néktera pro nevlastni

hodnoty parametrt (= divergence)
Problém 2: dlouha zakfivena adoli pfi minimalizaci (pomalé)

Minimalizace nelinearni funkce mnoha promeénnych:
@ metoda nejvétsiho spadu (steepest descent, greedy)
@ konjugované gradienty

@ amoeba (Nelder—Mead)

@ Monte Carlo search (na zacatku)

@ (Gaussova—)Newtonova metoda (jsme-li blizko Fedeni)

@ (Levenbergova—)Marquardtova metoda (kombinace Newton, gradient,
tlument)



Priklad z praxe e

Pri simulaci modelu platiny ve slab-geometrii byla
ziskana data pro tlak ve sméru kolmém na vrstvu:

T/K p/bar stderr/bar

3700 14.7 2.2
3750 11.9 1.4
3800 14.9 2.6
3850 18.9 2.8
3900 16.3 1.8
3950 16.5 3.2
4000 26.5 3.3
4050 24.3 2.6
4100 30.6 2.6
4150 28.5 3.5
4200 34.5 3.5
4250 43.4 2.6
4300 438.0 3.1

VypocCtéte bod varu platiny za tlaku 1 bar a odhadnéte chybu.




[plot/ptvle.sh]
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Resenl mat-num2

Budeme predpokladat platnost Clausiovy—Clapeyronovy rovnice a kon-
stantni vyparnou enthalpii.

Inp=a+b/T

kde a a b jsou konstanty, které budeme fitovat. Pak stanovime hodnotu
funkce g, ktera je reSenim rovnice Inp=a+b/T pro p=1 bar.

@ Primé fitovani na p = exp(a + b/T):
s =1.067, Tvap = 3021(55) K, preskalovano s (59)

@ Fitujeme In(p) vs. 1/T (linearni regrese):
s = 1.081, Tvap = 2992(53) K, preskalovano s (57)

@ Nepredpokladame-li znalost standardnich chyb mé&reni, vyjde:
Tvap = 3015(74) K

@ ProtoZe data jsou zaloZena na stejné& dlouhych trajektorich, m@zeme
chyby jednotlivych méreni vyrovnat. Vyjde:
s =1.138, Tyap =2965(63) K, preskalovano s (72)

Zaver: Tvap = 2965(72)



