
Numerická derivace a kvadratura
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kvadratura = výpoèet urèitého integrálu

jednodimenzionální

Data prolo¾it vhodnou funkcí a tu pak derivovat/integrovat. Vhodné,

jsou-li data zatí¾ena chybami. Pøíklad: Shomateova rovnice

C◦pm(T) = A+ BT + CT2 +DT3 + E/T2

Nahradit derivace diferencemi

{ potøebujeme nìkolik bodù v okolí

{ pøesnost klesá

Nahradit kvadraturu souètem pøes vybrané body v daném intervalu {

pøesnost stoupe

vícedimenzionální

parciální derivace: opakuj pro v¹echny promìnné/smìry

kvadratura: do cca 3D{5D, nìkolik vnoøených 1D kvadratur

více dimenzí: Monte Carlo, Conroy

Numerická derivace
2/7

mat-num3

Diferenèní vzorce se odvodí z Taylorova rozvoje.

První derivace:

f(x+ h) − f(x)

h
= f ′(x) +

h

2
f ′′(x) +

h2

6
f ′′′(x) + · · ·

= f ′(x) + O(h)

⇒ f ′(x) =
f(x+ h) − f(x)

h
+ O(h)

O(hn) znamená, ¾e pro do-

stateènì malé h existuje M

takové, ¾e |O(hn)| < M|h|n

Je to tedy vzorec 1. øádu v h (chyba je O(h) neboli øádu h).

Zpøesnìní

f ′(x) =
f(x+ h) − f(x− h)

2h
+ O(h2)

f ′(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h) − 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
+ O(h4) (1)

Derivace zprava { kdy¾ známe funkci jen na jedné stranì

f ′(x) =
−f(x+ 2h) + 4f(x+ h) − 3f(x)

2h
+ O(h2)

Numerická derivace { pokraèování
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Stejnì odvodíme vzorce pro druhou derivaci, nejjednodu¹¹í je

f ′′(x) =
f(x+ h) − 2f(x) + f(x− h)

h2
+ O(h2)

Jaký krok h zvolit?

Ozn. ε = numerická pøesnost: nejmen¹í zobrazitelné èíslo > 1 v daném

formátu je 1+ ε

64 bit (double, REAL*8): ε = 2−52
.
= 2·10−16, dne¹ní standard

(prakticky spí¹ 1·10−15)
80 bit (extended, long double, REAL*10): ε = 2−63

.
= 1·10−19

(vnitønì pou¾ívá FPU na x86 architekturách, lze i samostatnì)

32 bit (float, REAL*4): ε = 2−23
.
= 1·10−7

(dnes minimální zisk rychlosti { nedoporuèuje se)

Pravidlo: Nejlep¹í h má stejnou zaokrouhlovací chybu a chybu metody.

Pøíklad. Jaké h je optimální v rovnici (1)?

zaokr.chyba∝ε/h,chybametody∝h
4
,⇒h≈ε

1/5=1·10−3

Numerická kvadratura
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Numerická integrace na intervalu [a,b]. Pøedpoklad: dostateèný poèet de-
rivací je koneèný v celém intervalu. Pokud není (napø.

√
x v intervalu [0, 1]),

nutno øe¹it substitucí.

Obecný vzorec:
∫b

a
f(x)dx =

∑
wif(xi), xi ∈ [a,b]

Metody:

ekvidistantní argumenty (Newton{Cotes):
{ uzavøené: pou¾ívají f(a), f(b)
{ otevøené: body jen uvnitø intervalu

neekvidistantní argumenty (Gauss): obvykle efektivnìj¹í (pro slo¾itou
funkci a máme-li data v libovolných bodech)

Nevlastní intervaly:

vhodná substituce pøevádìjící interval na koneèný

speciální metody

Typicky se interval rozdìlí na krat¹í intervaly a vhodná metoda se aplikuje
v ka¾dém z nich

Newtonovy{Cotesovy vzorce
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Lichobì¾níkové pravidlo:

∫b

a
f(x)dx =

b− a

2

[
f(a) + f(b)

]
+ O((b− a)2)

S více dìlícími body:
∫b

a
f(x)dx =

[
f(a)

2
+ f(a+ h) + f(a+ 2h) + · · ·+ f(b)

2

]
h+ O(h2), h =

b− a

n

Obdélníkový vzorec (otevøený): 2× pøesnìj¹í ne¾ lichobì¾ník

∫b

a
f(x)dx = (b− a)

[
f((a+ b)/2)

]
+ O((b− a)2)

Simpsonovo pravidlo:

∫b

a
f(x)dx =

b− a

6

[
f(a) + 4f((a+ b)/2) + f(b)

]
+ O((b− a)4)

Výpoèet øádu a chyby: z dùvodu linearity staèí pro funkce 1, x, x2, . . .

Pøíklad. Ovìøte, ¾e Simpsonovo pravidlo pøesnì integruje 1, x, x2, x3,

av¹ak ji¾ ne x4, a proto je øád chyby O(h4)

Gaussova kvadratura
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Dvoubodový vzorec 4. øádu (polovièní chyba a o bod ménì ve srovnání
se Simpsonem):
∫b

a
f(x)dx =

b− a

2

[
f

(
a+ b

2
−

a− b

2
√
3

)
+ f

(
a+ b

2
+

a− b

2
√
3

)]
+O((b− a)4)

Ètyøbodový vzorec 8. øádu (chyba O(h8)) s dobrou numerickou stabilitou:

double Gauss8(double (*f)(double),double a,double b,int n)

// int[a,b] f(x) dx using 4-point Gauss quadrature with n subintervals

{
const double

q1=0.430568155797026287612, // sqrt((15+sqrt(120))/140)

q2=0.169990521792428132401, // sqrt((15-sqrt(120))/140)

w=0.173927422568726928687; // 1/4-sqrt(5/864)

double h=(b-a)/n;

double w1=h*w, w2=h/2-w1;

double h1=h*q1, h2=h*q2;

int i;

double sum=0,x;

for (i=0; i<n; i++) {
x=h*(i+0.5)+a;

sum+=(f(x-h1)+f(x+h1))*w1+(f(x-h2)+f(x+h2))*w2;

}
return sum;

}

Richardsonova extrapolace
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Vzorce pro derivace a integrály mají èasto chybu tvaru (liché èleny jsou

nulové)

S = S(h) +Ahn + Bhn+2 + · · · n je obv. sudé

Obecnì mù¾eme mít

S = S(h) +Ahn + Bhn+1 + · · ·
Zpøesnìní:

↙
S2(h/2)

S =
2nS(h/2) − S(h)

2n − 1
+

{
O(hn+2)

O(hn+1)

V procesu mù¾eme pokraèovat (s dvojicí S2(h/4) a S2(h/2)), atd.

Pozor, proces sel¾e, nejsou-li splnìny pøedpoklady, toti¾ ¾e funkce má

koneèných dost derivací v celém intervalu!

Pøíklad. Uka¾te, ¾e jeden krok Richardsonovy extrapolace lichobì¾níkové

metody je ekvivalentní Simpsonovì metodì.


