Numericka derivace a kvadratura D/

mat-num3
kvadratura = vypocet urCitého integralu

jednodimenzionalni

@ Data prolozit vhodnou funkci a tu pak derivovat/integrovat. Vhodné,
jsou-li data zatizena chybami. Priklad: Shomateova rovnice

Com(T) =A+BT + CT?+ DT> + E/T?

@ Nahradit derivace diferencemi
— potrebujeme nékolik bodd v okoli
— presnost klesa

Nahradit kvadraturu soucCtem pres vybrané body v daném intervalu —
presnost stoupe

vicedimenzionalni
@ parcidlni derivace: opakuj pro vdechny proménné/sméry

@ kvadratura: do cca 3D-5D, né&kolik vnofenych 1D kvadratur
vice dimenzi: Monte Carlo, Conroy
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mat-num3
DiferenCni vzorce se odvodi z Taylorova rozvoje.
Prvni derivace:
f(X+h) —f(X) / h Y h2 o O(hﬂ) Znamena, ze pro do-
- = f(x)+ St (x) + &5 (x) +-- statedn& malé h existuje M
— f/(x)+0O(h) takové, ze |O(h")| < M|h|™
f h) —f
S ) = Tt ]i XL om)

Je to tedy vzorec 1. radu v h (chyba je O(h) neboli Fadu h).
Zpresnéni

£(x) = f(x—l—h)z—hf(x—h) N O(hz)

£(x) = —f(x + 2h) + 8f(x+h1)2—th(x—h) + f(x — 2h) L om (1)

Derivace zprava — kdyz zname funkci jen na jedné strané

£(x) = —f(x +2h) + Z;Eerh) — 3f(x) N O(hz)




Numericka derivace — pokracovani AN

Stejné odvodime vzorce pro druhou derivaci, nejjednodussi je

f(x +h) —2f(x) + f(x — h)
h2

£ (x) = + O(h?)

Jaky krok h zvolit?

Ozn. ¢ numericka presnost: nejmensi zobrazitelné Cislo > 1 v daném
formatu je 1 + ¢

@ 64 bit (double, REAL*8): ¢ =222 =2.10"1°, dnesni standard
(prakticky spi& 1-10719)

@ 80 bit (extended, long double, REAL*10): e =293 =1.10"1°
(vnitrné pouziva FPU na x86 architekturach, lze i samostatné)

@ 32 bit (float, REAL¥4): e =223 =1.10""
(dnes minimalni zisk rychlosti — nedoporucuje se)

Pravidlo: NejlepSi h ma stejnou zaokrouhlovaci chybu a chybu metody.
Priklad. Jaké h je optimalni v rovnici (1)7?

c 0T T=¢g/3~Y < ‘LU Apolaw eqAyd /3 x eqAyd "yoez



Numericka kvadratura maiﬁzms

Numericka integrace na intervalu [a, b]. Predpoklad: dostateCny poclet de-
rivaci je konecny v celém intervalu. Pokud neni (napf. /x v intervalu [0, 1]),
nutno resit substituci.

Obecny vzorec:

b
J f(x)dx =Y wif(x;), x;€ la,b]

Metody:

@ ckvidistantni argumenty (Newton—Cotes):
— uzavrené: pouzivaji f(a), f(b)
— otevrené: body jen uvnitr intervalu

@ neekvidistantni argumenty (Gauss): obvykle efektivngjsi (pro slozitou
funkci a mame-li data v libovolnych bodech)

Nevlastni intervaly:
@ vhodnd substituce prevadé&jici interval na konec¢ny
@ specidlni metody

Typicky se interval rozdéli na kratsi intervaly a vhodna metoda se aplikuje
v kazdém z nich
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Lichobéznikové pravidlo:

b b—a 2
J f(x)dx = 5 [f(a) 4+ f(b)] +O((b—a)?)

S vice délicimi body:

b
Jf(x)dx:[@+f(a+h)+f(a+zm+...+@ wron), ho b8

Obdélnikovy vzorec (otevreny): 2x presnéjsi nez lichobé&znik

b
J f(x)dx = (b —a) [f((a+b)/2)} + O((b — a)2)

a

Simpsonovo pravidlo:

b _
J f(x)dx = o 5 a[f(a) + 4f((a+b)/2) +f(b)] +0((b—a)h

Vypocet radu a chyby: z ddvodu linearity staci pro funkce 1, x, x2, -

2

Priklad. Ovérte, ze Simpsonovo pravidlo presné integruje 1, x, x<, X

avsak jiz ne x*, a proto je ¥ad chyby O(h%)

3



Gaussova kvadratura nwgzms

Dvoubodovy vzorec 4. fadu (polovi€ni chyba a o bod méné ve srovnani
se Simpsonem):

b b—afl,/a+b a—b a+b a—b 4
Lf(x)dx: 5 [f( 5 —2\/§>+f< > +2\@)]+O((b—a))

Ctyfbodovy vzorec 8. fadu (chyba O(h8)) s dobrou numerickou stabilitou:

double Gauss8(double (*f) (double),double a,double b,int n)
// intla,b] f(x) dx using 4-point Gauss quadrature with n subintervals
{
const double
q1=0.430568155797026287612, // sqrt((15+sqrt(120))/140)
92=0.169990521792428132401, // sqrt((15-sqrt(120))/140)
w=0.173927422568726928687; // 1/4-sqrt(5/864)
double h=(b-a)/n;
double wl=h*w, w2=h/2-wl;
double hl=hx*ql, h2=hx*q2;
int 1;
double sum=0,x;

for (i=0; i<m; i++) {
x=h*(i+0.5)+a;
sum+=(f (x-h1) +f (x+h1) ) *wl+(f (x-h2)+f (x+h2) ) *w2;

}

return sum;

}



Richardsonova extrapolace
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Vzorce pro derivace a integraly maji ¢asto chybu tvaru (liché Cleny jsou

nuloveé)
S=S(h)+Ah"+Bh™"2 +... n je obv. sudé

Obecné mfzeme mit

S =S(h) +Ah™ + Bh"t1 4 ...

Zpresnént: So(h/2)
v
s _ 2"S(h/2) — S(h) { O(h"t2)
o on__ 1 O(hn—H)

V procesu mtizeme pokracovat (s dvojici So(h/4) a S»(h/2)), atd.

Pozor, proces selze, nejsou-li splnény predpoklady, totiz ze funkce ma

koneCnych dost derivaci v celém intervalu!

Priklad. Ukazte, ze jeden krok Richardsonovy extrapolace lichobéznikové

metody je ekvivalentni Simpsonové metode.



