
Obyèejné diferenciální rovnice { poèáteèní úlohy
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y ′ = f(x,y), y(x0) = y0

y mù¾e být vektor (øe¹íme soustavu)

rovnici vy¹¹ího øádu mù¾eme pøevést na soustavu rovnic 1. øádu

(ov¹em zpravidla bude efektivnìj¹í mít metodu ¹itou na míru)

y ′′ = f(x,y,y ′), subst. z = y ′ ⇒ z ′ = f(x,y, z), y ′ = z

Runge{Kutta: ⊕ nepotøebují historii

⊕ snadná zmìna kroku (i adaptivní)

⊕ dobrá stabilita

	 více výpoètù pravé strany

prediktor-korektor: ⊕ efektivnìj¹í (ménì výpoètù pravé strany),

	 start { musíme si pøedem napoèítat historii

	 nesnadná zmìna kroku

	 mohou být nestabilní

metody pro dynamické systémy (�r = f(r, _r, t)):

symplektické èi aspoò reverzibilní (⇒ zachování energie)

metody prediktor-korektor

Rozcvièka: Eulerova metoda
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y ′ = f(x,y), y(x0) = y0

1 krok:

y(x+ h) = y(x) + hy ′ + O(h2) = y(x) + hf(x,y) + O(h2)

Metoda je lokálnì 2. øádu, na koneèném
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y’=yintervalu musíme provést ∝ 1/h krokù,

tedy globální chyba je O(h)

(metoda 1. øádu).

Runge{Kutta 2. øádu (RK2)
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Zpøesnìní (styl lichobì¾ník) { ve tvaru metody Runge{Kutta (RK2):

k1 := f(x,y)

k2 := f(x+ h,y(x) + hk1)

y(x+ h) := y(x) + h
2
(k1 + k2)

x := x+ h

K odvození øádu: y ′′ = df(x,y)/dx = fx + fyy
′ ⇒

není-li uveden argu-

ment funkce, je to x

y(x+ h) = y(x) +
h

2
(k1 + k2)

O(h3)
≈ y(x) +

h

2
(y ′ + y ′ + hfx + hfyf) = y(x) + hy ′(x) +

h2

2
y ′′(x)

Tedy metoda má lokální chybu O(h3) (nebo lep¹í) a je (alespoò) 2. øádu.

Jiné zpøesnìní (styl polovièní krok nebo obdélník):

k1 := f(x,y)

k2 := f(x+ h
2
,y(x) + h

2
k1)

y(x+ h) := y(x) + hk2
x := x+ h

Stejný øád chyby, men¹í koe�cient

Runge{Kutta 4. øádu (RK4)
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Populární metoda 4. øádu (lokální chyba O(h5)) s dobrým chováním:

k1 := f(x,y)

k2 := f(x+ h
2
,y(x) + h

2
k1)

k3 := f(x+ h
2
,y(x) + h

2
k2)

k4 := f(x+ h,y(x) + hk3)

y(x+ h) := y(x) + h
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

x := x+ h

Prediktor-korektor
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Známe historii, tj. hodnoty (a/nebo derivace, tj. pravé strany).

prediktor: predikujeme yP(x+ h):

{ pou¾íváme pravou stranu (obv. stabilnìj¹í a pøesnìj¹í)

{ nepou¾íváme pravou stranu

(Gearovy metody { extrapolace polynomem)

[pøípadnì modi�kátor]

korektor: poèítáme výslednou hodnotu yC(x+ h):

{ poèítáme pravou stranu jednou

{ poèítáme pravou stranu víckrát

{ poèítáme pravou stranu jednou nebo víckrát iteraènì

Problém { stabilita: chyby v ka¾dém kroku se propagují do dal¹ích krokù,

metoda musí být navr¾ena tak, ¾e chyby se pokud mo¾no nekumulují a

hlavnì nerostou exponenciálnì.

Pokud koe�cienty metody jsou velké a støídají znaménka, metoda bude

pravdìpodobnì nestabilní.

Prediktor-korektor
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Nejprve pøepi¹me RK2 do tvaru prediktor-korektor takto:

yP(x+ h) = y(x) + hf(x,y(x)) + O(h2)

yC(x+ h) = y(x) + h
2

[
f(x,y(x)) + f(x+ h,yP(x+ h))

]
+ O(h3)

druhý krok je O(h3), proto¾e je to lichobì¾ník, a chyba yP(x+h) je hO(h2).

Zkusme nyní vylep¹it oba kroky. Prediktor:

yP(x+ h) = y(x) + h
2

[
3f(x) − f(x− h)

]
+ O(h3)

kde f(x) ≡ f(x,y(x))) a f(x − h) ≡ f(x − h,y(x − h)) (z pøedchozího kroku).

Korektor hledejme ve tvaru:

yC(x+ h) = y(x) + h
[
af(x− h) + bf(x) + cf(x+ h,yP(x+ h))

]

Metoda testovací rovnice y = y ′ (y(x) = ex) ⇒

yC(x+ h) = y(x) + h
12

[
− f(x− h) + 8f(x) + 5f(x+ h,yP(x+ h)

]
+ O(h4)

tj. je to metoda 3. øádu (lokální chyba O(h4))

3. øád { stabilita
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Metoda je lokálnì O(h4), tak¾e mù¾eme napsat (zanedbávajíce O(h5)):

y(x− ih) = ypøesnì(x− ih) + εih
4

Zkusme testovací rovnici y ′ = y s y(0) = 1 (øe¹ení je y = ex). Pomocí

Maple:

εi+1 = εi − 13/144

chyba v y(x− h), y(x− 2h). . . se ne¹íøí dál (s pøesností do h4)

v jednom kroku vznikne chyba ∝ h4

Milneova metoda
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Korektor je Simpsonovo pravidlo.

yP(x+ h) = y(x− 3h) + 4h
3

[
2f(x) − f(x− h) + 2f(x− 2h)

]

yC(x+ h) = y(x− h) + h
3

[
f(x− h) + 4f(x) + f(x+ h,yP(x+ h)

]

Lokální chyba je O(h5). Nech» y(ih) má chybu εih
5. Pak tato chyba se ¹íøí

takto (viz Maple za pou¾ití testovací rovnice y ′ = y):

εi+1 :=
1

90
+ εi−1

Diskuse:

εi+1 := 1
90

+ εi by bylo OK (taková chyba se v principu nedá odstranit)

pøíklad nestabilní metody: εi+1 := 4
3
εi + 1/90

pøíklad stabilní metody: εi+1 := 3
4
εi + 1/90

Milneova metoda je ponìkud speci�cká { na hranici stability.

rùst chyby þob dvaÿ znamená, ¾e εsudé a εliché jsou jiné { øe¹ení se

mù¾e rozkmitat (podle vy¹¹ích øádù).



Stabilita +
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Typicky je rovnice ¹íøení chyb (v øádu lokální chyby) tvaru

εi+1 := ac + a0εi + a1εi−1 · · ·anεi−n
To je lineární diferenèní rovnice. Ta má obecné øe¹ení tvaru

εi =
∑

x

bxx
i + bc

kde se sèítá se pøes v¹echny koøeny tzv. charakteristického polynomu

xn+1 = c0x
n + · · ·+ cnx0

(V pøípadì násobných koøenù jsou tam èleny xi, ixi, atd. { je to podobné,

jako pro lineární homogenní diferenciální rovnici.)

Chyby nesmí exponenciálnì rùst ⇒ pro koøeny musí platit |x| < 1.

Pøíklad diferenèní rovnice

Fibonacciova posloupnost: F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n > 1

Fn =
1√
5

[(
1+
√
5

2

)n
−

(
1−
√
5

2

)n]


