Obycejne diferencialni rovnice — pocatecni ulohy matl_ﬁim

/

y =f(x,y), ylxo) =yo

@ y maze byt vektor (FeSime soustavu)

@ rovnici vy3siho Ffadu mazeme prevést na soustavu rovnic 1. Ffadu
(ovSem zpravidla bude efektivnéjsi mit metodu Sitou na miru)

2 /

y"=flx,y.y'), subst.z=y" = z'=f(xy,z), y'=z

@ Runge—Kutta: @& nepotfebuji historii
@ snadna zména kroku (i adaptivni)
¢ dobra stabilita
& vice vypoctd pravé strany

@ prediktor-korektor: @ efektivn&jsi (méné vypocltd pravé strany),
o start — musime si predem napocitat historii
& nesnadna zmeéna kroku
& mohou byt nestabilni

@ metody pro dynamické systémy (v = f(r, 1, t)):
symplektické Ci aspon reverzibilni (= zachovani energie)
metody prediktor-korektor



RozcviCka: Eulerova metoda maf_{ﬁm

/

Yy =f(x,y), ylxo) =yo
1 krok:

y(x +h) =y(x) + hy’ + O(h?) = y(x) + hf(x, y) + O(h?)

Metoda je lokdalné 2. fadu, na koneCném 4
intervalu musime provést « 1/h krokd,

tedy globalni chyba je O(h) 3
(metoda 1. Ffadu).
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Runge—Kutta 2. fradu (RK2) S "
Zpresnéni (styl lichobéznik) — ve tvaru metody Runge—Kutta (RK2):
kl = f(X,y)
ko = f(X—l—h,y(X) + hkq)
y(x+h) = yx)+ 5k +ko)
X = Xx+h neni-li uveden argu-
K odvozeni fadu: y” = df(x,y)/dx = fx + fyy’ = ment funkce, je to x
h
y(x+h) = yx) +§(k1 + ko)
0(n) h h?
~ Y0+ Sy R Ry ) = y(x) Fhy'(x) + 5y ()

Tedy metoda ma lokalni chybu O(h3) (nebo lepsi) a je (alespon) 2. Fadu.

Jiné zpresnéni (styl polovicni krok nebo obdélnik):

k1 = f(x,y)

ko = f(x+ 5 y(x)+ 3kq)
y(x+h) = y(x)+hko

X = Xx+h

Stejny rad chyby, mensi koeficient



Runge—Kutta 4. fadu (RK4) /9

mat-num4

Popularni metoda 4. fadu (lokalni chyba O(h®)) s dobrym chovanim:

k1 = f(x,y)
ko f(x—l—%,y(x) +%k1)
ks = f(x+ 5 y(x)+ 3ko)
kg = f(x+h,y(x)+ hksz)
y(x + h) y(x) + B(kq + 2ko + 2k3 + kyq)

X = X+h



Prediktor-korektor maf_{ﬁm

Zname historii, tj. hodnoty (a/nebo derivace, tj. pravé strany).

@ prediktor: predikujeme y(x + h):
— pouzivame pravou stranu (obv. stabiln&jsi a presnéjsi)
— nepouzivame pravou stranu
(Gearovy metody — extrapolace polynomem)

@ [pfipadné modifikator]

@ korektor: pocitame vyslednou hodnotu y©(x + h):
— pocitame pravou stranu jednou
— pocitame pravou stranu vickrat
— pocitame pravou stranu jednou nebo vickrat iteraCné

Probleém — stabilita: chyby v kazdém kroku se propaguji do dalSich krok,
metoda musi byt navrzena tak, ze chyby se pokud mozno nekumuluji a
hlavné nerostou exponencialné.

Pokud koeficienty metody jsou velké a stridaji znaménka, metoda bude
pravdépodobné nestabilni.



Prediktor-korektor maf_{ﬁm

Nejprve prepisme RK2 do tvaru prediktor-korektor takto:

yP(x+h) = y(x)+hf(x,y(x)) + O(h?)
yC(x+h) = yx) +§[fx,yx) + fx +h,y"(x + )] + O(h3)
druhy krok je O(h3), protoze je to lichob&znik, a chyba y”(x+h) je hO(h?).
Zkusme nyni vylepSit oba kroky. Prediktor:
y"(x +h) =y(x) + B[3f(x) — f(x — h)] + O(h>)

kde f(x) = f(x,y(x))) a f(x —h) = f(x — h,y(x —h)) (z pfedchoziho kroku).
Korektor hledejme ve tvaru:

yC(x+h) =yx) + hlaf(x —h) 4+ bf(x) + cf(x + h,yP(x + h))]
Metoda testovaci rovnice y =y’ (y(x) =€¥) =
yC(x +h) =y(x) + 15[ — f(x —h) + 8f(x) + 5f(x + h,y" (x + h)] + O(h*)
tj. je to metoda 3. fadu (lokalni chyba O(h%*))



3. fad — stabilita LA

Metoda je lokdaln& O(h?%), takZe m@Zeme napsat (zanedbavajice O(h>)):
y(x —1ih) = ypfesné(x —1ih) + eih4

Zkusme testovaci rovnici y' =y s y(0) = 1 (feSeni je y = €X). Pomoci
Maple:

€i1+1 = €{ — 13/144

P td

@ chyba v y(x —h), y(x —2h). .. se nesiii dal (s presnosti do h?)

@ Vv jednom kroku vznikne chyba o h?*



Korektor je Simpsonovo pravidlo.

yP(x+h) = y(x—3h)+%[2f(x)—f(x—h)+2f(x—2h)}
yc(x+h) = y(x—h)+%[f(x—h)+4f(x)+f(x+h,yp(x+h)]

N

Lokdlni chyba je O(h®). Necht y(ih) ma chybu e;h>. Pak tato chyba se §i¥i
takto (viz Maple za pouziti testovaci rovnice y’ =y):

1

€i+1 =g T i1
Diskuse:

Q.= 9_10+€i by bylo OK (takova chyba se v principu neda odstranit)
priklad nestabilni metody: e; 1 = Fe; + 1/90
priklad stabilni metody: e; 1 = 3¢€; + 1/90

@ Milneova metoda je poné&kud specifickd — na hranici stability.

@ rast chyby ,,ob dva“ znamena, Ze eg qs @ €jiche JSOU jiné — Fedeni se
moeze rozkmitat (podle vyS3ich rada).



Stabilita + oo

-

Typicky je rovnice Siteni chyb (v radu lokalni chyby) tvaru

€i+1 = Qc +AQ€{ - A1€{_1 - An€j{—n

To je linearni diferencni rovnice. Ta ma obecné reSeni tvaru
€ = Z bxx" + b
X

kde se sCita se pres vSechny koreny tzv. charakteristickeho polynomu

n+1 0]

X" =cox™M 4+ -+ enx

(V pfipad& ndasobnych kofenf jsou tam ¢&leny x!, ix!, atd. — je to podobné,
jako pro linearni homogenni diferencialni rovnici.)

Chyby nesmi exponencialné rfst = pro koreny musi platit |x| < 1.

Priklad diferencni rovnice

Fibonacciova posloupnost: Fo =0, F1 =1, Fn=F,_ 1+ Fi o pron>1

(%) -(5%)

1

F —
n \/g




