
Metoda sítí pro parciální diferenciální rovnice
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Motivace: viz pøedná¹ka mat-pdr.pdf

Pøíklad. Proudìní viskózní kapaliny trubicí ètvercového

prùøezu:

∇2v+ 1 = 0, v(�) = 0, � = obvod 1-ètverce

v(x+ h,y) + v(x− h,y) + v(x,y− h) + v(x,y− h) − 4v(x,y)

h2
+ 1 = 0,

x,y = body uvnitø ètverce

v(0,y) = v(1,y) = v(x, 0) = v(x, 1) = 0

To je (n− 1)2 lineárních rovnic pro (n− 1)2 neznámých. Metody:

pøímé øe¹ení { není tak obtí¾né, je¾to soustava je øídká

iterace { viz dále a mat-num5.mw

Iteraèní metoda øe¹ení soustav lineárních rovnic
2/5

mat-num5

v+1(x,y) :=
v(x+ h,y) + v(x− h,y) + v(x,y− h), v(x,y− h) + h2

4

v+1 zkopírujeme do v a¾ po výpoètu pro v¹echna x,y

v+1 okam¾itì pou¾ijeme v dal¹ím kroku

Superrelaxace

vsup(x,y) := v+1 ·ω+ v · (1−ω)

zde ω > 1, proto superrelaxace, jindy naopak nutno tlumit (relaxace)

Konec iterací: zvolit velmi malou chybu, proto¾e konverguje pomalu

Vìt¹í pøesnost:

vzorce pro derivace vy¹¹ího øádu

h→ h/2 a Richardsonova extrapolace

Rùzné sítì { slo¾ité vzorce pro derivace

Metoda koneèných prvkù instant { slabé øe¹ení 1D
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Uva¾ujme jednoduchou okrajovou úlohu v 1D:

y ′′ + f(x) = 0, y(0) = y(1) = 0

Zvolme si libovolné v takové, ¾e v(0) = v(1) = 0. Pak

−

∫1

0

f(x)v(x)dx =

∫1

0

y ′′(x)v(x)dx per partes
= [y ′v]10 −

∫1

0

y ′v ′dx

Tedy je-li y øe¹ení, pak ∀v : v(0) = v(1) = 0 platí

∫1

0

y ′v ′dx =
∫1

0

f(x)v(x)dx (1)

Naopak:

Nech» rov. (1) platí ∀v : v(0) = v(1) = 0. Pak y nazvu slabým øe¹ením.

Toto øe¹ení je obecnìj¹í, napø. akceptuje singularity (rázovou vlnu ve vl-

nové rovnici).

Metoda koneèných prvkù instant { slabé øe¹ení 3D
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Vsuvka èi opakování: Gaussova{Ostrogradského vìta:
∫

Ω

~∇ ·~vd~r =
∫

∂Ω
~v · d~s

Poissonova rovnice ve 3D:

∇2y(~r) + f(~r) = 0 pro y(∂Ω) = 0

Roz¹íøení slabého øe¹ení:

−

∫

Ω
fvd~r =

∫

Ω
v∇2yd~r =

∫

Ω

[
~∇ · (v~∇y) − ~∇y · ~∇v

]
d~r

=

∫

∂Ω
v~∇yd~s−

∫

Ω

~∇y · ~∇vd~r v(∂Ω)=0
= −

∫

Ω

~∇y · ~∇vd~r

A de�nujeme: y je slabé øe¹ení, pokud ∀v, v(∂Ω) = 0, platí:
∫

Ω
f(~r)v(~r)d~r =

∫

Ω

~∇y(~r) · v(~r)d~r

Metoda koneèných prvkù instant { 1D
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Zvolíme vhodnou bázi vi, integrály aproximujeme a øe¹íme.

Pøíklad výbìru koneèných prvkù v 1D:

Aproximujme integrály (nejjednodu¹¹í verze)

∫1

0

f(x)vi(x)dx ≈ hf(xi)

∫1

0

y ′(x)vi(x)dx ≈
h

h

[
y ′(xi −

h

2
) − y ′(xi +

h

2
)

]
≈ −hy ′′(xi)

Pokud nyní

roz¹íøíme metodu na 2D

uva¾ujeme f(x) = 1 (tj. øe¹íme ∇2y+ 1 = 0)

aproximujeme y ′′(xi) ≈ [y(xi − h) − 2y(xi) + y(xi + h)]/h
2

dostaneme pøesnì metodu sítí z minulého pøíkladu.

Formulace pomocí koneèných prvkù je zpravidla exibilnìj¹í.


