Metoda siti pro parcialni diferencialni rovnice matl_{fm

Motivace: viz prednasSka mat-pdr.pdf

Priklad. Proudéni viskozni kapaliny trubici Ctvercového
prirezu:

V2v+1=0, v(d) =0, 0O =obvod 1-Ctverce

l
h=1/n

vix+h,y)+v(x—h,y) +v(x,y—h)+v(x,y—h) —4v(x,y)

= +1=0,

x,y = body uvnitr Ctverce
v(0,y) =v(1l,y) =v(x,0) =v(x,1) =0
To je (n—1)? linedrnich rovnic pro (n— 1)2 neznamych. Metody:
@ primé Fedeni — neni tak obtizné, jeZzto soustava je Fidka

@ iterace — viz dale a mat-numb5.mw



2/5
mat-numb5

Iteracni metoda reseni soustav linearnich rovnic

vi(x+h,y)+v(x—h,y)+v(x,y—h),v(x,y —h) + h?
4

Vi1 (Xv y) =

@ V.1 zkopirujeme do v az po vypoctu pro viechna x, y
@ v, okamzité pouzijeme v daldim kroku
Superrelaxace
vsup(X,Y) :==vi1-w+v- (1 —w)
zde w > 1, proto superrelaxace, jindy naopak nutno tlumit (relaxace)
Konec iteraci: zvolit velmi malou chybu, protoze konverguje pomalu
VEtSi presnost:
@ vzorce pro derivace vyssiho Fadu
@ h — h/2 a Richardsonova extrapolace

R&zné sité — slozité vzorce pro derivace



Metoda kone&nych prvkt instant — slabé Feseni 1D,/

mat-numb>
Uvazujme jednoduchou okrajovou ulohu v 1D:
y”"+f(x)=0, y(0)=y(1)=0
Zvolme si libovolné v takové, ze v(0) =v(1) = 0. Pak
1 1 7 per partes . , .1 1 /.1
—J f(x)v(x)dx :J Y (x)v(x)dx = y™vlg —J y'vdx
0 0 0
Tedy je-li y resSeni, pak Vv:v(0) =v(1) =0 plati
1 1
J y’v'dx:J f(x)v(x)dx (1)
0 0

Naopak:
Necht rov. (1) plati ¥w:v(0) =v(1) = 0. Pak y nazvu slabym reSenim.

Toto reSeni je obecné&jsi, napr. akceptuje singularity (rdzovou vinu ve vl-
nové rovnici).



Metoda kone&nych prvka instant — slabé feseni 3D ../’

mat-numb5

Vsuvka Ci opakovani: Gaussova—Ostrogradského véta:
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Poissonova rovnice ve 3D:
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RozSireni slabého reseni:
—[ fvdF:J VVde?:J [ﬁ-(vﬁy)—ﬁy-ﬁv} dv
Q Q Q
:J Wy d§—J Sy - Svar 02 —J Vy - Vvdr
00 Q Q
A definujeme: y je slabé reSeni, pokud Vv, v(0Q) = 0, plati:

J f(?)v(?)d?:j S - v()d7
Q Q



Metoda konecnych prvka instant — 1D maf_ﬁfm

Zvolime vhodnou bazi vy, integraly aproximujeme a resime.

Priklad vybéru koneCnych prvkl v 1D: b R (oF

Aproximujme integraly (nejjednodussi verze)

1 -~ h
| fO0vitdx ~ he(x) e .

Q
|

o R, ho "
JOU (x)vi(x)dx - [U (xi—=)—y (Xi+§) ~ —hy"(xi) [}

Pokud nyni

@ rozsifime metodu na 2D

@ uvaZujeme f(x) =1 (tj. Fedime V2y+ 1 =0)

@ aproximujeme y”(x;) ~ [y(x; — h) — 2y(x;) + y(x; + h)]/h?
dostaneme presné metodu siti z minulého prikladu.

Formulace pomoci koneCnych prvkd je zpravidla flexibilngjsi.



