Motivace: Poissonova rovnice

Zachovava se pocet el. indukCnich cCar:

Qzﬂgﬁ-dg, D =¢é
S

Integral spocCitame pres povrch krychliCky dx x dy x dz:

dQ =dVp :3@ D-ds = dydz[Dy(x +dx) — Dy(x)] dz
S

+ dxdz[Dy(y + dy) — Dy(y)] dy

+ dxdy[D,(z + dz) — Dy(z)]

0Dy 9Dy 3D, 2  0%p 9%
— dxdyd = —dV
X”Z(ax+ag+az) €<ax2+ay+az2

kde p =dq/dV je hustota naboje a permitivita je konstantni.

Laplacellv operator: symbol A nebudeme
32 32 32 ; pouzivat, aby se nepletl
<ax2 + ay2 + 622> =V~© = s Ad = d)vpravo _ d)vlevo
Poissonova rovnice:
o . d-
V2<b _ nebo v jedné dimenzi —d) __°P
e dx2 £



Motivace: Laminarni proudéni 2/h

mat-pdr
Viskozita q
smykovd sila f = —nﬂ%
Y
V,+dV,
® 4 = plocha ; Tdy .
< %—3‘ = gradient te¢né rychlosti
@ 1 = dynamicka viskozita, m] = Pas X

Laminarni proudéni v trubici ||z, rozdil tlak@ = Ap. Sila na hranolek
dx x dy x z je souCtem smykovych sil zpfisobenym gradienty rychlosti:

d ' T ' ' T _d '
o=y [ GY) ey i) el dy)

vz(x,y +dy) —vz(x,y)  vzx,y) —vz(x,y — dy)]




Motivace: Difuze A

Prvni Fickav zakon: Tok J; latky i (jednotky: molm~—2s—1) pro

. _ hmotnostni
Ji=—DiVe koncentraci
je amérny gradientu koncentrace (v kgm—3)
o —arade — (2 3 AN _ (2 dc dcy sise el
P T g0z T \ox ' oyt 0z ) VkamTEs
D; = koeficient difuze (difuzivita) latky i, jednotky: m2s~1
Druhy Fickllv zakon:
Nestacionarni jev (koncentrace se méni s Casem)
— za dt do objemu dV = dxdydz pritece: J(z) J(z + dz)
L. dz| 7 I
D Jx(x) = Jx(x + dx)ldydz = —dVV -]
X, Y,Z d
. . Ses dz Y
] = —DVc = a—tl = DiVQCi

. a stejné pro teplo, proto se této rovnici rfika rovnice pro vedeni tepla

Stacionarni pripad: dc;/0t dano na okrajich, nezavisi na Case



Motivace: vinova rovnice mt{_lp%r

Mechanicky model: --- [mr7raymi 2y amir iy aym] - - -
Vychylka = y;, vzdalenost zavazi = Ax.
Sila pa@sobici na hmotnost m v bodé 1i:

aQy-
Fi = (Yir1 — YK+ (Yi1 — YK = (Yip1 — 2yi +yi1)K = Ax? aXQIK
0%y; - 0%y; 0%y;
Newtonova pohyb.rov.: F; = L ; 2 lK L
POy ET T2 w2 Ve

Dodatek: kolik je tuhost pruziny K pro plyn?
Odelteme silu v Kklidu ((m m| = Ax) a pfi vychylce (Ax+dy) na plochu

A: (NB: p(x) je funkce vychylky)

op op oV !
fi =Alp(Ax +dy) —p(Ax)| = A—dy = A——dy = Kd
kde
op KP oV Akp
VK =konst = — =——, V=A(Ax+d —=A K=——
P e AY. (Axtdy) = 5 - Ax
Dale m = pV = %Axﬂ, dohromady:
02ykRT 0%y KRT
72 M o2 = Vzvuk = MY =Y(x £ Vzyukt)



Motivace: Kvantova teorie e

Casova Schddingerova rovnice

0 h2 _,
ih—p=|—V
1 attl) ( > + U) 1)
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PocCateCni podminky mat-pdr

Dirichletovy: hodnoty na hranici oblasti / D-dimensionalni nadplo3e
Neumannovy: derivace (v normalovém sméru)
Cauchyovy: oboji

Priklady:
of .
(;;y) =1, f(0,y) =sin(y), = f(x,y)=sin(y)+x
oT(x,y, 1) 5 {1 pro x2 +y2 <1
— DV T X, Y, t y T X, U, O —
ot oy, 1, Ty, 0) 0 prox?2+y?2>1
0T (x, t) 02T (x, t) 1 proxe(0,1) 9T(x,t)
=D T(x,0) = , _11 =0
ot ox2 ' x, 0 0O prox¢(0,1) ox =+l
Divny priklad:

02y (x, t) _ 02y (x, t)
0t2 ox2

y=1 na primce x =t
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Metoda konvoluce resp. Greenovy funkce mat-pdr
0 ] |
Druhy Fick@v zakon: a_i — DV 05 »
o m g 0.4+ =2 -
Snadno se oveéri, ze reseni je 123
2 = 03r .
: —1/2 X k3
1D cqlx,t) = (4nDY) " 2exp | — | § t=5
0.2 :
3/2 2 0.1
3D: T, t) = (4nDt) "/ “exp | ———— T i
cq(T, 1) = (4mDY) > | 25
0.0 | |

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Plati [c(x,t)dx =1 (Zadna Castice se neztrati).
Dodefinuji 6(x) = c(x, 0) ve smyslu limity (Diracova delta funkce).

Interpretace: jednotkovy impuls. Alternativni pristup: teorie distribuct.
Plati (pro slusné vychovanou funkci f):

Jé(x —a)f(x)dx = Jé(a —x)f(x)dx = f(a)



[xmaple ../maple/mat-pdr.mw]
Metoda konvoluce resp. Greenovy funkce
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mat-pdr
cg(x,t) vysSe reSi Casovy vyvoj jednotkového impulsu, tj. pocateCni pod-
minku cg(x, 0) = 8(x). Mam-Ili na zaCatku cqg(x) = c(x, 0):

c(x,0) = ch(x—x’, O)co(xNdx" = c(x,t) = ch(x—x’, t)co(x')dx’

Cviceni: cgo(x) =1 pro x| < 1/2, cg(x) =0 jinde; D = 1.

1/2
c(x, t) = ch(x —x,t)cg(x/, 0)dx’ = J_1/2

Problém: Greenova funkce v jinych okrajovych podminkach

cg(x—x/, t)dx’



Elektrostatika: Greenova funkce m%{_lp%r

Pole naboje Q je (ve 3D)
Q

Amter

tedy pole hustoty naboje p(7) je:

dr’

b(7) =

1 J p(7)

Ame | | — 7

Cviceni: ukaZzte, Ze V2(1/r) =0 pro r # 0 (nejlépe Maple)
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Fourierova metoda: difuze mgt/_pg)r
Coca-Colu ve valci (vySka sloupce 10 cm) opatrné prevrstvime Cis-
tou vodou (10 cm). Za jak dlouho bude koncentrace u hladiny rovna
poloviné koncentrace u dna? Konvekci neuvazujte. Dgacharoza(25°C) =

1n—6 2 —1
5.2.100°cm< s -. 5oISOW B

=0
ot 0x2

Trknuti: Kdyby platilo c(x,0) = cos (Fx), bylo by to jednoduché:

c(x,t) = cos (%x) exp [— (%)2 Dt]

2
Obecné: Necht ci(x) je vlastnim vektorem rovnice aa %k = Arcy, pak

oc 02c co x<L/2 oc
—=D—= 0) = A
(. 0) { 0O x>L/2 Ox[x=0,L

Ck(X, t) = Ck(X) exp[D?\kt]

resi pavodni rovnici. Zde

2
A = [(Qk?: 1)71]

Zbyva najit rozvoj pocC podminky c(x, 0) do ¢ — zde Fourierova rada

[ (2k + 1) 7TX]
= COS
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Fourierova rada mat/_pfr

Méjme funkci f(x) periodickou s periodou L. Plati (ve smyslu, ktery jesté
upresnim)

o0
a 27X . 27X
f(x)ZEOJr E [ancos( ] >+bnsm< 3 )}

n=1

kde

2 (L 27INx 2 (L 27INx
== | f(x)cos d bn=—| f(x)sin d

Je-li f integrovatelna s kvadratem, konverguje rada (bodové) skoro vSude.

Je-li f diferencovatelna, konverguje vsude.
Norma rozdilu f, — f konverguje k 0 (f, = CasteCny soucet)

@ bize {1, cos(2nx/L), sin(2nx/L), ...} je aplna (v prostoru funkci integro-
vatelnych s kvadratem na [0, L))

@ o, b, znasobte Fadu kterymkoliv prvkem bdaze s aplikujte fé dx
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Fourierova metoda: difuze II B

Pouzijeme {1, cos(mx/L), cos(3nx/L),...}, které vyhovuji pocatecni pod-
mince a symetrii.

c(x,0) =c 1 + 2 COS (m) 2 COS S +

x 0) — i Y 2 ...
' 2" x L 37 L

Pro jednotlivé Cleny (mody) rFeSime rovnici a seCteme.

2

2
c(x, t) = 020 -+ ‘0 [cos (E) exp (;Dt>

T L

1cos. % ex 327[QDt +lcos % ex 527[2Dt
3 L P12 5 L P12

Pozn. Animace byla reSena numericky.




: P - o = 13/1
Fourierova metoda: tok trubici Ctvercoveho prurezumgj’t/_p(?r

Jaky je pratok kapaliny o viskozité n trubici pr@rezu L x L a délce z, je-
-li na koncich tlakovy rozdil Ap? (= stacionarni tok tepla rovnomérné
zahfivanou deskou, ktera je ukotvena v ledu na okrajich)

Vv =" = —« v(okraj) =0

@ v=u+tvy, up=oax(L—x)/2 = V2u =0 (ale zméni se okrajové podminky)
0, Uo

@ rozvineme okrajové podminky do Fourierovy fady

u(x,0) =u(x, L) =ug = Y_ asin (“(2k+ 1)x)

L
k=0
oo
@ rcseni hledame ve tvaru u = Z a sin (ﬂ(zki DX) wy (y)
k=0
® = . (y) — [exp (n(zk;r 1)y) +exp (n(2k+ i)(L—y))} y [en(2k+1) N 1}

2 2
@ = protok 1=0.03512222 A —12: kruhovy préiFez A: [ = 0.03982°2P
zn zn
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Fourierova transformace oty e
~ o0 . 1 [© _ .
prima: FTIf](k) = f(k) = J f(x)edx  zpétna: f(x) = —J flk)e ***dk
—00 27 — 00

D@kaz: sta&i pro funkci §(x) = limg_gexp(—x2/202)/v/2m — viz Maple.
UziteCné: Gaussova funkce — Gaussova funkce

~ 1 (*° .
5(k) =1, ve smyslu distribuce: §(x) :—J etk(x—x") gy /
27 | _ o
FT prevadi derivaci na déleni (pro f(+oo) = 0), nasobeni sin &i cos na

posun frekvence:

—~

fr = %F, FTle™ *f(x)](k) = f(k + k)

Pozn.: Podobné se chova Laplaceova transformace (s je komplexni Cislo)

f(s) = JOO f(x)e *dx

—0O0

lze vyuzit pro reSeni soustavy lin.dif. rovnic (el. obvody, kinetika)



FT konvoluce resp. Greenovy funkce e e

FT konvoluce vede na nasobeni obrazi
o0

c(x, t) :J cg(x—x’, t)ico(x)dx! = E(k, t) = Cqlk, t)co(k)
—0O0

CvicCeni: Opét rovnice difuze pro cg(x) =1 pro |x| < 1/2, co(x) = 0 jinde;

D=1 — viz Maple.

Numericky vypocCet

Prevadime na diskretni FT:
N—1 .
Xk _ Z Xn, e:l:lQT[k.TL/N
n=0
kterou pocitame algoritmem ,rychlda Fourierova transformace" (FFT),
jenz je radu O(NlogN), pokud je N souCinem malych prvocisel (typicky

2Ky



