Nekolik poznamek na téma linearni algebry

pro studenty fyzikalni chemie
Jifi Kolafa

1 Vektory

1.1 Vektorovy prostor

Vektor je ¢asto zaveden jako n-tice ¢isel, (vy,...,v,), v; € R (pro redlny vektorovy pro-
stor); pfipadné v; € C (komplexni vektorovy prostor; dalsi mozné zobecnéni zde nebudeme
uvazovat).

Tuto pfedstavu lze zobecnit (zv1a§té na n = o0o) pomoci pojmu vektorového prostoru.
Vektorovy prostor (téz linearni prostor) je definovan néasledujicimi axiomy (u, v, w znaci
prvky vektorového prostoru a a,b € R nebo C):

u+ (v+w) = (ut+v)+w
u+v = v+u

J nulovy vektor 0 : v +0 = v

J opa¢ny vektor —v:v+(—v) = 0
a(bv) = (ab)v
lv = v
alu+v) = au+av

(a+bv = av+bv

Vektory zna¢ime rtizné podle oboru pouziti: v, v, ¥ (zvlasté redlné vektory ve 3D), v, |v)
(,,ket* v kvantové teorii), v; (formélné slozka vektoru, ale 1ze ji nékdy identifikovat s celym
vektorem).

Mnozina vektortt v(?, i = 1..m, je linedrné zavisla, jestlize existuje takova line4rni
kombinace s alespon jednim a; # 0, ktera je nulova:

Z Cli’U(i) =0

Linearné nezavisla mnozina vektort takova, ze pomoci jejich linearnich kombinaci lze vyja-
drit libovolny vektor (z daného linearni prostoru), se nazyva baze. D4 se ukéazat, ze takové
vyjadreni je jednoznacné. Vektor je pak nékdy identifikovan se svymi souradnicemi v; ve
vybrané bazi, v = 3 v;01.

Priklady:

1. Jsou néasledujici vektory v R® linedrné zavislé?

(1,1,1),(1,-1,1),(1,0, 1)

2. Jsou nésledujici vektory v C? linearné zavislé?
(4,1),(L+14,1—1)

3. Priklady v Maple viz mmpcl.mw



1.2 Skalarni soudin

Nés zajimaji predevsim vektorové prostory se skalarnim (téz vnitfnim) soudinem. V R"
se skalarni soucin definuje vztahem « - ¥ = > w;v;, v obecném linedrnim prostoru vsak
nemame zadnou specialni bazi a tedy ani zadné soutadnice. Skaldrni souéin (u,v) se
obecné definuje jako jakékoliv zobrazeni dvojic u, v do R nebo C takové, Ze plati axiomy

(u,v) = (v,u)" (* zna¢i komplexni sdruzeni)
(au,v) = a*(u,v) (ve fyzice)
= a(u,v) (v matematice)
(u+v,w) = (u,w)+ (v,w)
(u,u) > 0

(u,u) =0 = u =0 (nulovy vektor; téz 0, 0 aj.)

Skalarni soucin se znaci uTv, ul - v, ulv, (u,v), (u,v), @- ¥, u - v, (ulv) (bra-ketova

symbolika oblibend v kvantové teorii), u’v; (v tenzorovém poctu), ptipadné obdobné jako
linedrni forma (viz nize).

Ve vyrazech T znadi transpozici: jestlize se v interpretuje jako sloupec ¢isel (sloupcovy
vektor), je vT faddkovy vektor a nasobime ,fddek sloupcem®. V komplexnich prostorech je
I transpozice a komplexni sdruzeni. Dale ,-“ v nékterych zapisech a ,,|“ v bra-ketové notaci
znadi soucet pies jistou dvojici indext, ve vyrazu u'v; se séita pies jeden index nahofe a
jeden dole (Einsteinova sumacni konvence).

Vektory u, v, pro které plati (u,v) = 0, nazyvame kolmé neboli ortogonélni.

Vyraz (u,u)'/? se nazjvda norma' a znaci se |u| nebo ||ul|.

Schwartzova nerovnost (téz Cauchyova—Schwartzova) pravi, Ze

|al|b] > [(a|b)]
Dtikaz (pro nenulové a, b — nulovy p¥ipad je trividlni):?
alb
by :b—<a‘2>a = (alby) =0

Vektor b, je tedy kolmy k a. Vektor b mame tedy vyjadfen pomoci souctu kolmych vektori:

,_ lalt)

a?

a—l—bL

Podle Pythagorovy véty?

v = <‘<a|b>|>2a2+bi > <W>2a2= Kalo)®

a? a? a?

a’b* > |(alb)|”

1V Hilbertové prostoru — existuji linedrni prostory s normou, ale bez skaldrniho soucinu

2Znac¢ime a? = |a?| = (a|a)

3V C musime byt opatrni, protoze (bla)*
((bla)al(alb)a) = [(alb)|*a®

{a|b); specidlng |(a|b)al®* = {((a|b)*a|(alb)a) =



coz jsme méli dokazati. Trividlnim disledkem je trojihelnikova nerovnost,
la +b| < |a| + |b] neboli |z —z| < |z —y|+ |y — 2|

To znamend, ze |a — b| je metrika.

Hilberttv prostor je vektorovy prostor se skalarnim soucinem, ktery je tzv. tplny
(kazd4 Cauchyovska posloupnost? v metrice dané (u, u) konverguje) a obvykle jestés separa-
bilni (prostor obsahuje spoc¢etnou hustou podmnozinu). Kazdy kone¢ny vektorovy prostor
je Hilbertiav. Vyse uvedené podminky vagné feceno znamenaji, Zze nejsou problémy s roz-
sifenim konecnych sum na nekonec¢né, pokud uvazujeme nekonec¢nédimenziondlni prostory.

Priklad. Prace je skalarnim souc¢inem sily a drahy: W = F.3

Piiklad. VInova funkce je vektor komplexniho Hilbertova prostoru; musi platit, Ze exis-
tuje [ |1(7)|?d7 (integrovatelnost s kvadratem). Skalarni soucin je (v braketové notaci)

(0lv) = [ olr) e(r)dr

Ve vyse uvedeném vzorci je obvykle 7 € R**, kde n je podet elektronti, ale pokud uvazujeme
spin, pak mame 2"-tice funkci argumentu z R*" a integrace obsahuje sumy pfes spinové
stavy, coz neni matematicky konzistentni s integra¢ni notaci.

1.3 Ortogonalni baze

Ortogonalni baze Hilbertova prostoru je béze, jejiz vSechny prvky jsou navzéjem kolmé,
ortonormalni baze méa prvky navic normalizované, tj.

p@ . pli) = 5ij
Slozky vektoru v v ortonormélni bazi vyjadiime zvlast snadno,
U1
vi=v-bD = v= Zvib(i) =
Un Jy,
Skalarni soucin dvou vektorti rozvinutych ve stejné ortonormalni bazi ma dobfe znamy tvar

u-v:Zu;kvi

Mame-li bazi b, kterd neni ortogonalni, mifizeme ji ortogonalizovat a normovat Gra-
movym—Schmidtovym procesem, ktery napiseme ve formé algoritmu®

p)  .— b(l)/]b(1)|
p2 .= p®@ _ (b . b(l))b(l)7 p2 .— b(2)/|b(2)|
b® = p® — (O . pM)p® — (p3) L p@)p2) B .= p®) /)|

Pokud v Hilbertové prostoru mluvime o bazi a souradnicich vektoru v této bazi, mame na
mysli zpravidla ortonormalni bazi.
Priklady viz mmpcl.mw

“Posloupnost {u;}3°; je Cauchyovska, jestlize Vd > 0 In : |v; —v;| < d Vi,j >n
5 :=“ je dosazeni, algoritmus vykonavame sekvenéné



1.4 Linearni forma

Linearni forma f pfifazuje vektoru ¢islo f(v) € R, pfipadné f(v) € C. Pro libovolné
formy f, g, ¢islo a a libovolny vektor v musi platit

(f+g)v) = f(v)+gv)
flav) = af(v)

Pro konec¢né n lze formu zapsat jako
i=1

pro nekonecnédimenzionalni prostory mohou byt problémy s konvergenci, az na né je ale
v Hilbertové prostoru linearni forma ,skoro to samé“ jako skaldrni soucin, tedy f(v) =
Zfivi = (f*,’U).

V nékterém kontextu, zpravidla v Euklidovském prostoru (a v tenzorovém poétu), se
pak linedrni forma nazyva kovektor; je-li vektor interpretovan jako sloupec ¢isel (sloup-
covy vektor), pak kovektor je fadkovy vektor, f' (transponovany). Napf. rovina ve 3D
prochézejici poc¢atkem ma rovnici 7 - ¥ = 0, kde 7 je vektor kolmy k roviné a lze jej
interpretovat jako kovektor.

Zépisy skalarnfho souc¢inu pak lze doplnit o f(u) = f*-u = fTu = fiu; (Einsteinova
sumacni konvence = s¢ita se ptes dvojici indexi nahote/dole). V komplexnich Hilbertovych
prostorech mame T misto T.

1.5 Maple

V Maple pti pouziti with (LinearAlgebra) dava funkce Vector (), napt. Vector([1,2,3]),
sloupcovy vektor a pfi nasobeni matice zprava (operétor ,,.“%) vektorem vznikne opét sloup-
covy vektor. Kovektor je fadkovy vektor, ale operator ,,.“ nekonzistentné akceptuje jak dva
sloupcové vektory (pak je vysledek skalarni soucin) tak kovektor.vektor (linedrni forma),
operator ,..“ se rovnéz pouziva k nasobeni matic (kde se fadky a sloupce rozlisuji), ale jiz
nelze nasobit matici kovektorem zprava, tj. pouziva se pravidlo ,fadky nasobime sloupci®.
Transpozice (vektoru nebo matice) je ~+, hermitovsky sdruzena matice je ~*.

2 Ctvercové matice

Ctvercova matice n X m, napf.

All A12 A13
A - A21 A22 A23
A31 A32 A33
miize reprezentovat:
6 .“ = tecka, nutno rozliovat od ,,-“, coz je * ve 2D zobrazeni



e matici koeficientd soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych:

> Ajjz;=0b mnebo A-z=>b nebo Ar=0>b nebo |Alz) = |b)
J

e linearni zobrazeni R" — R" resp. C" — C™:

T — ZAijxj nebo = — A-z nebo x— Azx nebo |z) — |A|z)
J

e matici koeficientii kvadratické formy:

r— Y x;Ajyx; nebo z—a'-A-x nebo x— z'Ar nebo |z) — (x| Alx)
j

e kvadraticky tenzor, napf. tenzor tlaku (napéti) P.

Matice se obc¢as znaci tuéné A, pfip. A (tenzor), jako operator se st¥iskou (121) Co se tyce
konvence nasobeni matice vektorem (= aplikace linearniho operéatoru), ,,-“ & ,|“ se Casto
vynechava. Je vSak (pokud nechceme vSe vypisovat pomoci sum) potfeba rozlisSovat fadky
a sloupce.

V nekonec¢né rozmérnych prostorech jsou ,,matice nekonecné a spis se mluvi o linedrnich
operatorech.

Pokud soustava A -z = b mé feSeni Vb, fikdme, ze A je regularni a feSeni muzeme
napsat ve tvaru

r=A"1b

kde A~! je inverzni matice, A- A7 = A71. A =4, kde § = diag(1,1,...) je jednotkova
matice (identita, Kroneckerovo delta); jiné znaceni je 1, ZT, 1 nebo jen jako &slo 1, dale I,
E, atd.

Determinant matice A je ¢islo definované souctem pres vSech n! permutaci p indext

{1,2,...,n}:
det A = sign(p) [T Aipe)
)

kde sign(p) = (—1)pocet transpozic »  Jiné znaceni je Det A, |A|, ||A]| (pozor na zdménu s nor-
mou matice).
Regularni matice ma det A # 0. Plati

1

det(A - B) = det(A)det(B), det(A™') = det A (

pro regularni matici A)
Determinant diagonalni nebo trojuhelnikové matice je roven soucinu prvkt na diagonéle.

Existuje mnoho numerickych metod pro inverzi matice (zalozenych nap¥. na LU roz-
kladu), ,na papife“ je nejjednodussi pouzit bud Crammerovo pravidlo (do 3 x 3) nebo
Gaussovu eliminaci: Eliminacni operace provadime synchronné na dané matici a na jed-
notkové matici, je to ekvivalentni nasobenim zleva jistou matici; nakonec znasobime zleva
diagonalni matici, abychom dostali vlevo 9.

Piiklady. Vypoctéte sign(2,3,1) a sign(n,n — 1,n—2,...,2,1).



Ortogonalni’ (v R) nebo unitarni (v C) matice mé4 vSechny fadky i sloupce norma-
lizované, rizné radkové i sloupcové vektory jsou kolmé:

> UjUj =6 nebo UT-U=4
J

Tato matice je regularni, plati U~! = U'. Determinant ortogonalni matice je +1 nebo —1,
pro unitarni matici plati | det U| = 1. Linedrni zobrazeni x — U -z v R" pfedstavuje rotaci
v n-dimenzionalnim prostoru okolo po¢atku (pro det U = 1), resp. rotaci a zrcadleni (pro
detU = —1).

Priklady viz mmpcl.mw

2.1 Vlastni vektory a c¢isla matice

Vlastni vektor a vlastni ¢islo matice A jsou definované vztahem
A-v=XM neboli (A—XN)-v=0
Druhou rovnic lze splnit (pro nenulové v), pouze kdyZ matice A — \J je singularni, tedy
det(A— X)) =0 (1)

To je algebraicka rovnice n-tého stupné, kterd ma n kofent (v¢. ndsobnosti).

Nejcastéji se setkate s redlnymi symetrickymi (A = AT neboli A;; = Aj;) resp. kom-
plexnimi Hermitovskymi maticemi (A" = A neboli Aj; = Aji); oviem kazda symetrickd
matice je také Hermitovska. Napt. matice (vaZenych) druhych derivaci potencialu pro vypo-
¢et fundamentalnich vibraci je symetrické, operatory odpovidajici pozorovatelnym v kvan-
tové teorii jsou ¢asto® Hermitovské.

Vlastni ¢isla Hermitovské matice jsou realna . Dokazeme to snadno tak, Ze rovnici
A-v = v resp. |AJv) = Mv) znasobime zleva v*T = vf = (v|:

vl Ay = S wfAv; =Y vy = Aol
ij i

*
- ZU:A;in = ZUJ‘A;W: = (Z U;Ajivi) = Xv]?
1) 1] )

Tedy A=)\ = A eR.
Vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim c¢islim Hermitovské matice
jsou kolmé. Dikaz provedeme v bra-ket notaci; mate-li pochyby, rozepiste si vyrazy po-

moci sum. Zprava:
<v(2)|A|v(1)> — <U(2)|)\1U(1)> — /\1(1)(2)|v(1)>

a zleva

(v(2)]A\v(1)) — <v(2))\2|v(1)> — )\;‘(U(Q)]v(l)>
coz miize zaroveti platit (pro A\; # \y), pouze kdyz (v(V|v(®)) = 0. Pokud je k vlastnich &isel
stejnych (degenerovanych), tvori vlastni vektory k-dimenzionalni podprostor, ve kterém

"Logi¢t&jsi termin ortonormalni se nepouziva
8V nekonec¢nédimenzionalnich prostorech musim jesté zajistit konvergenci.



Obrazek 1: Kvadraticka forma 22 — 4zy + />
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muzeme vybrat ortonormalni bazi z k vektori. Symetrickd nebo Hermitovska matice tedy
generuje ortogonalni bazi z n vektort v, Miizeme ji ortonormalizovat (misto v(*) vezmeme
v® /oW, coz je také vlastni vektor).

Podobné tvrzeni (zvané spektralni teorém) plati pro tzv. kompaktni operatory v oo-
-dimenzionalnim Hilbertové prostoru. Takovy operator musi byt jesté o néco ,lepsi“ nez
omezeny (tj. zobrazujici omezenou mnozinu na omezenou mnozinu — neprodukujici neko-
nefna), musi omezenou mnozinu jesté trochu vic ,splacnout”. Lze si jej zhruba predstavit
jako limitu posloupnosti matic se zvétsujici se velikosti s tim, ze fadky a sloupce pridané
k dalsimu ¢lenu posloupnosti jsou vzdy ,,mensi a mensi“.

Pro tplnost jedna z ekvivalentnich definic: Omezeny operator (v Hilbertové prostoru) je kom-
paktni, jestlize z obrazi libovolné posloupnosti vektort v 1-kouli (tj. {v;}52;, |vi| < 1) lze vy-
brat Cauchyovskou (tj. zde konvergentni) posloupnost. (Z {v;}32; v co-dimenzionalnim prostoru

obecné takovou posloupnost vybrat nelze, takze identita neni kompaktnim operdtorem).
Priklady viz mmpc2.mw
Omezme se nyni na redlné symetrické matice a sestavme matici U ze sloupcovych
normalizovanych vektortt v\, tedy U;; = o7 Protoze v@) - p® = ik, plati (ndsobime
fadky transponované matice (= sloupce) sloupci matice) UT - U = §. Matice U je tedy
orthogonalni. Podminku pro vlastni vektory napiseme maticové

’U(i)T A ’U(j) = U(i)T . >\jU(j) = )\j5ij = UT CA-U=A

kde A = diag(A, A2, ...), Aij = X\;d;; = A\;dy; je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly na
diagonale. Transformovana kvadraticka forma odpovidajici matici A je

gt Az =u" UT AU u=u" A u=> \u?

kde
x=U-u nebo u=U""' =z

V C jen nahradime operéator transpozice * samosdruzenim f. Tedy ortogonalni resp. uni-

tarni transformace U prevadi symetrickou resp. Hermitovskou) matici na diagonalni. Ter-
min diagonalizace matice je tedy prakticky to samé co vypocet vlastnich cisel a vektort.



Priklad. Kvadratickd forma

ma matici

Charakteristické rovnice je

1-x -2 ) o
det< 9 1_/\>—)\—2)\—3

s kofeny A\ = —1, Ay = 3. Vlastni vektory ziskdme feSenim rovnic

1
A’Ul = -V = U1 = <1>

—1
AU2:3U2 = 1)2:<1>

Po normalizaci

o= (e e )

To je matice rotace o 45°.
[
Signatura kvadratické formy resp. symetrické matice je dana poc¢tem kladnych, zapor-
nych a nulovych vlastnich ¢isel v diagondlnim tvaru (na potadi nezalezi). Napf. signatura
formy z pfikladu je (+, —) resp. (ny,n_,ng) = (1, —1,0).
Signaturu kvadratické formy lze pouzit k stanoveni typu extrému funkce. Pro funkce
f(z;) se spojitymi druhymi derivacemi je podminka extrému

of
0@» N

0,:=1,...,n

Je-li tato podminka splnéna pro n&jaké 2°, je Taylortv rozvoj funkce do 2. fadu v minimu

a2

8%2‘1']' \xi:x?

Fle) = ) + 5 Xl — DAy — 2, Ay

Je-li signatura matice A rovna (n,0,0), tj. samé +, pak matice resp. forma je pozitivné
definitni a funkce f ma v bodé zy lokalni minimum. Je-li signatura matice A rovna (0, n,0),
tj. samé —, pak matice je negativné definitni a funkce f ma v bodé x( lokalni maximum.
Obsahuje-li signatura signatura + i —, je matice indefinitni a funkce f ma v xzy sedlovy
bod.

Jiné kritérium typu extrému je Sylvestrovo. Poc¢itame subdeterminanty det |A4;;|; j—1,
det ’Aij|i,j:1“27 det |Aij|z',j:1..3~ Jsou-li VéGCth kladné, je v bodé Zo mlnlmum, Stfidaji—ll Se
znaménka v poradi —,+, —, ..., je v bodé xy maximum.



2.2 Aplikace — fundamentalni vibrace molekuly

Necht PES (plocha potencialni energie, Potential Energy Surface) ve tvaru Upo(7), 7 =

{71, ..., TN, }, nabyvd minima pro 7y, vychylku od minima oznaéme AT = 7 — Tpp,.
Rozvineme PES do 2. fadu v minimu:
oU. t L1 _ 0?U,o .
) Uyl + 5 8 - L 57 20
i 0T

Newtonovy pohybové rovnice jsou

. 32 -
mr; = =fi= Z Aij AT
J

kde P2
A — pot
i arza—» ( mln)7

Ar; =17 — 7§, min

V maticovém zépisu (vektor ma 3N slozek a matice jsou 3N x 3N) piejdou Newtonovy
rovnice na

M- A7 =—A- A7, kde M = diag(my, my,my,...,my, my, my)
Hledame transformaci (bazi) ve tvaru
Ar=M"'?.U u
kde U je ortogonalni matice. Po dosazeni:
M-M'?U - i=-A-M"'".U-u
Zleva znasobime M~Y2. U1
i=-Au A=U"'- MV . A M'?.U
Najdeme matici U tak, ze A = U™' - M~Y2. A. M~Y? . U je diagonalni, to jest

diagonalizujeme matici

A = M—1/2 A M—1/2
neboli nalezneme jeji vlastni ¢isla a vektory. Newtonovy rovnice se ndm rozpadnou na 3N
nezavislych harmonickych oscilatort:

by = —Baalla, a=1,...,3N

Frekvence jsou

Aaa
2
Fundamentélni pohyby jsou kolmé, nebot A’ je symetricka.

Vo =



Piiklad. Dvé ¢astice o hmotnosti m spojené pruzinou na pfimce

K K/m —K/m

S = = (B ) B dugen/mo)

Upot = 9

Frekvence jsou

B V2K /m

n= (sym. stretch), o =0 (transla¢ni pohyb)
7r

Vlastni vektory (nenormalizované) jsou:

() o)

—r¢ ——

2.3 Aplikace — Soustava homogennich linearnich diferencialnich
rovnic 1. fadu

je soustava

jjl = Allxl + A12$2 +-- + Alnl’n
: t=A-zx (2)

j;n = Anlxl + An2x2 + + Annl‘n
kde tecka znaci derivaci (napf. ¢asovou) a z je vektor n funkci proménné ¢. Snadno ovéfime,
ze jedno z n linedrné nezavislych feseni je

At

T =e"v,

kde v je vlastni vektor matice A:
A-v=MN

Pro reélné koeficienty A;; jsou vlastni ¢isla A bud realna nebo se vyskytuji v komplexné
sdruzenych parech. Jsou-li vSechna vlastni ¢isla rizna (nedegenerovana), mame n linedrné
nezavislych feseni a obecné Teseni lze zapsat pomoci n konstant jako

=Y CreMu, (3)
Y

kde neznamé hodnoty C'\ se urc¢i z pocatecnich podminek, které jsou typicky ve tvaru
(vektorové) z(0) = xo.

Je-1i vlastni ¢islo A k-krat degenerované, pak prislusnych k ¢lent z (3) nahradime soué-
tem

k
i=1
kde vy i, je libovolna baze podprostoru piislusného k ¢islu A.

Soustava (2) je ekvivalentni jedné homogenni linearni diferencialni rovnici n-tého fadu,
jeji charakteristickéd rovnice (algebraicka rovnice n-tého stupné) je ekvivalentni rovnici (1).

10



Priklad.

'%":y7 y:—l'

0 1 )
AZ(—l O) = A=44

z ¢ehoz spocteme vlastni ¢isla a vektory:

matice soustavy je

Obecné feseni je
Cﬂ]ielt + C'_Z-v_ie_“

neboli po slozkach

= iC’ie” + C_ie_’t
= Cie"+iC_ie"

Pro poc¢ateéni podminky x(0) = 1,y(0) = 0 najdeme iC; = C_; = 1/2, nacez
x = cos(t), y = —sin(t)

I =—x

coz je rovnice pro harmonické kmity:.
Priklad viz mmpc2.mw
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