Statisticka termodynamika (mechanika)
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Makroskopické velic¢iny jsou vysledkem
zprmérovaného chovani mnoha &astic

Ekviparti¢ni teorém - priklad 70275

Vypocttéte Cpm pro dusik a vodni péru.
N2: Cvm = 3R, Cpm = Cvm + R = 3.5R = 29.10JK~1 mol~?
H20: Cym = SR, Cpm = Cvm + R = 4R = 33.26 K~ 1 mol~!

Experiment: N2 (300 K): 29.12 )K= mol~1 6 : : .
H20 (500 K): 35.22) K~ mol~1

—— Shomate eq. by NIST
* Engineering toolbox
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Tlak idedlniho plynu z kinetické teorie 1 107 Pevné latky 107
Molekula = hmotny bod (jednoatomovy ideaini plyn, perfect gas) L klasickd mechanika: %R za kazdy kvadraticky stupen volnosti
N molekul o hmotnosti m; v krychli o hrané L o .
Rychlost molekuly i je Vi = (Vix, Vi, Vi z) @ 3 za kinetickou energii
g°d°drha,2w VLX,—d'—‘t’gx o2y y @ 3 za potencialni energii harmonického oscilatoru
odruhé narazi do stény za t = 2L/vjx )
Sila = zména hybnosti za jednotku ¢asu Dulong-Petit (1819): Cym = 3R Cy
Hybnost P = mv prean . .
Zména hybnosti = APy = 2mi‘/(’,x X - ‘ Dulong and Petit prediction
Pramérna sila zplsobend narazy jedné molekuly: pouzivédme 7] ad | Alminum i
_ APy _ Zmivi,x _ mivizlx k|aSICk0§.I SRi2 Diamond
Fix= T vl s L mechaniku
Vix 2R
Tlak je sila ode vsech N molekul délena plochou
ZN F; ZN miv2 IR
_ 4i=1"ikx 41" x
B E] K
Kinetickd energie jedné molekuly je Ri2
1 1 1
1912 = v = —p(v2 2 2
5m1|VL| = mivi = Em‘(vi,x +VE, V) o W0 A0 60 80 100 T
AT - Bt - 3/25 - R - 8/25
Tlak idedlniho plynu z kinetické teorie 2 107 Mikrostav, makrostav, soubor, trajektorie 107
Kineticka energie plynu = vnitfni energie (pro jednoatomovy plyn) @ mikrostav (stav, konfigurace) = okamzity stav v daném okamziku

1y , 3 )
Ekin:}Zmi"i =§Zmi"i,
i=1 i=1

N 2
i=1MVix _ EEkin
L3 3V

Jinak napséano
2 )
pVvV = gEkin =nRT

=> kineticka energie idedIniho plynu je empirické teplota

X

Teplota je mirou kinetické energie

Predpoklady:
@ Tlak je vysledkem zpriimérovanych nérazd molekul
@ Pouzili jsme klasickou mechaniku

@ Kvantové efekty za nizkych teplot: p < ”GT pro bosony, p >

kvantové = vlastni stav (vinova funkce ¢)
klasicky = polohy a rychlosti vSech ¢astic v daném okamziku®,
g=(....7Nn, V1..., VN)
@ makrostav = zprimérovany makroskopicky projev véech mikrostav(i
@ soubor = mnoZina mikrostavi s pravdépodobnostmi m(¢) (nebo p()),
se kterymi se vyskytuji
@ trajektorie = zdznam vyvoje mikrostavu v &ase (¢(t))
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mikrostav makrostav  soubor trajektorie

“presnéji hybnosti - o divodech mozna pozdéji. Stavil je o, proto se pracuje s hustotou pravdépodobnosti stavd
pW)=p(r,..., Pn. P, ... Pn)

Dusledky

Stavové rovnice: N =nNa
pV =nRT = NkgT

téz termicka stavova rovnice

Energie:

U=E 3nRT 3Nk T
= Ekin= 2 =3 B
téz kalorickd stavova rovnice = vnitfni energie
kde jsme zaved|i Boltzmannovu konstantu:
R

kg = —
B=Na

0Od 20.05.2019 je definovano

kg = R/Na=1.380649x1023JK"1,
Na =6.02214076x1023mol"1,

a tedy presné

R =8.31446261815324 Jmol~1K~1

"GT pro fermiony (projevi se v B)
4/25
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Ludwig Eduard‘BoItzmann (1844-1906)

credit: d.wolfr: i

(obé stavové rovnice budeme po-
tfebovat pro zavedeni entropie)
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Mikrokanonicky soubor a ergodicka hypotéza 107

Mikrokanonicky soubor = soubor mikrostavd v izolovaném systému (ktery se dlouho vyviji v ¢ase);
ozn. NVE (N = const, V = const, E = const)

Ergodicka hypotéza je zakladnim postulatem statistické termodynamiky:

£ 1 v < o for me:
@ .Kvantova“ formulace: m(y;) = const=W (W = pocet viech stav(i) e NVE ensemble
rrr smaller balls
@ .Klasick&"” formulace: trajektorie prochazi prostorem ,stejné husté“’ ¢ trajectory
3

Jinymi slovy:
Casové stredni hodnota

1t
=(X)t= lim 7J X(t)dt
tooo t Jo
= souborova stfedni hodnota
1
=(X)=—> X
) szj (2}

pro veli¢inu X = X(¢), kde ¢ = ¢(t)

Ipfesnéji tzv. fazovym prostorem {(7y, ..., Pn, P1....Pn)}

- (7 2 5/25 > P’ . [ & 10/25
Ekviparticni teorém 107 Stredni hodnota v mikrokanonickém souboru 107
Pro jednoatomovy idealni plyn jsme spocitali:

2y XW)
0 ==t

U=E 3nRT 3NI<T
= Ckin = > =3 B

Vyraz Eyjn je slozen z f = 3N ¢lend tvaru %mivfk, kde k € {x,y,
f = poéet mechanickych stupni volnosti.
V priiméru na kazdy stupen volnosti pfipadé energie
Eyi 1
SLI —kgT
f 2

Tepelnéa kapacita v molarnich jednotkach (N = Na):

aU OEki 1 afkeT 3
Cvm= (_) = ( km) =2 (f_B) = Naks
oT)y ot Jy 20T Jy 2

Rozsiteni:

z}.

pocet stupid volnosti na molekulu

3
=ZR
2

@ Linedrni molekuly: + 2 rotace, fmolek. = 5, Cvm = %R (ale: vodik, CO3)

@ Malé nelinedrni molekuly: + 3 rotace, =6, Cym=3R
Yy molek.
@ Vibrace klasicky: + 2 za kazdou (i za Epot) — nepiesné!

w

Priklad. Vyhravavate $5, hodite-| prohravate $1, padne-li cokoliv jiného. Jaka je stfedni (oce-

kavana) vyhra?
’ 1 1
(vyhra) =6X $5+5><g><(—$1)=0

V mikrokanonickém souboru Ize vybudovat celou termodynamiku.
Ale s T = const to jde jednoduseji.




Chceme konstantni teplotu: kanonicky soubor

0Ozn. NVT (N = const, V = const, T = const)
Ergodicka hypotéza: n(y) = n(£(¢)) E3 [Yo]¢r0[¢n[¢12][¢13]Yra] 5]
Ea+ Eg = Ep+B (neovliviuji se) E2 [§a]Us[Ve]97]vs]
n(E) = pravdépodobnost kteréhokoliv £ [y1[¢]y5]
stavu o energii E Eo [¢o]

M(EA) - M(EB) = M(Ea+B) = M(EA + EB)

= m(E) = constf = exp(a;— BE)
@ 0. véta = S je empirické teplota
@ q; je normalizaéni konst., aby Zw n(Y) =1, zavisi na systému

Uréeni B: jednoatomovy idedini plyn, na 1 atom U1 = %kBT

_SyEWREWY) [ imvndmi?)dv

. , . [simolant 'IZ]16/25
Barometricka rovnice uo7

...aneb jesté jednou jinak.

Potencialni energie molekuly v homogennim tihovém poli Upot = mgh.
Pravdépodobnost nalezeni molekuly ve vysce h za teploty T:

UpOt) ( mgh) ( Mgh)
=—exp|—=— | =exp| ——
kgT kgl RT

Mgh
P =poexp (—7)

LS exp(—

Pravdépodobnost o hustota o tlak:

RT

Stejny vzorec dostaneme i z podminky mechanické rovnovahy + stavové rovnice idealniho plynu:
Mp

dp =—dhpg = —dh—
P =) RTg

(U1) = = —— p h
>y mEW)) [nGmv2)dv f d__ j an1e
31 1 po P o AT
Po vypoctu: (U1) = 27 = p= kT Z teho? Ize ,odvodit” Boltzmannovu pravdépodobnost
v . [start /homejjiri/vyuka/maple/beta.mw] 12/25 . [cd ../simul/nmf/; blend -g butanr\]u/zs
Urceni B8 + o7 Boltzmannova pravdépodobnost 107

1020102y 4o
(1) = Jr3 3mV2a(3mv2)dv
[p3m(Gmv2)dv

_1 2 _1 2 _1 2
S [ [ 3m(V2 + V2 + V2 e P M Ydvye P dvy e 2P Vi,

_lgmy2 —1gmv2 _lgmy2
o2 % e 2PMVL gy, e 2P vdvy e 2PMV:dv,

1 2 _1 2 _1 2
f_oomf,wwffooo% vie FMdvxe 2ﬁmvyd‘/ye PMVzdv,
=3

_1gmy2 —igmv2 _lgmy2
ffowffowfjome PMVidvye 2P vdvye 2PMVidv,

1 2 1
S %mv)z( e 2P MVidvy 2 3
-3 — =3 = ke
e, e~ 2P MVidvy

)
T

Pouzili jsme Gaussuv integral: J e gy = \| = (where a = %Bm) a jeho derivaci podle parametru a:
a

*® d (® d [m 1 [n
.I x2emdx = —— e @Gy = ——\[— = —\[—
—c0 da )_w daVa 2a\a

Priklad. Energie gauche konformace butanu je o AE = 0.9 kcal/mol vyssi nez anti. Odhadnéte,
kolik % molekul je v gauche konformaci za teploty 272.6 K (bod varu). (1 cal = 4.184 J)

Reseni.
Gauche stavy jsou dva, zatimco anti jen jeden!
n(gauche+) = m(gauche—)
m(gauche) : m(anti) = exp[—AE/RT] = 0.1899

2m(gauche) + m(anti)=1 < m(gauche) = 0.1899m(anti)

1 1

n(anti) = =
2exp[—AE/RT]+1 2x0.1899+1

=0.725

2 exp[—AE/RT] 2x0.1899
2 m(gauche) = = =0.275
2exp[-AE/RT]+1 2x0.1899+1 ~—

Pozn.: Pfedpokladali jsme, Ze ob& minima jsou dobfe separovéna a jejich tvar je stejny. PFi pfesn&jsim vypoctu nutno
misto AE uvazovat zménu Gibbsovy energie, AG. Ta v sobé jiz zahrnuje jak faktor 2 tak rozdilné vibrace obou stav(.
Dostaneme vlastné rovnovahu

anti — gauche, K =exp[—AG/RT]
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Urceni g + “67 Termodynamika “(/)7
Vnitini energie
© 1 o5 —igmv2
smvie 2 xdv; 1 1
Jo3 € x_ 1l U= ewmw)
foo e—jﬁmvidvx 28 2 v
—00
Mald zména této veliciny je
B - U =2 (W) dEW) + D dm() - £¥)
(=" [ 4
> '!nt(1/2*m*(vx/\2)*exp(—beta* xAZ/_Z),. \{x:—'ir]f'ir.rit.y. infinity) / dE(¢): zménila se energeticka hladina
;2:5;:5;';5?::;:3?("XAZ))’ vx=-infinity..infinity) dm(¢): zménila se pravdépodobnost vyskytu stavu ¢
1 Prvni + druhy zékon:
| 2B dU=—pdV +Tds
>
- @ —pdv
4Pist” o plose A posuneme o dx. Zména energie = d£(¢) = mechanicka prace = —Fdx =
a —F/A-d(Ax) =—p(y)dV
ap e [ TR [T 567 [T p(¥) = ,tlak stavu ¢“, tlak = p = Zw w(Y)p(y).
@ 7ds
Zména ni(¢) [V] = zména zastoupeni stavl s rliznou energii = teplo
. L, . L, 14/25 . - [jkv p\L/Bu\LzmdnnTomb.Jpg|19/25
Stiredni hodnota v kanonickém souboru 107 Boltzmannova rovnice pro entropii 107

Zobecnéni stfedni hodnoty (angl. téZ expectation value):

zwx(‘p)e—ﬁé‘(w

- = —BEW) =
= %xw)n(swn = %xw)e" )

Boltzmanniiv faktor: e~¢(¥)/kel

Priklad. Vyhravavéte $5, hodite-li €3, prohrévate $1, padne-li cokoliv jiného. Ale pfedem jste
kostku navrtali a pod (= (na opa&né strané nez () jste umistili olfivko. Pravdépodobnosti jsou
() =0.2 a (@) = n(O) = n((I) = 7(E) = n(I) = 0.16. Kolik je nyni stiedni (ocekavand) vyhra?

Pozn.: 5x 0.16 + 0.2 = 1 (normalizace)

] &) & &) ]
(win)=-1-0.16—1-0.16—1-0.16—1-0.16—1-0.16+5-0.2=0.2

...aneb druha polovina statistické termodynamiky

1/ksT

n(EW)) = expla—peW) © 5T ey =kaTla—Inm(@)],  ldn(y)=0
[

Sdn(@)e) = > du(y)keT[ai— In ()] = —keT Y dm(y) - In(y)

v v v
=—kgTd [Z n(y)In n(w)}
v

Porovnanim s TdS:

S=—kg y m(y)Inm(y)
[

credit: schneider.ncifcrf.gov/
images/boltzmann/
boltzmann-tomb-8.htm!

1/W pro E=E(Y)
0 pro E #£(Y)

Mikrokanonicky soubor: m(¢) = {

Uvazujeme-li  pre-
Boltzmannova rovnice: S=kginW chody mezi stavy,
Ize odvodit i % >0
Vlastnost: S142 =S1+ Sz = kg In(W1W3) = kgIn(W14+2) (H-teorém)
v 15/25 o L z . 20/25
Boltzmannova pravdépodobnost 107 Boltzmannuv H-teorém (2. zakon termodynamiky) + 07

...aneb prvni polovina statistické termodynamiky.
Pravdépodobnost nalezeni stavu s energii £ je Gmérna

m(€) = const - exp [—g] = const - exp (—ER—:)
B!

Priklady:

@ bariéru (aktivaéni energii) E* prekond ~ exp(—g—;) molekul
= Arrhenidv vztah

E*
k=Aexp (_ﬁ)

@ energie potfebné k preneseni molekuly z kapaliny do péry je AyypHm (na mol), pravdépodob-
. O, AvypH

nost nalezeni molekuly v péie je tmérna ~ exp(— e n
(integrovany tvar)

AyypHm (1 1 )] ( AvypHm)
=poexp|—————|=——]|=const: exp|———
P=po p[ R T To P RT

) = Clausiova-Clapeyronova rovnice

Fermiho zlaté pravidlo pro pravdépodobnost pfechodu stavu ¢ na ¢ zplsobenou poruchovym
Hamiltonidanem Hpert (v izolovaném systému):

d — 2
y =W(g-y)= 7"|(¢|Hpert|w)|2pﬁnm = WY~ 9)=Wyp
Zména zastoupeni stavu ¢ (master equation):
d
Z(tw =D mOW( — )= (W) D WY — $) = > Wyl 1($) — ()]
¢ ) ¢

Rychlost zmény entropie:

ds d
5= ke LW InTW) = —ks D Inw(W) D Woylm(9) - m(¥)]
v [ ¢
Trik: zaménime ¢ « ¢ a setteme: Loschmidtav
paradox:
95 _ke _ _ Ireverzibilita
dt ~ 2 %Ww[mn(m In(1n(@)=m(§)] 20 z reverzibilnich

mikroskopickych

entropie izolovaného systému neklesa Zen
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Matematicka rozcvicka an Informacni entropie DNA ar “67
Budeme potfebovat Stirlingtiv vzorec': InN!~NInN— N Za piedpokladu zcela ndhodného uspofadani pard bazi.
Na jeden par bazi: kgIn4, na 1 mol parQ bazi: RIn4. : gyd,ogen
- v xygen
N InNt  NInN—N Odpovidajici Gibbsova energie (pfi 37 °C): g © Nirogen
100 |363.74 | 360.52 . 5 S
10000 | 82109 | 82103 AG=—RTIn4 =-3.6kmol :
Odvozeni: Zachovani radu (informace) néco stoji
N N " Pro srovnani: ATP — ADP o
InN!=ZIni::j *Inxdx P2 es[xln)(—x]’l"=NInN—N+lz.NInN—N —standardnl’:ArG‘r;=—31kJmo|—1 gl
i=1 1 - za béznych podminek v buiice: A{Gm = —57 k) mol—1 E%
1 1 1 Landauerv princip:
Presnéji: InN!aSygmt NINN—=N+In V271N + —— ERETYTTTIN andauerdv princip
12N 360N 1260N Jakékoliv logicky nevratna operace, jako vymazani bitu,
je doprovézena zvy$enim entropie minimalné o kgIn2 Fyrmidines;  Furines
na bit v téch stupnich volnosti systému (zafizeni zpra-
covavajicim informaci nebo okoli), které nenesou informaci. html
» i Na zpracovani bitu informace za teploty T musime vynaloZit praci aspon kgT In 2.
fJames Stirling; motor: Robert Stirling V biologickych systémech 104 az 107 kgT [Bryan, Machta: PRL (2023)]
A7 13 . 22/25 . S (7 25/25
Idealni roztok ze statistické termodynamiky “é7 Termodynamika - dokonceni + ug7
Substitu¢ni slitina e a U
Stejna energie a velikost soused(i e-o = e-o = o-o S=—kg Y. m(y)a—pEW)] =— (kBOf— 7)
(energie vSech usporadani je stejna) v
Smichédme N1 molekul latky 1 a N molekul latky 2: dostaneme Helmholtzovu energii:
N N! Uu-T71s F
W=( )=— WSl a=——"=—— = F=—kgTIn|> e FW)
N1 N1!INp! ke keT B Zw:
S = kgInW=kg(InN!— InN71!— InN3!)
~ kp(NINnN—N—N1InN1+N1—NzInN3+ N3) [...] = kanonicka parti¢ni funkce = statisticka suma (Q nebo Z)
= ks((N1+N2)InN—N1InN1—N2InN3) Interpretace: pocet ,dostupnych” stavil (nizkoenergetické snadno, vysokoenergetické nesnadno)
= ks(N1 InN7VN1 InN1 7\IN2 InN—=N2InN2) Vechny rovnovazné veli¢iny umime z F (dF = —pdV — 5dT):
1
= —kB(Nlan+N2|nWZ) oF
p=-— = F+T
= —kgN(x1Inx1+ x2InXx2) oV v *Ts
oF H = U+pV
- S = — =
Sm=—R(x1Inx1 + X2 Inx2) Srov. sS——kBZw:n(w)lnn(w) o G = F+pV

Rezidualni (konfiguraéni) entropie krystalti za T — 0

Krystal: 1 stav = S=kgIn1 = 0 (tfeti zdkon termodynamiky)

Naruseni: CO, N0, H20.
Pfisné vzato nenf v rovnovaze, ale energetické bariéry
jsou prilis velké - stav ,zamrzne*

Rezidualni entropie krystalu CO za 0K
Sm=kgIn2VA=RIn2

Rezidualni entropie ledu za 0 K
Sm=kgIn1.507MA =3.41)K~1 mol—1

Paulingovo priblizné odvozeni:

@ 6 = (3) orientaci molekuly

@ ale pak je vazba s pravdép. % Spatné

@ v molu je 2Np vazeb

N,
@ = Sm=ksln (262—,\,1) =3.37)Kk" 1 mol-?

[traj/ice.sh]33/25
uo7

credit https://www.
notablebiographies.com/
Ni-Pe/Pauling-Linus.html




