Statisticka termodynamika (mechanika) 11/0275

Makroskopické veliCiny jsou vysledkem
zprimeérovaného chovani mnoha c¢astic




Tlak idealniho plynu z kinetickeé teorie 1

Molekula = hmotny bod (jednoatomovy idealni plyn, perfect gas)

N molekul o hmotnosti m; v krychli o hranée L
Rychlost molekuly i je V= (vix, Viy, Viz)

Po odrazu: vix — —V; x

Podruhé narazi do stény za t = 2L/v; x

Sila = zmeéna hybnosti za jednotku Casu
Hybnost P = mv

Zmena hybnosti = APx = 2m;v; x

Prumérna sila zplsobend narazy jedné molekuly:
2
APx — 2mvix szl-X
Fix=—— '

t  2L/Vix L
Tlak je sila ode vsech N molekul délena plochou
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Tlak idealniho plynu z kinetické teorie 2 or

Kinetickd energie plynu = vnitrni energie (pro jednoatomovy plyn)

1 N ; 3 N ;
Fun= 2 > ma? =2 > m,

—
N 2
. 2ui=1MiVix _ 2Ekin
- L3 3V
Jinak napsano
2

PV = SEiin L ART

= kineticka energie idealniho plynu je empiricka teplota

Teplota je mirou kinetické energie
Predpoklady:
@ Tlak je vysledkem zprumérovanych narazi molekul

@ Pouzili jsme klasickou mechaniku
& Kvantové efekty za nizkych teplot: p < ﬂ pro bosony, p > ﬂ pro fermiony (projevi se v B)



Dusledky 1/02;

Stavova rovnice: N =nNp
pV =nRT = NkgT
téz termicka stavova rovnice

Energie:
_ 3n 3N
U = Eipn = ?RT = 7/<BT
téz kaloricka stavova rovnice = vnitrni energie
kde jsme zavedli Boltzmannovu konstantu:

« R
B = Na
Od 20.05.2019 je definovano A
kg =R/Np=1.380649x10~23)K1, Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906)
NA — 6 02 2 1 4076 X 1023 m OI—]_ credit: scienceworld.wolfram.com/biography/Boltzmann.htm|

a tedy presné (obé stavové rovnice budeme po-
R =8.31446261815324 | mol—1 k-1 trebovat pro zavedeni entropie)




Ekviparticni teorém

Pro jednoatomovy idedalni plyn jsme spocitali:

U=E BrUQT' 3NI(T
—kln—2 —28

1

Vyraz Ein je slozen z f = 3N ¢lent tvaru 7mivi2k, kde k € {x,y, z}.

f = po¢et mechanickych stupnu volnosti.

V pruméru na kazdy stupen volnosti pfipada energie
E i 1
kin = “kgT
fo2

Tepelna kapacita v molarnich jednotkach (N = Np):

oU 0Ekin 1 /ofkgl 3 3
ol Jy oT Jy 2 ol v 2 2

Rozsireni:
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pocet stupnit volnosti na molekulu

@ Linedrni molekuly: + 2 rotace, fmolek. = 5, Cym = %R (ale: vodik, CO>)

@ Malé nelinedrni molekuly: + 3 rotace, fmolek. = 6, Cvm = 3R
@ Vibrace klasicky: + 2 za kazdou (i za Epot) — nepresné!
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Ekviparticni teorem - priklad 107

Vypoctéte Cpm pro dusik a vodni paru.
N2: Cym = 3R, Cpm = Cym + R = 3.5R = 29.10J K~ mol~!
H20: Cym = 2R, Cpm = Cym + R = 4R = 33.26) K~ mol~!

Experiment: N> (300 K): 29.12)K—1 mol—1 6
H>0 (500 K): 35.22J K~ 1 mol~!

— Shomate eq. by NIST
| e Engineering toolbox

Com/R
(63

|lzobaricka molarni tepelna kapacita vodni pary - —» —
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Pevne latky 107

klasicka mechanika: %R za kazdy kvadraticky stupen volnosti
@ 3 za kinetickou energii

@ 3 za potencidlni energii harmonického oscilatoru
Dulong—Petit (1819): Cym = 3R Cy

TRI2 - Dulong and Petit prediction

Aluminum
Silicon

Imamond

l | 1 | l T[]{}




Mikrostav, makrostav, soubor, trajektorie

@ mikrostav (stav, konfigurace) = okamzity stav v daném okamziku
kvantove = vlastni stav (vinova funkce ¢)

klasicky = polohy a rychlosti vSech castic v daném okamziku®,

Y =(r,..

LN, V..., VN)

@ makrostav = zprimérovany makroskopicky projev véech mikrostavu

@ soubor = mnozina mikrostavli s pravdépodobnostmi mt(¢) (nebo p(y)),
se kterymi se vyskytuji

@ trajektorie = zdznam vyvoje mikrostavu v ¢ase (¢ (t))

mikrostav

makrostav
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soubor trajektorie
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*presnéji hybnosti — o ddvodech mozna pozdéji. Stavl je oo, proto se pracuje s hustotou pravdépodobnosti stavi

p(¥) = p(r

-----

Pn).
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Mikrokanonicky soubor a ergodicka hypoteza 1107

Mikrokanonicky soubor = soubor mikrostavud v izolovaném systému (ktery se dlouho vyviji v ¢ase);
ozn. NVE (N = const, V = const, E = const)

Ergodicka hypotéza je zakladnim postulatem statistické termodynamiky:

1 . . ° for me:
@ .Kvantova“ formulace: m(y;) = const = e (W = pocet vsech stavu) e NVE ensemble
rrr smaller balls

c trajectory

@ .Klasickd“ formulace: trajektorie prochazi prostorem ,stejné husté“!

Jinymi slovy:
Casova stiedni hodnota

\
\ !
.
N, AT\ Sl
I S
by ."’.

1 t i:.:

. LA

= (X)t = lim —J X(t)dt i

t—oo t Jo »: RN\ l'@\!i

, v , VAV - g . e ;"-a.;_“m(!;‘,f 4 :? 5

= souborova stredni hodnota A\ 22 e ;. i_él;" =
“ -=A j‘._ % X ‘,'-.H i ‘-—-—-" ' ¥

1
= (X) =2 X
Y]

pro veliCinu X = X(¢), kde ¢ = ¢(t)

fpfresnéji tzv. fazovym prostorem {(F1,..., N, P1...,Pn)}
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Stredni hodnota v mikrokanonickém souboru 1107
2 X))
==

Priklad. Vyhravavéate $5, hodite-li 3, prohravate $1, padne-li cokoliv jiného. Jakd je stfedni (ole-
kavana) vyhra?

1 1
(vyhra)=gx$5+5xgx(—$1)=0

V mikrokanonickém souboru lze vybudovat celou termodynamiku.
Ale s T = const to jde jednoduseji.
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Chceme konstantni teplotu: kanonicky soubor 107
Ozn. NVT (N = const, V = const, T = const) Ted e %e e e hermostat,
Ergodicka hypoteza: m(¢) = n(E(¢)) Es (Yo Uro[Um[Vna[Una]Unaldns] [roe o oet et U St n
Ea+ Eg = Epa+B (neovliviuji se) Ex[Wals|ve|y7|vs St A R R
n(E) = pravdéepodobnost kteréhokoliv Eqiluq|us|us ..’o'.'o} ::'.':. 0: .°.°: .::°,°.°
stavu o energii E Eo [Wo :,-5: EIIOVEETY co’se

n(Ep) - m(Eg) = m(Ep+B) = M(EA + EB) Ce® 0’0, 0,0%02 000

= 1(E) = constf = exp(a;— BE)

@ 0. véta = B je empiricka teplota

@ o; je normaliza¢ni konst., aby Zl/f n(Y) = 1, zavisi na systému

Urceni B: jednoatomovy idealni plyn, na 1 atom Uy = %kBT

DY EWNEW) [ smV2iu(zmy2)dv

Uq) = —
il > TEW)) [ m(zmv2)dv
o 31 1
Po vypoctu: (Ug) = 2B = B= P
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Uréeni B + o7
1 =2 1 -2y 1=
1) [r35MV4M(5MV4)dV
1 —_—
[r3 M(3MV2)dV
1 2 _1 2 1
f_ f_ o m(v>2<+v}2/+v2)e_?ﬁmv><dv e 2Bmvydv e_fﬁmvgdvz

1
f_oof_oooof_oooo e_iﬂmvxdv e —2hm ydv e ZBmVZde

f_ [2,5 smvZe” MV vy e ~2Bm de e"2PMV2 4y,

f_oof_oof_oo 2BmVZ xdvy e —3Bm de e 23szde

2 1,1 m
f_oozmvze 2BmV xd vy 2m2%/3m lgm 31 3I< .
=3 f e—j,Bmv dv =3 11T _EE_E B
— X 5Bm

0]
vere s o .« . —ax2 ,‘ n . L
Pouzili sme Gaussuv integral: J e”X"dx =\|— (wherea= %Bm) a jeho derivaci podle parametru a:
a

—00

= d (*® d [m 1 [m
f x2e~ 0 qx = — e—axzdx=__\|_=_\‘_
o da )_« daVa 2a\Na



v - 13/25
Uréeni B + 07
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Stredni hodnota v kanonickém souboru 1107

Zobecnéni stredni hodnoty (angl. téz expectation value):

wa(q,)e—ﬁf(t/!)
Z‘/’ e—BEY)

(X) =D X(W)m(EW)) = D X(p)e?FEW) =
g g

Boltzmannuyv faktor: e ¢(¥)/ksl

Priklad. Vyhravévate $5, hodite-li E3, prohrdvate $1, padne-li cokoliv jiného. Ale pfedem jste
kostku navrtali a pod () (na opa¢né strané neZ ) jste umistili olGvko. Pravdépodobnosti jsou
() =0.2 a () = (L)) = n()) = m(EI) = m(C) = 0.16. Kolik je nyni stfedni (oéekdvand) vyhra?

Pozn.: 5x 0.16+ 0.2 =1 (hormalizace)

(-] ] ] ]
(win) =—1-0.16—-1-0.16—-1:0.16—-1:0.16—1-0.16 +5-0.2 =0.2
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Boltzmannova pravdepodobnost 1107

...aneb prvni polovina statistické termodynamiky.

Pravdeépodobnost nalezeni stavu s energii £ je Umeérna "
E(Y) E
(£) = const - exp [__‘ﬂ] = const-exp (——m)
kgl RT

@ bariéru (aktiva¢ni energii) E* prekona ~ exp(—g—*) molekul

= Arrheniuv vztah
E*
k = Aexp (——)
RT

@ cenergie potiebnd k preneseni molekuly z kapaliny do pary je AyypHm (na mol), pravdepodob-
, Y AyyoH . .
nost nalezeni molekuly v pare je umerna ~ exp(— V‘,f\,pT m) = Clausiova-Clapeyronova rovnice
(integrovany tvar)

= ex —_— —_——— = const.- ex —
P=Po p{ R \T To P RT

Priklady:
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Barometricka rovnice Uo7

...aneb jesté jednou jinak.

Potencialni energie molekuly v homogennim tihovém poli Upot = mgh.
Pravdepodobnost nalezeni molekuly ve vysce h za teploty T:

Upot mgh Mgh
kgl kgl RT

Pravdépodobnost « hustota o tlak:
Mgh
p = poexp (— )

RT

Stejny vzorec dostaneme i z podminky mechanické rovnovahy + stavoveé rovnice idealniho plynu:

d dh thp
p = P9 = RTg

Pd h M
[
po P o RT

Z ¢ehoz Ize ,,odvodit” Boltzmannovu pravdépodobnost
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Boltzmannova pravdepodobnost 1107

Priklad. Energie gauche konformace butanu je o AE = 0.9 kcal/mol vysSi nez anti. Odhadnéte,
kolik % molekul je v gauche konformaci za teploty 272.6 K (bod varu). (1 cal = 4.184 )

Reseni.
Gauche stavy jsou dva, zatimco anti jen jeden!

n(gauche+) = m(gauche—)
n(gauche) : m(anti) = exp[—AE/RT] = 0.1899
2 t(gauche) + m(anti) = 1 — m(gauche) = 0.1899m(anti)

1 1
n(anti) = = =0.725
2exp[—AE/RT]+1 2x0.1899+1
2 exp[—AE/RT] 2 x 0.1899
2 t(gauche) = 0.275

2 exp[—AE/RT]+1 2x0.1899+1

Pozn.: Predpokladali jsme, ze obé minima jsou dobre separovana a jejich tvar je stejny. Pri presnéjsim vypoctu nutno
misto AE uvazovat zménu Gibbsovy energie, AG. Ta v sobé jiz zahrnuje jak faktor 2 tak rozdilné vibrace obou stavd.
Dostaneme vlastné rovnovahu

anti — gauche, K =exp[—AG/RT]
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Termodynamika 107

Vnitrni energie

U= EW)n(y)
Y

Mala zména této veliCiny je

dU = > m(y)-dEW) + D dm(y) - E(Y)
¢ ¢

d&(¢): zmeénila se energeticka hladina
dm(¢): zmeénila se pravdepodobnost vyskytu stavu ¢

Prvni + druhy zakon:
dU=—pdV +TdS

@ —pdv
,Pist” o plose A posuneme o dx. Zmeéna energie = d&(¢) = mechanicka prace = —Fdx =
—F/A-d(Ax) =—p(¢)dV
p(y) = ,tlak stavu ¢“, tlak = p = Ztﬂ (Y)p(Y).

@ 7ds
Zmeéna m(¢) [V] = zména zastoupeni stavl s rdznou energii = teplo
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Boltzmannova rovnice pro entropii 107
...aneb druha polovina statistické termodynamiky

/keT

m(EW)) = explo—PEWY) | >0 £W) =keTla—Inm(y)l, > dm(y)=0
g

D drEW) = > dm(Y)keT[ai— Inm(Y)] = —kgT D, dm(y) - In m(y)
¢ ¢ - . ¢ '

=—kgTd | > 7(¢) Inm(y)
Y

Porovnanim s TdS:

S=—kg ), m(y) Inm(y)
¢

credit: schneider.ncifcrf.gov/

1/W pro E=E(Y) , images/boltzmann/

boltzmann-tomb-8.html|

Mikrokanonicky soubor: t(¢) = { 0 pro E # £(Y)

Uvazujeme-li pre-
Boltzmannova rovnice: S=kglnW chody mezi stavy,
Ize odvodit i &2 > 0

Vlastnost: S142 =51+ S2 =kgIn(W1W3) =kgIn(W142) (H-teorém)



Boltzmannuv H-teorém (2. zakon termodynamiky) + 236275

Fermiho zlaté pravidlo pro pravdépodobnost prechodu stavu ¢ na ¢ zpusobenou poruchovym
Hamiltonianem Hpert (v izolovanem systému):

d — 2T
n((l;t 2 =W(p—¢)= ?|(¢|Hpert|¢)|zpﬁnal =Wy — ¢) =Wy

Zmena zastoupeni stavu ¢ (master equation):

dm(¢)
dt

=S W — §)— (W) > WY — §) = > Wyl () — m(¥)]
b b b

Rychlost zmeény entropie:

dS

d
= ke S'r() Inmy) = —kg > INTW) D> Wey[m(¢) — ()]
0 g ¢

Trik: zameénime ¢ «— ¢ a seCteme: Loschmidtuv

paradox:
ds _ @ _ . lreverzibilita
dt 2 ¢Z¢W¢,¢[Inn(¢) Inm()]in(e)—m(¢)] =0 z reverzibilnich

mikroskopickych

entropie izolovaného systému neklesa 24kont)



Matematicka rozcvicka

Budeme potiebovat Stirlingtv vzorec: InN!~NInN—N
N InN!'! | NInN—N
100 | 363.74 | 360.52
10000 | 82109 82103
Odvozeni:
N N er partes
InN!=ZInizf x’ Inx dx PS &
i=1 1
y . t. 1 1 1
Presneji: InN'aSymp NInNN—N+Inv2nN + — — —
12N 360N3 1260N?>

flames Stirling; motor: Robert Stirling

[IXInNX=X]N=NInN=N+1~NInN—=N
1
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Idealni roztok ze statistické termodynamiky 107

Substitu¢ni slitina e a e
Stejna energie a velikost sousedl e-e = o—0 = oo
(energie vsech usporadani je stejna)

Smichame N1 molekul latky 1 a N molekul latky 2:

|
W=("’)= v N = N1+N>
N1 Nq1!'N>!

S = kgInW=kg(InN!— InN1! — InN>!)
kg(NINN—N—N1InN1+ N1—N2InN> + N>)
= kp((N71+ N2)InN—N1InN1—N>InN>)
k(N1 InN—Nq1InN1+ NoInN—N>InN>)

k (N | 1 N> | Nz)
— n—+ Ny In—
B N 2 N

—kgN(x1InXx1 + x2InXx>2)

&

Sm =—R (x1In X1 + X3 INx5) Srov. ss=—/<3%:n(¢)|n (y)
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Rezidualni (konfiguracni) entropie krystaluza 7 — 0 1107

Krystal: 1 stav = S=kglIn1l = 0 (treti zakon termodynamiky)

Naruseni: CO, N>O, H>O.
Prisneé vzato neni v rovnovaze, ale energetické bariéry
jsou prilis velké — stav ,,zamrzne*

Rezidualni entropie krystalu CO za 0K

Sm=kgIn2NA=RIn2

Rezidualni entropie ledu za 0 K

Sm=kgIn1.507NA =3.41)K"1 mol~1

credit https://www.
notablebiographies.com/
Ni-Pe/Pauling-Linus.html

Paulingovo priblizné odvozeni:
@ 6 = (5) orientaci molekuly
@ ale pak je vazba s pravdép. % Spatne

@ v molu je 2Na vazeb

N
@ > S =kgln (ZGZNAA) =3.37)K~1 mol—1
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Informacni entropie DNA + 07

Za predpokladu zcela ndhodného usporadani pard bazi.

Na jeden par bazi: kgIn4, na 1 mol parl bazi: RIn4. o Hydrogen
© Oxygen
@ Nitrogen
© Carbon

© Phosphorus

Odpovidajici Gibbsova energie (pri 37 °C):
AG =—RTIn4 =—3.6kJmol~!

Minor groove

/7 Vv 7

Zachovani radu (informace) neco stoji

Pro srovnani: ATP — ADP
- standardni: ArG®> = —31kJ mol~!
— za béZnych podminek v bufice: A;Gm =—=57 kjmol~1

Major groove

Landaueruv princip:

Jakakoliv logicky nevratna operace, jako vymazani bitu,
je doprovazena zvysenim entropie minimalné o kgln?2
na bit v téch stupnich volnosti systému (zarizeni zpra- 9
covavajicim informaci nebo okoli), které nenesou informaci. credit: www.pbs.org/wgbh/nova/sciencenow/3214/01-coll-04. htm

o

- "\ g - 4 i - i
- : Pyrimidines

Purines

Na zpracovani bitu informace za teploty T musime vynalozit praci aspon kgT In 2.
V biologickych systémech 104 az 107 kgT [Bryan, Machta: PRL (2023)]


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.131.068401
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Termodynamika - dokonceni + o7

a="7

U
S=—kg ) m(Y)a—BEW)] =— (kBO(— ?)
¢

dostaneme Helmholtzovu enerqii:

a= — = F=—kgTIn Ze—ﬁ’é’(tﬂ)
Y

[...] = kanonicka particni funkce = statisticka suma (Q nebo 2)

Interpretace: pocet ,dostupnych” stavu (nizkoenergetické snadno, vysokoenergetické nesnadno)

Vsechny rovnovazné veliCiny umime z F (dF = —pdV — 5dT):

oF
p=— U= F+TS
3F H = U+ pV
5 = G = F+pV

oT



