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Stavové rovnice 13
Stavova rovnice je vztah mezi p, T, V a n (u smesi slozenim n;), alternativné p, T, Vm = V/n (u smeési
jesté x;) Ci jinymi ekvivalentnimi veliCinami. ° s

o
plyn (Cista latka) ® o > @
® o
@ idedini plyn: pVi/RT =1 e ,° . .
@ viridlova EOS: pVm/RT =1+ B/Vm + C/V2 ... s @
B (= druhy virialovy koeficient) je dan parovymi interakcemi: o o o . ¢
N vNa v = (zobecnény)
_ — kgl B ¢ v :
B = —5 [e u(ry/ket _ 1] dr = > ® vylou¢eny objem

plyn + kapalina (Cista latka)

@ kubické dvoukonstantové: van der Waals, Redlich-Kwong, . ..: nastaveni na T¢, pc)
— teorém korespondujicich stavl = po preskalovani vypada VLE faz. diag. vsech latek stejné

@ trikonstantové
@ lepsi reference: augmented van der Waals, SAFT
@ vicekonstantové empirické: Benedict-Webb-Rubin

@ empirické (pro VLE): (1) pomoci aktivitnich koeficientd, (g) idedIni plyn
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Stavove rovnice ul3

kapaliny, prip. kapalina+pevna latka
@ mrizkové teorie: kapaliny: Hildebrand, kapaliny a polymery: Flory-Huggins

@ teorie zaloZzené na popisu struktury pomoci korela¢nich funkci (integralni rovnice, poruchové
teorie, diagramové techniky)

Zakladni teoretické postupy
@ odhad entropické ¢asti: idealni plyn/smés

@ odhad energetické ¢asti: stredni pole (mean field) okolnich (= ndhodné se vyskytujicich) mole-
kul

@ oblast kritického bodu: renormalizace

@ poruchové teorie (vhodna snadno popsatelnd reference jako tuhé koule + pfritazlivé sily jako
porucha)
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van der Waalsova stavova rovnice: p 113
Mezimolekulové sily:
o a=a kriticky bod
@ odpudivé (repulze): é p-Vm|b=b ()
c=T
Vm = Vm—>b nasycena

. nasycena para
kapalina Y P

Molekulam je dostupny objem mensi o vlastni objem
molekul b. p

kapalina + para
Vv rovnovaze

@ pritazlivé (atrakce),
— 2 (1)
p—p+ a/Vm _

Molekul u stény je « 1/Vm a zaroven kazda je vtaho-
vana do objemové faze silou o« 1/Vm, = Gc¢inek narazu

klesne o 1/V2 . S \ | |
pVm = RT . \ \%
a

Témer stejné slozita a o hodné pres-
nejsi je Redlichova-Kwongova rovnice:

RT a
Vim—b T2V (Vm + b)

p:

i
%’///
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van der Waalsova stavova rovnice jinak u13

Rozvoj kolem idealniho plynu jako reference:

@ entropie id. plyn: Sm =R In Vm + const (dostupny prostor = V)
van der Waals: Sm = RIn(Vm — b) + const (dostupny prostor = Vi — b)

@ energie id. plyn: u> (T) (molekuly neinteraqguiji, argon: ur (T) = %RT) dF = —-SdT —pdV
van der Waals: Um = U (T) —a/Vm (square-well pro A — o)

a
Fm=Um—TSm=U?n(T)—V——RT|n(Vm—b)

m
(aF) a RT )
> p=—|—] =— + = to same
ovV)r V2 Vm—b

, L .. 9p  3°F 2p  33F
Podminky pro kriticky bod (za konst. T, nutne): —

—— O’ —_— = —— = O
aV V2 V2 V3

0O T Q
1
—T Q

g graf Fygw(V) pro [T] = na U?. nezélezi = pouzito U°. =0
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Rovnovaha a stabilita s
@ Termodynamické potencidly F, G, U, H jsou vzdy konvexni (nikoliv V= VIE(V) + (V= VIE(Y)
nutné ryze; nekonkavni) funkce svych prirozenych promeénnych. v_v

@ Pokud (v modelu) nejsou konvexni, existuje bod s nizsi hodnotou
potencidlu (na konvexnim obalu), ktery odpovida dvema fazim F

v rovnovaze. Napr.: é p(V), F(V), G(V) |a=parm
_ V=V | _
¢ =—— dil faze s objemem V
V-V
= V— V , , . — p—
¢ =—— dil faze s objemem V V Vv o
V-V Vv V
pak Helmholtzova energie uzavfe-
_ = = ného systému pri nerovnovaz-
OF(V)+ ¢oF(V) < F(V) nych dé&jich za konstantni teploty
o g L ) a konstantniho objemu kles3;
@ spoleéna teéna spojuje faze v rovnovaze Vv rovnovéaze nabyva minima.

@ (62F/3V2)T > 0 a F(V) lezi na konvexnim obalu = faze je stabilni

@ (6%2F/3V2)T > 0 a F(V) nelezi na konvexnim obalu = faze je metastabilni, k pfechodu na stabilni
fazi nutno prekonat bariéru (nukleace)

@ (62F/3V2)T < 0 faze je nestabilni, okamzité se rozpada (spinodalni dekompozice)
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VLE ciste latky ze stavove rovnice 13

Maxwellovo pravidlo: oranzové plochy jsou stejné.
kriticky bod

Dukaz: Za konst. T integrujeme plochy se znaménkem:

(9)
vie binodala
(PEOS — Provn)dV
v
v(9) stabilni
= —(V(g) — V(I))Provn + J peosdV izoterma
v p 4
= _(V(g) — V(I))provn — [F(V(g)) — F(V(l))] : metastabilni spinodéla
= _AV},/prI’OVﬂ — AVpr = _AV)I/pG =0 zoterma
df = —SdT—pdV (0 ()+(9)
0
0
Vv
@ —(6%F/3V2)T = (g—ﬁ)T < 0: lokalné mechanicky stabilni; uvnitr binodaly metastabilni
p

@ —(6%F/3V2)T = (a )T > 0: mechanicky nestabilni — okamzité se rozpadne na faze

<
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Mrizkovy model smeési 13

@ UvaZujme model sloZzeny z ,monomeri* (nikoliv nutné chemickych ¢i Kuhnovych) :H:::
nebo ,¢lankd” na mrizce.

@ Zaroven plati Amagatlv zakon (objem se smichanim nezméni).

VI/Vv

Molekula A necht’ zaujima NMa mfizkovych bodl (=~ ma Na ¢lanku retézce).
a (po zafixovani 1 referen¢niho ¢lanku) muze existovat v W; o konformacich.

Molekula B: A mtizkovych bodU, W; g konformaci
Pocet stavl molekuly A na mfiZzce o poc¢tu vrcholl na je
Wa =naW;a

Pocet stavl molekuly A na mfiZzce o poc¢tu vrcholl n = na + ng je

W =nW; a

(predpokladame, ze pocet konformaci molekuly A ve smési s B je stejny jako v Cisté
latce, totiz W; a)



Mrizkovy model smeési ll: entropie v akci
Zmena entropie latky A je

AmixSa =kgInW — kg In Wa =—kgIn(na/n) = —kgln ¢p

kde ¢ je objemovy zlomek. Pocet molekul typu A je na/Na. Pro obé molekuly:

na ng
AmixS = —kp (./\TA INnpa + ./\TB In (PB)

Smeésovaci entropie na jeden vrchol mrizky je

—  Amix5 PA ¢B
AmixS o B(NA n¢A+N_B n¢B)

Pro monomery (NMa =N = 1) o stejném objemu (¢ = xa), na mol:

AmixSm = —R(Xxalnxa + xgInxp)

coz je idedlni smesovaci entropie.
Pro roztok 1 makromolekuly A v rozpoustédle B

AmixS = —kB (;%A Inga+ ¢ lIn ¢B)
A

COZ je méne.

8/19
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Mrizkovy model smesi il 13

@ Roztok s idedlni smésovaci entropii (ndhodnym rozmisténim molekul na mfizce) a chovajici
se podle Amagatova zdkona, ale obecné s neidealni smeésSovaci energii (entalpii), se nazyva
regularni roztok. Nazev obv. rezervovan pro malée molekuly, ne polymery.

@ Byva dobrou aproximaci, jsou-li zmény energie malé (efekt 2. radu).

Stredni energie smési monomert (Na = Ng = 1) na mrfizce s koordinaénim ¢islem (poctem
sousedu) z (tzv. smésovaci pravidlo):
zn
Uu=—|

2

energie i vedle j: ujj < 0
uan®® + 2ups@(1— ¢) + ups(1— ¢)? |

kde ¢ = ¢pa, ¢ = 1 — ¢. Pro jednoduchost budu predpokladat platnost i pro polymery (NMa, Ng > 1).
zn zn zn
AmixU=U—-Up—Up=U~— 7UAA¢ — ?UBB(]- —¢)= ?d)(l — ¢)(2uaB — Upa — UBB)

Na 1 vrchol mrizky: x lze odhadnout ze

AmixU = x¢(1 — p)ksT smésovaci entalpie
kde Floryho(-Hugginsuv) interakéni parametr je

Z2UpAB — UAA — UBB uzUO+£vrcho|T

X=2 kgl

B
+ —
T
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Helmholtzova energie smesi ul3

Helmholtzova energie smési (na 1 vrchol mrizky)

_ _ _ o) 1—¢
AmicF = AU —TAWixS =kgT | — In@ +
mix mMix mix B [NA ¢ NB

IN(1—¢)+ x¢o(1— ¢)]

regularni roztok (Ma =N = 1) (Hildebrand):
AmixF = keT[¢In@ + (1 — @) In(1 — @) + xP(1 — ¢)]

roztok polymeru A v rozpoustédle B (Flory—-Huggins):

AmixF = kBT[ilnfb +(1=¢)In(1—¢)+ xp(1— ¢)]
Na

Poznamky k ukazce: promeé:a=x
@ idedlni smésovaci ¢len je vzdy konvexni, derivace v ¢ =0, ¢ = 1 je nekonec¢no
@ interakéni ¢len je obvykle kladny (pak je konkavni)

@ je-li interakéni ¢len dost velky [x velké = uag > (uaa+ ugg)/2], rozpadne se systém na dvé faze
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Hustota kohezni energie ul3

= energie potrebna pro rozebrani jednotkového objemu latky a preneseni molekul do oo:
AvapUm  DvapHm—RT
Vin Vim

AvapUyol =
Hildebranduv parametr rozpustnosti:

o= \/Avapuvm
Jednotka: MPal/? (pFip. (calcm™3)1/2= 2.0455 MPal/?)

Latky s podobnym 6 se v sobé rozpousti, polymer bobtna.

Spatné funguje pro silné polarni a vodikové vazby.

Priklady:
latka 5/MPal/2 latka 5/MPal/2
n-hexan 15 poly(ethylen) 16
chloroform 19 PVC 19
ethanol 20 nylon 6,6 28

voda 48 (hydroxyethyl)methakrylat 52




Kombinacni pravidla

OznaCme objem pripadajici na mrizkovy bod = vg

Energie na 1 vrchol v &isté latce A: — Z£2 = vgAyapUyol = vocSi
Energie na 1 vrchol v isté latce B: — 2528 = vgAyapUyol = voéé

Odhad energie A-B geometrickym primeérem: —Z“% = VoAdB

=
Z2UpB— UAA—UBB VO

= = Sa—6g)°2 >0
X T(A B)

2 kgl kg

@ vyhovuijici pro Londonovy interakce

@ horsi pro polarni molekuly &i vodikové vazby
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Vsuvka: Kombinacni a smésovaci pravidla 13

Vztahu pro uag apod. na zakladé Cistych latek se rikd kombinacni pravidlo (combining rule).
Modifikace kombinacniho pravidla:

ZUpB

= vo(1 — kaB)oadB
Rovnéz pro parametry potencialu mame kombinacni pravidla, napr.
o\ 12 o\ o
u(r) = 4e [(7) ~ (7) ]  ej=(1—k))JEE, 0Oj=
Vztahu pro energii (potencial i jinou veliCinu) smeési, jako napr.

U =upnd” + 2upd(1l — ¢) + uss(1 — ¢)°
se rikd smeésovaci pravidlo (mixing rule)

(0i+ 0j)/2,
Ojj = /0i0j

Priklad smesSovacich a kombinacnich pravidel pro van der Waalsovu rovnici:

a=a11x? + 2a12x1x2 + az2x3, a1z =(1—k12)4/a11az>

aditivni objem: b =b1x1 + baXx>

b1/3 1/3

aditivni polomér: b'/3 = b1"°x1 + b5 x>
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Stabilita fazi 113

Helmholtzova (F(V, ¢, ...)) a Gibbsova (G(p, ¢, ...)) energie
systému v rovnovaze jsou vzdy nekonkavni funkce. \<

Pokud ne, rozpadne se systém na dve faze

stabilni

v o es s , . I
Mnozstvi fazi: pakove praV|dIo (Cb) 570V

rovnovaha

ho O ok

@ LokaIné stabilni: 25 >0

¢
@ Stabilni: lokélné stabilni + lezi na konvexnim obalu

@ Metastabilni: lokalné stabilni + nelezi na konvexnim obalu

— vznik stabilni féze nukleaci , I 5
f(x) je konvexni v intervalu I kdyz

@ Lokalné nestabilni: a¢ £ <0 Vx,y€laVte[0,1]: f(tx+ (1—
— vznik stabilni faze spinodalni dekompozici Dy) < tf(x) + (1 = t)f(y)
o ) 52F striktné (ryze) konvexni: <
@ Spinodala (inflexni bod): 267 = =0 Konkavni: >
Spinodala je pojem teorii stredniho pole, striktne (ryze) konkavni: >

v experimentu nedosazitelna

3 4
@ Kriticky bod: a¢2 gcp’; =0, % >0




Priklad: symetricka tavenina polymeru

Symetricka tavenina: Na = Ng =N (= 1 pro regularni roztok)

_ 1—
AmixF=kBT[/%.|n¢+ N¢|n(1—¢)+x¢(l—¢)]

Binodala: aAmiXF— = _ ¢/l —9)]

| T AT T e
Soinodal 1 (1 1 )

X=——+—
pinodala: x N o 1 s
Kriticky bod ( trickd 2S): —2 —1
riticky bod (symetric asmes.x_jv,cp_z

1 2 v /NB

Kriticky bod (ob S 0s): X =—|1/VNa+ 1/VNB| , ¢=
riticky bod (obecna smes): x 2( vV Na v B) ¢ NN

@ Pro x=A+ B/T, B > 0 (obvyklejsi pripad):
Tcrit = horni kriticka rozpoustéci teplota (UCST)

@ Pro x=A+B/T, B <0 (méné Casté):
Tcrit = dolni kritickd rozpoustéci teplota (LCST)
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0.2

04 06 038 1

nestabilni

Pt Q
3 &

/4
2+ : = .
kriticky bod
(I :'ngj:aFl;HH binodala 2D -
P ' binodala 3D

06 08 1

0.4
¢

0 0.2
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Mrizkové modely: Isinguv model

—+ -+ +—— = — —
———t+ +——+ —— 4+
+—++++++—++
++++++—+—++
+++++—++++ +
——t+ ——— 4+ + + + —
——t+++++————
—++—+—+———+
———t+ +—— —+ + —
+——+————+ ——
————t — =+ + — —

Jako model feromagnetu:

U=—J Z slsj+thl,

<i,j>

J = interakc¢ni konstanta:

J > 0: feromagnet,

J < 0: antiferomagnet

h = intenzita magn. pole
Kriticky (Curietv) bod: hes = 0;
2D: kgTc=2J/In(1 + v2)

Jako mrizkovy plyn:

nie{0,1}={ I}

€ = velikost pritazlivych sil
U = chemicky potencial
Ekvivalence:

ni=(1+s;)/2

16/19
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Jako model binarni slitiny:

Z Ekik; T+ Zl«lk[,

<i,j>

kl € {gl Q}

‘00 €00 €00 .
= interakce sousednich atomu

Ug, Mg = chem. pot. atomd
Ekviv.. nj=0~ki=@
ni=1~ki=@.
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Vsuvka: klasifikace fazovych prechodu + s

@ 1. radu (first-order), téz 1. druhu: nespojitd 1. derivace G, F aj., tj. skok v entalpii,
hustote aj.; priklady: krystalizace, tani, var, sublimace ———

& (Ehrenfest) n-tého radu: nespojitd n-tad derivace G, F

@ spojité (continuous), téz 2. fadu:

— divergence 2. derivace: kriticky bod kapalina-para, Curielv bod ———
lambda-prechod He, nekteré tekuté krystaly
perkolace
— vsechny derivace spojité (Kosterlitz-Thouless, Nobelova cena 2016):
—1
napr.: f(x) = { e~ /X prox >0 : XY model, 2D s +/— excitacemi ———
0) prox <0

Zeskelnéni (glass transition) = viskozita > 1012 Pa's, neni fazovy piechod.
Vznik micel (v CMC) neni fazovy prechod.

Krystalizace micel (do laminarni/fibrildarni faze) je fazovy prechod 1. druhu. e
S jistotou nevime, jakého typu je krystalizace tuhych diskd (asi 1. druhu). ——— | : :
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Bonus: Kriticky bod jako nahodny fraktal
Isinglv model jako mrizkovy plyn ¢i bindrni smés. Transformace:

@ cCtveretek3x3 —-1x1

@ barva dle prevladajici barvy 9 ¢tverecku

Konfigurace po renormalizaci ,vypada stejne“ jako
konfigurace puvodniho systému pfri jiné teploté.

Renormalizace pro h = 0:
@ poT>TcjeT’>T,tj. renormalizovanéd konfigurace je ,ndhodnéjsi“

@ poT <TcjeT’ <T,tj. renormalizovana konfigurace obsahuje méné
spind opac¢ného znaménka

@ proT=Tcje T’ =T, tj. renormalizovana konfigurace vypada stejné, t;.
je to fraktal

Renormalizaci se vzdalujeme
od kritického bodu




Kritické exponenty

Flory-Huggins, van der Waals a jiné klasické e bod |
teorie davajiproT~ T, T < T¢: f @ |
nzsﬁizé nasycena para
o =09 ~ const(T—T)1/2 tize'nzxzz“\
p

o' —0'9) ~ const(T — T)P
kde B3 =0.326419(3) je kriticky exponent °

Spravne je ale

Hodnota pochazi ze simulaci a renormalizaCnich studii 3D Isingova mo-
delu a veéri se, ze je univerzalni.

2D Ising: B = 1/8 (analyticky)

Kritickd faze ma nekonecnou kompresibilitu a obsahuje fluktuace
hustoty, které ubyvaji se vzdalenosti jako r'l a projevuji se kritickou
opalescenci
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kriticka opalescence SFg

credit: www.physics.brown.edu



