Zkouskovy test z MMFCH 1. prosince 2023 |A/1

obtiZnost

Muzete potiebovat

Maximalni relativni chyba ¢isla typu double precision (REAL*8) podle normy IEEE je 272

Piiklady

1. (20 bodu) 3
a) Uvazujte rovinu R?. Napiste matici linedrni transformace, ktera zobrazuje po¢atek na poca-
tek, vektor [1, 1] prodlouzi na dvojnésobek a vektor [—1, 1] zkrati na polovinu.

N
R

b) Vypoctéte determinant této matice.

Reseni: 5/4 3/4 , det =1
3/4 5/4

2. (20 bodi) Chcete experimentalné posoudit férovost hraci kostky vzhledem k padnuti 1. 3
Kolikrat musite hodit, abyste ziskali pravdépodobnost padnuti €8 se standardni chybou alespon
1/600 (tj. 1/600 nebo mensi)? Predpokladejte, ze kostka neni pfili§ Spatnd, tj. pro ucely vypoctu
povazujte pravdépodobnost padnuti €3 za 1/6.

Rada: zkuste nejdiiv spocitat varianci veli¢iny H, kterd se rovna 1, pokud padne (3, a 0, pokud
padne cokoliv jiného.

Reseni: alespoii 50 000

3. (20 bodt) Uvazujme redlny Hilberttiv prostor nekoneénych posloupnosti (vq,vs,...) tako- 3
vich, ze fada Y, v? konverguje. Skaldrni soucin necht je definovan vztahem

(u,v) = Z Uv;

Uvazujte podprostor generovany (neortogonalni) bézi

= [1,0,0,0,0..]
b = [1,1/2,1/2%1/2%,1/2%, .. ]
c = [1,1/3,1/3%,1/3% 1/3% ..

Najdéte néjakou ortogonalni bazi tohoto podprostoru.

ReSeni: (nenormalizované baze):

uy =a, ug =b—a, ug =c— (2a+3b)/5

u1:{1 proi =0 u2:{0 proi =0 3:{02 proi =0
30

0 proz>0"’ zi proi > 0" 532 pro i >0

otodte stranku



bonus

4. (20 bodt) Pocitame integral

1 1
I = / dm/ dy [1+ exp(a® +y* — )| v
1 1

dvoji aplikaci obdélnikového pravidla se vzdalenosti bodt h v kazdém sméru. Vyslo ndm

ho I(h)
0.2 5.831404
0.1 5.841215

Zptesnéte vysledek Richardsonovou extrapolaci.

ResSeni: 5.844485

5. (20 bodi) Uvazujte nésledujici vzorec pro numerickou tieti derivaci:

f(x+2h)/2— f(x+h)+ f(xr—h) — f(z —2h)/2

F(w) =

a) Stanovte Fad chyby

h3

b) Jaka je doporucend hodnota kroku h pro double precision (REAL*8) aritmetiku?

Reseni: O(h?), 1073

(Celkem 100 bodi, obtiznost = 300.)

6. (+20 bodt) Linearni regresi (funkce f(z) = a + bx) jsme dostali z jistych dat hodnoty

parametri

a=1.170476, b= 1.225714

a matici kovarianci (na diagonale varianci)

Cov(a,b) a b
a 0.0025678 —0.0004054
b —0.0004054  0.0008109

Vypoctéte kofen rovnice f(x) = 0 véetné odhadu standardni chyby.
Reseni: 0.9549340 + 0.0521225 = 0.955(52)

(Bonusy 20 bodti, obtiznost = 60.)
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Dalsi priklady k procvic¢eni

7. (20 bodt) Matice zobrazeni R* — R? je

V3/2 0 1/2
A= 0 -1 0
—1/2 0 +/3)2

a) Je tato matice ortogondlni?

b) Tato matice je sloZena z rotace R okolo jisté osy a dalsiho linedrniho zobrazeni L, A =
R - L. Urcete alespon jednu dvojici R a L.

c) Ur¢ete orientovany thel rotace dany matici R v pravoto¢ivé soustavé soutadnic a popiste
transformaci L.

d) Komutuji matice R a L?

=
¢}
%

eni:

a) Ano, determinant = —1;
b) Jedno s moznych FeSent:

V3/2 0 1/2 cos(m/6) 0 —sin(—7/6) 1 0 0
R= 0 1 0 = 0 1 0 , L=|0 -1 0
—1/2 0 +/3/2 sin(—7/6) 0  cos(m/6) 0 0 1

c) R = rotace okolo osy ¢ o orientovany thel +7/6. Pro stanoveni znaménka si bud rotaci
nakreslete, nebo si uvédomte, ze matice

cos(m/6) —sin(—7/6) 0
sin(—m/6)  cos(m/6) 0
0 0 1

je matici rotace o —7/6 okolo osy Z, tj. divAme-li se od z = oo, je rotace v zadporném
smyslu, zatimco rotace o +90° ptevadi Z na . Podobné R by byla matici rotace o —m /6
okolo osy 9, kdyby pri pohledu z y = oo rotace o +90° prevadéla & na 2. Ale tak tomu
neni, rotace o +90° prevadi 2 na z. Znaménko thlu je proto opacné.

L = zrcadleni, rovina symetrie je (, 2)

d) Ano.

s v v s 7 N v -
Jiné feseni je R = rotace o +¢7 okolo y, L = stredova inverze.

8. (20 bodt) Chceme funkei tan z aproximovat v intervalu (—m/2, 7/2) ve t¥ech subintervalech
splajny:

ai1/(7/2+x) + b + c1x + dyx® pro x € (—7/2, —7/6)
verze 1 as + box + cox? + doa® pro x € [—7/6, /6]
tanz ~ { verze 2 ayr + bya? pro x € [—7/6,7/6]
verze 3 ayr + box® + dox® + dox” pro z € [—7/6,7/6]
as/(m/2 — x) + bs + c3x + dsz* prox € (7/6,7/2)

Pozadavky:

1. presné asymptoty, tj. konstanty aq, as (jaké jsou?),
2. presné hodnoty v obou délicich bodech = = +7/6,
3. presné hodnoty derivaci v obou délicich bodech,

4. spojité druhé derivace v obou délicich bodech.



Je mozné tyto pozadavky splnit? Bonus +20 za vypocet takového splajnu.

Reseni:
Celkem konstant: 12 (verze 1), 10 (verze 2), 12 (verze 3)
pozadavek 1: 2 rovnice (a; = —1, ag = 1)

pozadavek 2: 4 rovnice
pozadavek 3: 4 rovnice
pozadavek 4: 2 rovnice = celkem 12 rovnic

Verze 1 Mélo by to jit ... presn€ji viz nize.

Verze 2 Vypada to, ze mame prili§ mnoho rovnic. Ale ve skutecnosti je tato verze totozna
s verzi 1, protozZe stejné vyjde as = co = 0, nebot funkce tan(x) je lich4.

Verze 3 Ac¢ mame 12 rovnic a 12 konstant, je soustava rovnic je preurcend (oo mnoho Feseni).

Pokud vezmeme v tivahu vSechny disledky lichosti funkce (as = ¢ = 0 a a3 = —ag, a €

{a,b,c,d}), zbyde ndm polovina konstant, tj. 6. Pozadavky jsou také polovicni, totiz 6 poza-

davki. Toto je spravné feseni.

9. (20 bodit) Chcete spocitat numericky integral

]:/W/Z Sina:dx,
0 V Xz

ale vas oblibeny software zhavaruje, protoze si neumi poradit s limitou pro z — 0. Vzpomenete
si proto na obdélnikové pravidlo. Vite, ze nesmite zvolit = pfilis blizko 0, tj. pfilis velky pocet
ekvidistantnich subintervalt n, aby nevznikla nepfesnost pti déleni malych cisel. Zde jsou vase
mezivypocty:

n I(n)

4 1.465938626350
8 1.464714799060
16 1.464408822300

Zpresnéte Richardsonovou extrapolaci.

Reseni: Funkce je (ve smyslu dodefinovani 2 = 0) vSechny derivace. Obdélnikové pravidlo je
2. fadu, v druhém kroku Richardsonovy extrapolace bude fad 4 (zvySuje se o dva z divodu
symetrie obdélnikového pravidla).

I vypocCet tabulky

n=4 4

I4=sum x=pi/4/n,pi/2,pi/2/n sqrt(sin(x)/x)*pi/2/n 1.465938626350
n=8 8

I8=sum x=pi/4/n,pi/2,pi/2/n sqrt(sin(x)/x)*pi/2/n 1.464714799060
n=16 16

I16=sum x=pi/4/n,pi/2,pi/2/n sqrt(sin(x)/x)*pi/2/n 1.464408822300
extrapolace

II8=(I8*4-I4)/3 ! Richardson poprvé 1.464306856630
I1116=(I16%4-18)/3 ! Richardson poprvé 1.464306830046
ITI116=(II16*16-118)/15 ! Richardson podruhé 1.464306828274
I=integ x=0,pi/2 sqrt(sin(x)/x) ! presné pro kontrolu 1.464306827896
ITI16-I ! chyba 0.000000000378




