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Aproximace funkci méfm Vypocet retézového zlomku ar mm/m
PFimy vypoéet: 610
Chceme ,vzoretek* v yP b1| b2 bn|
Znéme: fn M an ~
Lely T . ~
@ cely pribéh funkce (ale vypocet je pomaly) Eukleidiv algoritmus: G
@ hodnoty ve vybranych bodech, piip. i derivace 377 233
Kvalita ddaji: A A4 bA s B 14bB i1
) e ) i1=QiAi_1+ biAi_a, it=aBji_1+bBj_s, j=1.n
@ znédme presné (mame algoritmus) / 7 7 / n’ / 7
@ zndme piiblizné (experiment & simulace) fn= An
Metody: @ algoritmus je rekurzivni, snadno Ize zvétsit n
@ Taylor (McLaurin) / Padé (racionalni lomena funkce), Thiele @ Aj, Bj rychle rostou a mohou pretéct
@ interpolace Priklady: zlatyfezp=1+1/¢
@ splajny J/5+1 1 1] 1] . 12 351321
@ ortogonalni systémy funkci =" +ﬁ+ﬁ+ﬁ+ ¢ aproximace: L& o 3 g1y
) éebyéovova nejlepsi (minimax) aproximace 1 1] 1) 357 17 41
. o e V2=14—+—+—+---; aproximace: 1,=,=, -, —, —,...
@ metoda nejmensich Etvercl - fitovani, korelace, regrese 12 12 |2 2351229
v 2/16 A v 7/16
Taylorova rada méfm Thielova véta ar mm/,m
Tayloriv rozvoj je okolo obecné hodnoty Xg. Funkce je analyticka naI = (a,b) € R, je analogif Taylorovy véty pro Fetézove zlomky.
MacLauriniiv rozvoj je okolo xo = 0. jestlize Vxq € I existuje Taylorliv rozvoj F00 = £(0) + x| x| 1,
Musi existovat vSechny derivace (v R nebo C): Vv X a ten konverguje v néjakém okoli xg. - |r1(0) |r2(0) |r3(0)
® £(n)(0) ! 10 kde potitdme rekurzivné: Priklad: In(1 + x)
o=y ——x 8
=0 M 6 R-1 =0 Ro = In(1+x) .
x=
@ Presné blizko x = 0. 4 Ro = 1 o = L(A/QA+x)=1+x"=
@ Cim vétsi x, tim mendi pfesnost. 2L R ()’g = ;/f ((Xx))+ 100 Ri = R-1+ro =X1 0+ X
“ - j = Rj—2 j—1 _ rX=
@ Konvergence neni zarutena, napt.: 0 J j]+ 1 / rn o= 2/1+x) =2
Fo)= {exp(—l/x) forx >0, 2 m ) = RI(x) f2 = RO3Jr nEindore 3 -0
o for x <0 al 1 J n = R,—=3(1+x)=m=3(1+x)xé@

je hladka (vsechny derivace v x = 0 jsou 0), ale neni analy- 6L B 209

ticka (nulovy polomér konvergence Taylorovy fady). e
PwillevCJe ne-SpO'J(Itavx=Oj+0vl; » . . oA | || ron=2n+1, ropy1=2/(n+1)

Fi ?d' Studujte konvergenci (gastecne soulty) pro Taylo- 108 6420246 810 xI x| x x| xI x|
rovy fadu funkce sin(x) v x = 0 (viz mmpc3.mw). credit Wikipedia |n(1+X)=H+m+E+ﬁ+E+ﬁ+
2 3/16 q = e 2 8/16
Padé m,é,m Aproximace pomoci ortogonalnich funkci mnﬁfm
Padéova aproximace funkce f(x) v bodé x = 0 je racionalni lomena funkce Uvazujme funkce f(x) integrovatelné s kvadratem na uzavieném intervalu [a, b].
Pe(x) m Bud’ {ui(x)}8° uplny systém realnych ortonormalnich funkci (bdze) na tomto intervalu. Pak
Jeomp oy Pmeo =2 ax © b
n— izo fO) =" cuix), kde ¢ =J F)ui(x)dx
kterd ma stejné derivace jako f do f("(0) (tj. stejny Taylorlv rozvoj). =0 a
Presné blizko x = 0, pro vé&t&( x presnost prudce klesa. Konverguje ,skoro vsude*, problémy vwznda\e - Gplny popis druhl konvergence je dost sloZity.
Casto (ale ne vzdy) je Padéliv rozvoj presnéjéi nez Taylordv rozvoj stejného fadu. Oznatme Eastetné soutty jako fo(x) = D ciui(x)
=0
Vypocet Padé i : o
ypocet Fadcovy aproximace Koeficienty ¢; pak minimalizuji nasledujici ,,chybu* aproximace (integral kvadratl odchylek)
@ z Taylorova rozvoje obou stran rovnice a vypoétem koeficientd b
@ na zékladé Thielovy véty pro fetézovy zlomek mian [fn(x)—f(x)lzdx (1)
a
Pouziti: .
Poznamky:
@ zrychleni konvergence (napf. viridlové stavové rovnice a odhad vy$sich viridlovych koeficientd) . L, L, . . -
@ Pro aproximaci jisté tfidy ubyvajicich funkci Ize uvaZovat nevlastni interval.
mmpc3.mw: Taylor expansion and the Padé approximant s ., .. . o . .
@ Lze pouzit i skalarni soutin s vahou (viz Cebysov dale).
S a A q 4/16 A q ) 9/16
Retézovy zlomek (continued fraction) T el Koeficienty jsou optimalni mmfch3
Lze prevést na racionalni lomenou funkci a zpét. Koeficienty ¢; minimalizuji nasledujici “chybu” aproximace (integral kvadratd odchylek)
Nap.: ) b 5
x| x| x| mmqja Ifn(x)— f(x)|“dx (2)
ap+ X =aqap+ l? laf + Iai
+ o ) -
a az+%3 1 2 3 Dukaz. Funkci fn(x) napiSeme ve tvaru
Yy . v n b
Nekoneclny Fetézovy zlomek (pfiklad) fa(x) = Z(c”' s)U0),  kde ¢ =J FOOUx)dx
x| 12x%| 22x?|  3%x?| ) =0 a
arctanx = — + .-+ konverguje pro x € R ) S -
T | 3 | 5 | 7 Budeme hledat é; (i = 0,1,...,n) tak, aby (2) bylo minimalni. Pokud dodefinujeme §; = —c; pro
TaylorQv rozvoj: i>n, méme
3 45 n o o
arctanx =x—%+ X?—+~-~ konverguje pro x < 1 fa)=f()= Z(:J(C[+5i)uf(x)_zjci“f(x) = Z&iu;(x)
= = i=
mmpc3.mw: Taylor expansion and the continued fraction b © 2 © n 0
f 100 — FOOPdx =f (Z 51’“((7‘)) dx=287 =287+ > ¢
a =0 =0 =0 i=n+1
Minimum je dosazeno pro §;=0,i=0,1,...,n.
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Vypocet polynomu mm/fm Priklad - Fourierova rada mm/m
Hornerovo schéma: " Fourierova fada pro funkce f(x), x € [0, 2] takové, ze existuje gn If12dx:

Pn(x) = Z ax'= ag + x(a1 + x(az + x(az +...))) @ baze = {1,sinx, cosx, sin 2x, cos2x...}
=0 @ dobré pro ,dostate¢né hladké* periodické funkce
Rekurzivni zapis: @ pro numerické G¢ely malokdy vhodné (pomalé sin, cos)
P an
P XP+ap—1 K cinp:
b4 X X sin(ix)
P = xP+an- ila: ——n[——ﬂoor(—)]:
) "2 Pra: 2~ M an 2n Zl: i
P = xP+ao Gibbsuv jev: £
@ je potieba n nasobeni a n séitani skok se (v limité n — o) presvihne na s
.z . ]
@ pro P4 stadi 3 nasobeni a 5 séitani, pro Ps sta&i 4 nasobeni a 5 séitani kaZdé strane o &
e
@ dnes v R zadné (velkd) vyhoda E ﬂdx_iﬁo,osgs
2
@ vhodné pro C, pfipadné matice aj., kdy je ndsobeni pomalej$i nez s&itani , ) wJo X
krat velikost skoku
Pozn.: nédsobeni v C: 4 ndsobeni + 2 s¢itani/odcitani nebo 3 ndsobeni + 5 s¢itani/odEitant -2 > o >
A =ac—bd, B=ad+bc; Karatsuba: S1 =ac, S, =bd, S3 =(a+b)(c+d),A=51—-52,B=53-51—-52 .
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Aproximace pomoci ortogonalnich polynomu poprvé ) Interpolace )
Zvolme interval [—1,1] a zkusme ortogonalizovat polynomy {1,x,x2,...} (Gram-Schmidt). Az Funkci zndme v diskrétnich bodech, (x; y;), i=1..n.
na normalizaci ziskdme Legendreovy polynomy. Je vice ekvwalentnlch definic, napf. pomoci | Chceme proloZit polynomem.
generujici funkce: Existuje jediny polynom Fadu n—1 (do x"~1, tj. n koeficient(i)
1 X 2n+1 = av i éni .
_ Z PO 2 o) Lagrangeuv interpolacni polynom
Vi-2xt+t2 520 2n 0 Her—x2 — X)(x3 = X) -+ (Xp — X)
. . Ry X) = y1
Pak normalizace je: 1 Y M oa—x(x2—x1)(x3 —x1) - (xn —x1)
! ( \ (X1 = X)Ber—6)(x3—X) -+ (Xp—X)
Pn(x)Pm(x) = ———8mn o) 5 m (x1— X2} (X3 — X2) -+ (Xn — X2)
1 2n+1 o\ |
Rozvoj: n h \ (x1—Xx)(X2 —X)(X3 = X) - - ¥—¢}
f) &~ DlcPix) "1 = Xn)(x2 = Xn)(x3 — Xn) - - Ger—*r}
=0
2
2i+1 @ Lze zjednodusit pro ekvidistantni argumenty
‘= J- FOIPx) o 1 2 3 4 @ Nepiesné u krajnich bodl v piipadé ekvidistantnich délicich bodd
- 5 6 v < z .
@ aproximace minimalizuje integral kvadratu odchylek (2) @ Lze rozsifit pro zndmé derivace
@ obvykle numericky nevhodné - vétsi chyba na krajich intervalu mmpc3.mw: Legendre 2x mmpc3.mw: Interpolation by a polynomial and a rational function
x v 12/16 q q 15/16
CebysSovovy polynomy amichs | Splajny (splines) mmich3
Anglicky: Pafnuty Lvovich Chebyshev Rusky: MagHyTHii NlbBOBUY YeGbILLER Funkci zndme v diskrétnich bodech, (x; y;), i=1..n.
Cesky: Pafnutij Lvovi¢ Cebysov (¢asto nespravné Cebysev) Chceme proloZit po &astech polynomy na intervalech [x; xi+1] (n— 1 intervald).
Ortogonalni na intervalu [—1,1] s vahou 1/v/1—x2 7 7 7109 Pro nejcast&jsi kubické splajny (celkem 4(n— 1) konstant): a1+ bix+ c1x? + dix3
| \ \ @ prochéazi body (2(n— 1) podminek)
Th(x) = cos(narccosx) A // \
< e 2 . . 2 3
Tn(x)Tm(x) 0 pron#m | \ 054 / \ @ mé spojité derivace (n— 2 podminek) az + bax + C2x% + dax
‘/—2 m pron=m=0 ‘\ \ @ mé spojité 2. derivace (n— 2 podminek) o + box + cox? + dox®
1—x =
™2 pron=m#0 ! 0_5\ ;| Zbyvaiji 2 konstanty, m{zeme napf. pozadovat
Rozvoj: x druhé derivace na konci = 0 nebo minimalizovat kvadrat odchylek aj.
6 = — S+ Z ciTix) \ Pokud numericky aproximujeme znémou funkci, mizeme napf. a3+ bax + c3x? + d3x3
misto spojitosti 2. derivaci poZzadovat hodnoty 1. derivaci
f(X)Tl(X) g sy . PP
c = 2 @ Uzitetné pro aproximaci slozitych funkci na potitaci
1 X
11/2 plusy: jednoduché

f(sin6)Ti(sinB)d6
/!

"J—n 2

@ blizko nejlepsi (minimax) aproximace

mmpc3.mw: Chebyshev 2x

mélo operaci v fadové tarce
minusy: je potieba pocitat { (pomalé pro neekvidistantni x;)
rozsahlé tabulky se nemusi vejit do cache

13/16
mmfch3

Cebysovova nejlepsi (minimax) aproximace
Je to aproximace minimalizujici maximalni chybu:
ming; [maxx[f(x) — Pn(x)|]
kde Pn(x) = 37, aixt je polynom s n + 1 koeficienty
@ vizdy existuje
@ odchylka [f(x)— Pn(x)] ma (je-li nenulova a nejsou-li koeficienty 0 z diivodu symetrie):
@ n+ 2 extrém, kde se stfidaji maxima a minima = alternanta
@ n+ 1 nulovych bodd
@ aproximace pomoci Ceby%ovovych polynom je obvykle dost blizko
Obdobné pro racionalni lomenou funkci (az singularni pfipady)
PFiklad: Funkce Inx v intervalu [2, 4] aproximovana Ceby$ovovymi po-
lynomy do x* (—) a nejlepdi aproximace (—); zobrazena je odchylka od
presné funkce

credit: Wikipedia
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Case study: hyperbolické splajny

mmfch3
Pro Ewaldovu sumaci je potfeba funkce (a téz jeji 1e-07 T T
derivace) 8e-08 =025 B
id = 1/64
e() = erfe(ayx) 6e-08/] or
Jx g
’ X 4e-08
kde a je parametr a &
2 @ ’; 2e-08 fi
erfc(X) =— | exp(—t?)dt g t
(x) ﬁL p(—t*) 2 0
|
je dopliikovd chybova funkce (complementary o -2e-08p
error function). Funkce rychle ubyva. Mozna imple- g 40081
mentace je pomoci splajnl s funkci v intervalu 60.08
_6e-08 1
+ _ge-08 ]
C+x 8e-08 I I I I I I




