Aproximace funkci

a“

Chceme ,vzorecek
Zname:
@ cely pribéh funkce (ale vypocet je pomaly)
@ hodnoty ve vybranych bodech, pfip. i derivace
Kvalita udaju:
@ znédme presné (médme algoritmus)
@ znédme priblizné (experiment ¢i simulace)
Metody:
@ Taylor (McLaurin) / Padé (racionalni lomené funkce), Thiele
@ interpolace
@ splajny
@ ortogonalni systémy funkci
@ Cebydovova nejlepéi (minimax) aproximace

@ metoda nejmensich ¢tvercd - fitovani, korelace, regrese
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Taylorova rada

Tayloruv rozvoj je okolo obecné hodnoty Xxg.

MacLaurinuv rozvoj je okolo xg = 0.

Musi existovat vsechny derivace (v R nebo C):

o £(N)(Qo
o= S0

=0 n!
@ Presné blizko x = 0.
@ Cim vétsi x, tim mené&i presnost.
@ Konvergence neni zaru¢ena, napf.:

foo={

Ale v C je nespojita v x = 0 + O..

Priklad. Studujte konvergenci (Castecné soucty) pro Taylo-
rovy radu funkce sin(x) v x =0 (viz mmpc3.mw).

exp(—1/x) forx >0,

0 forx <0

je hladka (vSechny derivace v x = 0 jsou 0), ale neni analy-
ticka (nulovy polomeér konvergence Taylorovy rady).

2/16

mmfch3

Funkce je analyticka na I = (q, b) € R,
jestlize Vxg € I existuje Taylorlv rozvoj
Vv X0 a ten konverguje v néjakém okoli xq.
10 ,
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credit: Wikipedia




- 3/16
Pade mmfch3

Padéova aproximace funkce f(x) v bodé x = 0 je racionalni lomena funkce

Pi(x)
Pn—k(X)’

kterd mé stejné derivace jako f do f(M(0) (tj. stejny Taylordv rozvoj).

m
f(x) ~ Pm(x) =D aix!
(=0

Presné blizko x = 0, pro vétsi x presnost prudce klesa.

Casto (ale ne vzdy) je Padélv rozvoj presné&jéi nez Taylor(iv rozvoj stejného radu.

Vypocet Padéovy aproximace:

@ z Taylorova rozvoje obou stran rovnice a vypo¢tem koeficient(

@ na zédkladé Thielovy véty pro retézovy zlomek

Pouziti:

@ zrychleni konvergence (napf. viridlové stavové rovnice a odhad vyssich viridlovych koeficient()

mmpc3.mw: Taylor expansion and the Padé approximant
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Retézovy zlomek (continued fraction)

Lze prevést na racionalni lomenou funkci a zpét.

Napr.:
X x| x| x|
ap + x—=ao+—+ +
ai + X a1 |la2 a3
C12+E

Nekonecny retézovy zlomek (priklad)

x| 12x2] 22x?| 32x? |

arctanx = —+ + + + --- konverguje pro x € R

|1 3 | 5 | 7

Taylordv rozvo;j:
x3 x° |
+ ——+.-- konvergujeprox <1

arctanx = x —
3 5

mmpc3.mw: Taylor expansion and the continued fraction
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Hornerovo schéma:

n
Pnh(x) = Z aixi =ag+ x(a1 + x(a> + x(az +...)))
(=0

Rekurzivni zapis:

P = ap

P = XP+ ap—1
P = xP+ap—>
P = xP+ qg

@ je potfeba n ndsobeni a n scitani
@ pro P4 stadi 3 ndsobeni a 5 sc¢itani, pro Ps staci 4 ndsobeni a 5 sc¢itani
@ dnes v R zadna (velkd) vyhoda
@ vhodné pro C, pripadné matice aj., kdy je ndsobeni pomalejsi nez s¢itani

Pozn.: nasobeni v C: 4 nasobeni + 2 scCitani/odcitani nebo 3 nasobeni + 5 scitani/odcitani
A =ac—bd, B=ad+bc; Karatsuba: S1 =ac,S> =bd, 53 =(a+b)(c+d),A=51—52,B=53—51—-5>
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Primy vypocet: 610
bi1| b2 bn |
fnh=a0+—+—+:-+—
a1 a2 lan

377

Eukleidiv algoritmus:
A_1:=0, B-1:=1

377 233
Ap:=1, Bp:=aqp
Aj:=ajAj_1+bjAj—2, Bj:=aBj_1+bjBj—>, j=1..n
fo=-
n—An
@ algoritmus je rekurzivni, snadno Ize zvétsit n
@ Aj, Bj rychle rostou a mohou pfetéct
Priklady: zlatyrezo=1+1/¢
V5+1 1] 1] 1] | 3513 21
Q= =1+ —+—+—+---; aproximace: 1,2, —, -, —, —,...
2 1 |1 1 2'3° 8713
1] 1] 1] | 357 17 41
V2=1+—+—+ +..-; aproximace: 1, —, —, -, —, —, ...
2 12 |2 2'3'5" 12" 29
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Thielova véta T mfcn3
je analogii Taylorovy vety pro retézové zlomky.
foo=foy L X1, X
X) = + + + + .-
Ira(0) [r200) |r3(0)
kde pocitame rekurzivné: Priklad: In(1 + x)
R.1 =0 Ro = In(1+x)
Ro = f(x) ro = V(/(Q1+x)=1+x"="1
ro = U/f'(x) R1 = Ro1+rp=1+x
Ri(x) = Rj—zl(X)+Fj—1(X) r1o= 2/(1+x) x=0r5
+
() = - Ry = Ro+r1=In(1+x)+?2
Ri(x) 3 3 =0
rn = —; =3(1+x)= =3(1+x) = |3
R%(x) 1/(1+x)
rrn=2n+1, rppt1=2/(n+1)
x| x| x| x| x| x|
In(1 + x) =

+ +—+ +—+—— -
1 12/1 |3 [2/2 |5 [2/3
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Aproximace pomoci ortogonalnich funkci mrﬁfch_g

Uvazujme funkce f(x) integrovatelné s kvadratem na uzavreném intervalu [a, b].
Bud’ {ul-(x)}go Uplny systém realnych ortonormalnich funkci (baze) na tomto intervalu. Pak

00 b
fO) = D cuilx),  kde ¢ = J FOQuU(x)dx
(=0 a

Konverguje ,.skoro vsude“, problémy viz dale — Uplny popis druhl konvergence je dost slozity.

n
Oznacme castecné soucty jako fn(x) = Z ciui(x)
(=0

Koeficienty ¢; pak minimalizuji nadsledujici ,,chybu* aproximace (integral kvadratd odchylek)
b
minciJ fn(x) —F(x)|%dx (1)
a

Poznamky:
@ Pro aproximaci jisté tfidy ubyvajicich funkci Ize uvazovat nevlastni interval.

@ Lze pouzit i skaldrni soucin s vadhou (viz Ceby$ov dale).
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Koeficienty jsou optimalni mrﬁfch3

Koeficienty ¢; minimalizuji nasledujici “chybu” aproximace (integral kvadratd odchylek)
b
minc, f fn(x) — )% dx (2)
a

Dukaz. Funkci fn(x) napiSeme ve tvaru

n

b
fa(x) =D (ci+ 8)ui(x), kde ¢;= J FOu(x)dx
a

(=0

Budeme hledat 6; (i = 0, 1,...,n) tak, aby (2) bylo minimalni. Pokud dodefinujeme 6; = —c; pro
{ > n, mame

n o0
fa(x)—F(x) = D (ci+ 6)ui(x) — D ciu(x) =
(=0 (=0

o0
oiui(x)
e

L

b 00 2 00 n 00
f [fn(x) — FOX)|?dx = J (Z 5zuz'(><)) dx=) &= 67+ ), cf
a i=0 (=0 (=0

i=n+1
Minimum je dosazeno pro 6;=0,i=0,1,...,n.



- - Y 10/16
Priklad - Fourierova rada /

mmfch3
Fourierova rada pro funkce f(x), x € [0, 21] takové, ze existuje fozn If|2dx:
@ bize = {1,sinx, cosx, sin2x, cos2x...}
@ dobré pro ,dostate¢né hladké” periodické funkce
@ pro numerické Ucely malokdy vhodné (pomalé sin, cos)
2 I I I
k exact
_ T X |n(tx) k=2 W
pila: ——n[——ﬂoor( )]=Z —— k=4 Y AN
2 ZT[ . 1+ k=8 ‘\\g«\ _
(=1 N
—— k=16 &_\
Gibbsuv jev: = — k=32 ==
skok se (v limité¢ n — o) predvihne na = Ofao ¥ -
kazdé strané o 8 = N
\\“
1 Sin x 1, 1L N ]
— | ——dx——=—=0.0895 =N
mTJo X 2 (/«\,,\
krat velikost skoku
-2 L l 1
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Aproximace pomoci ortogonalnich polynomu poprvé

Zvolme interval [—1,1] a zkusme ortogonalizovat polynomy {1,x, x2,...} (Gram-Schmidt). Az

na normalizaci ziskdme Legendreovy polynomy. Je vice ekvivalentnich definic, napf. pomoci
generujici funkce:

1

0.0)
= Pn(x)t"
V1—2xt+ t2 ,Z(:)

Pak normalizace je:

1 2
J Pn(X)Pm(xX) = ———6mn
2N+

Rozvoj:

2i+1 (1
Ci = > _1f(><)Pl(><) - ) - - :

@ aproximace minimalizuje integral kvadratu odchylek (2)
@ obvykle numericky nevhodné - vétsi chyba na krajich intervalu mmpc3.mw: Legendre 2x




Cebysovovy polynomy
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Anglicky: Pafnuty Lvovich Chebyshev Rusky: MadHyTHin J16BOBMY YebbILLEB

Cesky: Pafnutij Lvovi¢ Cebygov (¢asto nespravné Cebygev)
Ortogonalni na intervalu [—1, 1] s vdhou 1/v 1 — x?

Th(x) = cos(narccosx)

o, _ (0 ER0ET

dx
—1 /1—x2 m/2 pron=m#0

Rozvoj: co &

fO) = —+ ) alix)
(=1

2 (1 fOATix)

Ci = — dx

TJ)_1 41— x2

2 rﬂ/z
= — f(sin@)Ti(sinB)d6

T J)—mn/2

@ blizko nejlepsi (minimax) aproximace

mmpc3.mw: Chebyshev 2 x
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Cebysovova nejlepsi (minimax) aproximace
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Je to aproximace minimalizujici maximalni chybu:

ming; [maxx|f(x) — Pn(x)l[]
kde Pn(x) =1, aix! je polynom s n + 1 koeficienty
@ vzdy existuje
@ odchylka [f(x) — Pn(x)] mé (je-li nenulova a nejsou-li koeficienty 0 z divodu symetrie):
@ n + 2 extrémd, kde se stfidaji maxima a minima = alternanta
@ n+ 1 nulovych bodd

@ aproximace pomoci Ceby$ovovych polynomd je obvykle dost blizko
Obdobné pro racionalni lomenou funkci (az singularni pripady)

Priklad: Funkce Inx v intervalu [2, 4] aproximovana Ceby&ovovymi po-

lynomy do x* (—) a nejlepsi aproximace (—); zobrazena je odchylka od
presné funkce

credit: Wikipedia



Interpolace

Funkci zname v diskrétnich bodech, (x;, y;), i=1..n.

Chceme prolozit polynomem.

Existuje jediny polynom Fadu n— 1 (do x" 1, tj. n koeficientd)
= Lagrangeuv interpolac¢ni polynom:

Eer—a9(x2 — x)(X3—X) -+ - (Xn—X)

y(x) = L e} (X2 — X1)(X3 — X1) -~ (X — X1)

(X1 —Xx)oer—3 (X3 —X) -+ (Xn—X)
Y21 — x2)—%23(X3 — X2) --- (Xn — X2)

(x1—Xx)(x2 —Xx)(X3—X) - BT
" (x1—Xn) (X2 — Xn) (X3 — Xn) - - - Ger—6m)

+

Ty

@ Lze zjednodusit pro ekvidistantni argumenty
@ Nepresné u krajnich bodd v pripadé ekvidistantnich délicich bodd
@ Lze rozsirit pro zndmé derivace

mmpc3.mw: Interpolation by a polynomial and a rational function
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Splajny (splines)

Funkci zname v diskrétnich bodech, (x;, y;), i=1..n.
Chceme prolozit po ¢astech polynomy na intervalech [x;, x;+1] (n— 1 intervalQ).
Pro nejcastejsi kubické splajny (celkem 4(n— 1) konstant):

@ prochézi body (2(n— 1) podminek)

ai + bix+ c1x? + dix3

@ ma spojité derivace (n— 2 podminek) az + bax + C2x?% + d2x3

@ mé spojité 2. derivace (n— 2 podminek) ao + box + cox? + dox>

Zbyvaji 2 konstanty, muzeme napf. pozadovat
druhé derivace na konci = 0 nebo minimalizovat kvadrat odchylek aj.

Pokud numericky aproximujeme zndmou funkci, mdzeme napf. as + bsx + c3x? + d3x>
misto spojitosti 2. derivaci pozadovat hodnoty 1. derivaci

@ Uzitecné pro aproximaci slozitych funkci na pocitaci

plusy: jednoduché
malo operaci v radové carce
minusy: je potreba pocitat i (pomalé pro neekvidistantni x;)
rozsahlé tabulky se nemusi vejit do cache



Case study: hyperbolické splajny

Pro Ewaldovu sumaci je potreba funkce (a téz jeji
derivace)

erfc(av/x)
VX

e(x) =

kde a je parametr a

erfc(x) = %f exp(—t2)dt
X

je doplnkova chybova funkce (complementary
error function). Funkce rychle ubyva. Mozna imple-
mentace je pomoci splajnu s funkci v intervalu

B
C+ x

A+

1/2)/X1/2

X

spline — erfc(a

1e-07

8e-08 [t

N S »
¢ 3 0
o o o
o (00) (0 0) (0 0]

—2e-08
—4e-08
—6e-08
—8e-08

[plot/ertest.sh] 16/16

mmfch3

o =0.25
grid = 1/64




