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Numericka derivace a kvadratura
kvadratura = vypocet urcitého integrélu
jednodimenzionalni

@ Data prolozit vhodnou funkci a tu pak derivovat/integrovat. Vhodné, jsou-li data zatizena chy-
bami. Piiklad: Shomateova rovnice

Com(T)=A+BT+CT? +DT3+ £/T?
@ Derivace: Nahradit derivace diferencemi
- potfebujeme nékolik bodl v okolf
- presnost klesa

Kvadratura: Nahradit sou¢tem pres vybrané body v daném intervalu
- pfesnost stoupe

vicedimenzionalni
@ parciélni derivace: opakuj pro véechny promé&nné/sméry

@ kvadratura: nékolik vnofenych 1D kvadratur (do cca 3D-5D)
Monte Carlo, Conroy (polopravidelny vzor bodd, néco mezi obdéinikem a MC)
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Newtonovy-Cotesovy vzorce

Lichobéznikové pravidlo (uzavieny vzorec):

b b—a )
f fx)dx = T[f(a)+f(b)] +0((b—a))
a ,,
S vice délicimi body: -7

1)
2

b—a h

b f(a) 5
f(x)dx = T+f(ot+h)+f(a+2h)+~-~+ h+0O(h%), h=
a
Obdélnikové pravidlo (otevieny vzorec): polovi¢ni chyba nez lichobéznik!

b
J F)dx = (b—a)[f((a+ b)/2)] + O((b—a)?)
a

Simpsonovo pravidlo:

b b—
J fO)dx = Ta[f(a) +4f((a+ b)/2) + f(b)] + O((b— a)*)
a

Vypotet fadu a chyby: z divodu linearity staéi pro funkce 1, x, x2, ...
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Numericka prvni derivace
Diferencni vzorce se odvodi z Taylorova rozvoje.
Prvni derivace:
fx+h)—f(x)
h

g(h)=0(h") <
IM>0ahp>0:
|g(h)| < Mh" ¥ h < hg

! h 1/ h2 117,
FO0+ 500+ 0+ -

00+ 0(h)

X+ h)—f(x
= 0 =f( ,: Fx)
Je to tedy vzorec 1. fadu v h (chyba je O(h) neboli fa4du h).
Zpiesnéni (centralni vzorec)

+0(h)

_fx+h)—f(x=h)

4 2
)= >h +0(h%)
F00 = —f(x+2h) + 8f(x + h].)z—hsf(x— h) + f(x—2h) + oY) o

Derivace zprava - kdyz zndme funkci jen na jedné strané
—f(x + 2h) + 4f (x + h) — 3f(x)
2h

viz mmpc4.mw

f= +0(h?) ()
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Priklad.

Ovétte, ze Simpsonovo pravidlo pfesné integruje funkce 1, x, x2, x3, avdak jiz ne x%, a proto ¥ad
chyby je O(h%).

1-0
= T(1+4X 1+1)=1

s
° &
=
[=X
x
Il
-
|

1 1 1-0 1 1

xdx== = —(0+4x=-+1)==

0 2 6 2 2
1, 1 1-0 1 5, 1
x‘dx== = —(0+4x —=+1%)=—
0 3 6 22 3
1, 1 1-0 1 51
x*dx=- = —(0+4x—=+1°)=—
0 6 23 4

. 1-0 1 _
x4dx=0.2 v ——(0+4x — +13)=0.2083
6 24

° =
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Numericka druha derivace

Stejné odvodime vzorce pro druhou derivaci, nejjednodussi centralni je
FOx+h)—=2f(x) + f(x—h)

2 +0(h%) 3)

') =
Piesnéjsi centralni vzorec:
—f(x+ 2h) + 16f(x + h) — 30f(x) + 16f(x — h) — f(x — 2h)

o2 +0(h%)

') =
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Gaussova(-Legendreova) kvadratura

@ Dvoubodovy vzorec 4. Fadu (2/3 chyba a o bod méné ve srovnani se Simpsonem):
ovéreni = doméci Ukol

b od _b—a[ (a+b_a—b) (a+b a—b)] ob—a) @)
fox_ZfZ 2‘/§+f2+21/§+ a

@ Ctyibodovy vzorec 8. Fadu (chyba O(h®)) s dobrou numerickou stabilitou:

double Gauss8(double (+f)(double),double a,double b,int n)
// int[a,b] £(x) dx using 4-point Gauss quadrature with n subintervals

const double
q1=0.430568155797026287612, // sqrt((15+sqrt(120))/140)
92=0.169990521792428132401, // sqrt ((15-sqrt(120))/140)
w=0.173927422568726928687; // 1/4-sqrt (5/864)

double h=(b-a)/n;

double wi=h*w, w2=h/2-wl;

double hi=h¥ql, h2=h¥q2;

int i;

double sum=0,x;

Koeficienty metod jsou kladné, coz
zajist'uje dobrou numerickou stabilitu.

for (i=0; i<n; i++) {

x=h* (i+0.5)+a;

sumt=(£ (x-h1)+£ (erh1)) wrl+ (£ (x-h2) +£ (x+h2)) ¥u2;
3
return sun;

b3

, . plot/numprec.sh 4 ,5q
Jaky krok h zvolit? /

mmfch4
Ozn. € = numericka presnost: nejmensi zobrazitelné ¢islo > 1 je 1+ ¢
@ 64 bit (double, REAL#8): £ = 2752 = 2x 10~ 16, dnesni standard

@ 80 bit (extended, long double, REAL*10): £ = 2763 = 1x 1019
(vnitfné pouzivd FPU na x86 architekturach, Ize i samostatné)

@ 32 bit (float, REAL¥4): e =2"23 = 1x 10~/

(dnes minimalni zisk rychlosti s vyjimkou GPU)
Pravidlo: Nejlepsi h mé stejnou zaokrouhlovaci chybu a chybu metody.
Priklad. Jaké h je optimalni v rovnici (1)? viz mmpc4.mw, Numerical derivative

zaokrouhlovaci chyba o &/h
chyba metody o h*
e/h=h%proe=1x10"15= hnxel/5=1x103

plot/numprec.sh = graf funkce 1+ 2X—1
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Richardsonova extrapolace
Symetrické vzorce pro derivace a integrdly (a tfeba i feSeni ODE) maji ¢asto chybu tvaru (liché
¢leny jsou nulové)

S=5(h)+Ah" +Bh"*2 + ... (n je obv. sudé)

Obecné mizeme mit

S = S(h)+Ah"
S=5(h)+Ah"+BAM 1 4... S = S(h/2)+A(h/2)"
Zptesnéni: S2(h/2)
2"S(h/2)—S(h n+2
s (h/2) ()+{O(h 1)
2n—1 O(h"*1h)

V procesu miizeme pokracovat (s dvojici Sz(h/4) a Sz(h/2)), atd.

@ proces selZze nebo je nepiesny, nejsou-li spinény piedpoklady, totiz Zze funkce ma koneénych
dost derivaci v celém intervalu

@ pokud koeficienty u h¥ rychle rostou, jsou vysledky vice krokél Richardsonovy extrapolace ne-
spolehlivé

5/20
mmfch4

Numericka kvadratura

Numericka integrace na intervalu [a, b]. Pfedpoklad: dostatecny pocet derivaci je konecny v celém
intervalu. Pokud neni (napf. v/X v intervalu [0, 1]), nutno Fesit substituci.

Obecny vzorec:

b
f FOdx =Y wif (x), xi€[a,b]
a

Metody:

@ ekvidistantni argumenty (Newton-Cotes):
- uzaviené: pouzivaji f(a), f(b)
- oteviené: body jen uvnitf intervalu

@ neekvidistantni argumenty (Gauss): obvykle efektivnéjsi (pro slozitou funkci a mame-li data
v libovolnych bodech)

Typicky se interval [a, b] rozdéli na kratsi intervaly (pfipadné rizné dlouhé) a vhodna metoda se
aplikuje v kazdém z nich.

Nevlastni intervaly:
@ vhodna substituce prevéadsjici interval na koneény
@ specilni metody
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Priklady
Priklad. Pomoci vzorce (3) jsme vypocetli druhou derivaci jisté funkce v bodé x = 0.3:
h 0.02 0.01

f"(x) podle (3) 74.479013 74.230722
Zpresnéte Richardsonovou extrapolaci.
Vzorec (3) méa chybu O(h?2). Proto

74.230722 x 4—74.479013
4-1

Funkce byla f(x) =
cos(x)/x a x =
0.3, pak f/(0.3) =
74.148327

)= =74.147958

Priklad. Ukazte, ze jeden krok Richardsonovy extrapolace lichobéznikové metody je ekvivalentni
Simpsonové metodé.

2 2
S(l):f(0)+f(1), S(l/2):f(0)+ f(1/2) +f(1)
2 4
45(1/2)—-5s(1 17f(0 1
Sextrap:%zg ]¥+2f(1/2)+'g:|

viz mmpc4.mw Numerical quadrature
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ODE = Ordinary
Differential Equation

Obycejné diferencialni rovnice - poc¢atecni ulohy

y'=fxy) y(x0)=yo
@ y mize byt vektor (FeSime soustavu)

@ rovnici vyséiho fadu miZeme prevést na soustavu rovnic 1. Fadu
(ovSem zpravidla bude efektivnéjsi mit metodu Sitou na miru)

Yy’ =fyy) subst. z=y’" = Z'=f(xy,2), y'=z
V tomto kurzu nebude:
@ metody pro rovnice vyssiho fadu
@ okrajové dlohy
@ PDE (parcialni dif. rov.): metoda siti,
slabéa feseni, metoda kone¢nych prvkd
@ prediktor-korektor: @ efektivng&jsi (méné vypoctli pravé strany)
o start - musime si pfedem napocitat historii
© nesnadna zména kroku
© mohou byt nestabilni

@ Runge-Kutta: ® nepotfebuji historii
& snadna zména kroku (i adaptivni)
o dobré stabilita
© vice vypoctl pravé strany

@ metody pro dynamické systémy (7 = f(r, F, t)):
- symplektické ¢i aspon reverzibilni (= zachovani energie); geometrické integratory, Trotter
- metody prediktor-korektor
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Prediktor-korektor - tivod

Zname historii, tj. hodnoty (a/nebo derivace, tj. pravé strany). S vétsim mnozstvi pouzité informace
Ize ocekdvat presnéjsi/efektivnéjsi metodu.
@ prediktor: predikujeme yP(x + h):
- pouzivame pravou stranu (obv. stabilnéjsi a presnéjsi)
- nepouzivdme pravou stranu (Gearovy metody - extrapolujeme funkci i jeji derivace)
@ [piipadné modifikator]

@ Kkorektor: potitdme vyslednou hodnotu yC(x + h):
- pocitdme pravou stranu jednou
- poc¢itdme pravou stranu vickrat
- pocitdme pravou stranu jednou nebo vickrat itera¢né

Problém - stabilita: chyby v kazdém kroku se propaguji do dalsich krokd, metoda musi byt navr-
zena tak, Ze chyby se pokud mozno nekumuluji a hlavné nerostou exponencialné.

Pokud koeficienty metody jsou velké a stiidaji znaménka, metoda bude pravdépodobné nestabilni.
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Rozcvi¢ka: Eulerova metoda

Rovnice + pocate¢ni podminka: 4
y' =f(x.y), y(x0) =yo
Rozvoj: 3
y(x+ h) = y(x) + hy’ + O(h?)
1 krok Eulerovy metody:
y(x+h)=y(x)+hf(x,y)
Metoda je lokaIné 2. fadu, na kone¢ném intervalu mu-

sime provést o« 1/h krokd, tedy globaini chyba je O(h)
(metoda 1. Fadu).

<
- N
T T
<
I
<
L

Priklad. 0
(a) Ukazte, ze n krokl Eulerovy metody feSeni rovnice 0 1 2
y'=y,y(0) =1 s krokem h = 1/n dava yn(1) = (1+ 1/n)". X

(b) Kolik je limp—co yn(1)?

\% Ctét =1 =2 F éte Rich t laci.
(c) Vypoctéte pro n Oan 0 a zpresnéte Richardsonovou extrapolaci €68712°2 (9) 2 (q)
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Prediktor-korektor

Nejprve prepiSme RK2 do tvaru prediktor-korektor takto:
Yox+h) = yoo+ hf(x, y00) + o(h?)
YEx+h) = y0+ 5006 y(x)) + FOx + h, yP(x + h)1+ O(h®)

druhy krok je O(h3), protoze je to lichobéznik, a chyba yP(x + h) je hO(h?).

Zkusme nyni vylepsit oba kroky.

Prediktor:

X x+h

3y () — 3y () + By"(x)
YPOc+ ) = y(x) + h[3£() — 3f(x— h) |+ O(h%)
kde f(x) = f(x, y(x))) a f(x—h) = f(x— h, y(x — h)) (z pfedchoziho kroku).
Korektor hledejme ve tvaru:
YEOx+ h) =y() + hlaf(x— h) + bf () + cf O + h, yPOx + h)]
Metoda testovaci rovnice y =y’ (y(x) = eX) =
YOO+ h) = y() + £l — FOx— h) + 8f(x) + 5f(x + h, yP(x + h)] + O(h*)
tj. je to metoda 3. Fadu (lokaIni chyba O(h%))
viz mmpc4.mw Predictor-corrector - 3rd order example, determining the coefficients of the corrector

Runge-Kutta 2. Fadu (RK2) L3/
Zpiesnéni (styl lichobéZnik) - ve tvaru metody Runge-Kutta (RK2):
k1 = f(x.y) ka
ky = f(x+h,y(x)+ hk1) k2
Y(x+h) = y()+5ki+k2) % x+h
X = x+h

dohoda: neni-li uveden

¥4 N /- —_ e
K odvozeni fadu: y”’ = df(x, y)/dx = fx + fyy’ = fx + fyf = TR (A, 2 (0

yx+h) = yx)+ g(h +k2)
UL 00+ 207 +y 4 B+ B =y 0+ hyG) + h;y"(XJ
Tedy metoda mé lokalni chybu O(h3) (nebo lepsi) a je (alespon) 2. fadu.
Jiné zpFesnéni (styl polovi¢ni krok nebo obdélnik): k1
ki = f(xy) .
k2 = fx+3,y00+5k1) X X+h

y(x+h) = y(x)+ hk;

stejny Fad chyby,
X = X+h

mensi koeficient
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Prediktor-korektor 3. Fad - stabilita
Metoda je lok&lné O(h%), takze mlzeme napsat (zanedbavajice O(h%)):
y(x—ih) = yPTesné(x — jh) + g;h*
Zkusme testovaci rovnici y’ =y s y(0) = 1 (feseni je y = €X). Pomoci Maple:
€41 =€;{—13/144
@ chyba v y(x— h), y(x—2h)...se nesit dal (s pfesnosti do h*)
@ v jednom kroku vznikne chyba o h*

viz mmpc4.mw Predictor-corrector with up to 2 evaluations of the rhs/step: O(hl) - O(h3)

...ated se podivdme na to, co se mlze pokazit
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Runge-Kutta 3. fadu (RK3)
Jedna z mozZnosti, zakonena Simpsonem
k1 = f(x,y)
k2 = fOx+ 2 y00+ k)
k3 = f(x+h,y(x)+h(2kz — k1))
yOx+h) = y(x)+ ke + 4ka + k3)
X = x+h

Clen (2kz—k1) je vlastné 1 krok Richardsonovy extrapolace, tj, davé y’(x + h) s vétsi presnosti nez
oba odhady k1 a k».
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Milneova metoda
Korektor je Simpsonovo pravidlo.
YPx+h) = y(x—3h)+ %[Zf(x)—f(x— h) + 2f(x—2h)]
Yoo+ h) = y(x—h)+51f(x—h) + 4f00) + F(x + h, yPOx + )]
Lokalni chyba je O(h5). Necht' y(ih) mé chybu €;h>. Pak tato chyba se $iti takto (viz Maple za
pouziti testovaci rovnice y’ = y):

1
€i+1 = %+ €i-1

Diskuse:
@Qecip1= %+ €; by bylo OK (takové chyba se v principu neda odstranit)

priklad nestabilni metody: €41 := §€;+ 1/90

priklad stabilni metody: €41 := 3€;+ 1/90
@ RUst chyby ,ob dva“ znamena, e €gyqs @ €jicheé jSou jiné - fedeni se mlZe rozkmitat (podle

vyssich ada).
@ Milneova metoda je ponékud specificka - na hranici stability

viz mmpc4.mw Milne method and stability

Runge-Kutta 4. radu (RK4)
Popularni metoda 4. Fadu (lokaIni chyba O(h>)) s dobrym chovanim:

k1 = f(x,y)
k2 = fOc+ 2 y00+ k)
k3 = fOx+5,y00+5k2)

Josef Sobotka:

DOBRE

kg = f(x+h,y(x)+ hk3) Pt
YOCHR) 1=y + Biky + 2k + 2K3 + ka) CHOVANI
X = x+h R
viz mmpc4.mw Runge-Kutta: O(h1) - O(ha) : 5
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Stabilita a linearni diferencni rovnice

Typicky je rovnice sifeni chyb (v fadu lokalni chyby) tvaru
€i41:=0c+ A€+ A1E(—1" - An€j—n
To je linearni diferenéni rovnice. Ta ma obecné feseni tvaru

€= Z bxxi + bc
X 21
kde se scita se pres vSechny kofeny tzv. charakteristického polynomu credit: Wikipedia, Oscar en Fotos
XML = cox 4 -+ + cpxO

V ptipadé nasobnych koten(l jsou tam &leny x!, ix!, atd. - je to podobné, jako pro linearni homogenni
diferencidlni rovnici.

Chyby nesmi exponencialné riist = pro kofeny musi platit |x| < 1.
Priklad diferenéni rovnice: Fibonacciova posloupnost viz mmpc4.mw
Fo=0, Fi=1, Fp=Fp—1+Fp—2pron>1 n n
. L1\ oF > (1t V5 1-45
maticové: ( n+2) = ( )( HH) "T 5 2 2
10 Fn

Fn+1




