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Matematicka statistika

mmfch5
Nahodna (stochasticka) proménna pfitazuje pravdépodobnost/hustotu pravdépodobnosti moz-
nému diskrétnimu/spojitému jevu z diskrétni/spojité mnoziny jeva.
@ diskrétni pfiklad: hod kostkou: p;=1/6 pro i€ {5, O3, & &, B}
@ spojity priklad: ¢as rozpadu jadra: p(t) = ke~ kt
Spojitou ndhodnou veli¢inu v 1D (tj. x € R) popisuje distribuéni funkce (hustota pravdépodob-
nosti, rozdéleni/rozlozeni pravdépodobnosti, probability distribution function (PDF) p(x):

p(x)dx je pravdépodobnost, Ze nastane jev x € [x, x + dx)
Ve dvou dimenzich definujeme hustotu pravdépodobnosti p(x, y) tak, Ze jev x € [z, x + dx) a zéaro-

ven y € [y, y + dy) nastane s pravdépodobnosti p(x, y)dxdy. Uzavfeny interval zna&im

[a, b], aby se nepletl se
stfedni hodnotou.

Normalizace:
o

> pi=1 nebo J p(x)dx =1
7 —
Kumulativni (integréini) distribu¢ni funkce = pravdépodobnost, Ze padne ndhodna hodnota x < x:
X
P(x) = J p(x")dx’
00
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Funkce nahodné velic¢iny: stiedni hodnota

Stfedni hodnota funkce f(x) vzhledem k nahodné veli¢iné x € R s distribu¢ni funkci p(x):

(f) = jf(X)p(X)dx (1)

nebo z nové ndhodné proménné f = f(x):

D p(x) @

(f =fyp Wdy, prly)= n
¢ ¢ x:f(x)=y PGl

Obé stfedni hodnoty jsou stejné:

(f= f FOOpLdx LT f ’; i ((:))dy=fypf(y)dy

kde v 2. integrdlu x = feSeni rovnice f(x) =y, které zde pro jednoduchost uvazujeme jen jedno a

také predpokladame, Ze funkce f je rostouci.

Stat-mech priklad v 3N-dimenzionalnim prostoru: f = P (tlak), T = (71, ..
e—E(T)/keT

. Fy) eR3N:
p(1) = (Py= f P(T)p(T)dT

Obecné a jednotné (f), = ff(x)du(x), kde u je pravdépodobnostni mira, x € méfitelnd mnozina
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Rozdéleni pravdépodobnosti

Varovani. Ve fyzice a technice nepfesné a volné zaménujeme symbol x pro ndhodnou veli¢inu a
X pro jeji hodnotu (napf. pfi integraci).

Stiedni hodnota (téZ expectation value, otekédvana hodnota; slovo prdmér budeme rezervovat
pro aritmeticky primér, tj. stfedni hodnotu vybéru)

EGO = (%) = ()x "2 (x) = j xp(x)dx nebo > xip;
i
Variance, rozptyl, fluktuace, stfedni kvadratickd odchylka, mean square deviation (MSD"),
disperze

Var () "2 Varx = ((x— (x))?) = (8x%) = (x?) - ()2,
Smérodatna odchylka, standardni odchylka, standard deviation, root mean square deviation,
RMSD

kde Ax = x— (x)

o(x) = y/Var(x)
téz o(x), ox, 6x, s(x) (odhad 0) ...

*also Mean Square Displacement
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Kovariance

@ Kovariance x € R a y € R dvojrozmérného rozdéleni p(x, y)
Cov(x,y) = (AxAy) = J AxAyp(x, y)dxdy
@ Kovariance dvou veligin f(x) a g(x); obdobné& u diskrétniho & vicerozmérného rozdéleni (x = T):
Cov(f, g) = (AfAg) = j AfAgp(T)dT
Nezavislé nahodné veliciny
Nahodné veli¢iny x (s rozdélenim p1(x)) a y (s rozdélenim p2(y)):

p(x, y) = p1(x)p2(y) (3)
V diskrétnim pfipadé (napf. dva hody kostkou, p;; = 1/36):
Py =P1,iP2,j Je-li Cov(x,y) =0 pak x a y jsou ne-

. P . . - korelované, ale nemusi byt nezavislé
Kovariance nezdvislych ndhodnych veli¢in je nula:

Cov (X, y) = (AxDy)x+y = j de dy Axp1(x) Ayp2(y) = (Ax)x (Ay)y = 0

oy 3/33
Priklady Pslimoes
Ovéite normalizaci a vypoctéte stiedni hodnotu a varianci pro nasledujici rozdéleni:

a) Rovnomérné rozdéleni v intervalu [0, 1); na pocitaci napf. rnd(0). viz mmfch5.mw

d*lldfl *ldflv *1 12d*1 *‘T
jp(x) Xﬁfo x=1, (x)fj0 xdx ==, ar(x)fjO (X_E) x=15 o(X)fwﬁ

b) Exponencidlni rozdéleni (t interpretujeme jako ¢as):
ke=kt prot>o0,
()= { P

0 prot<0

kde k je kladnd konstanta; p(t) je hustota pravdépodobnosti, ze atom se rozpadne v Case t

o P
1
f ke kKtdt=1, (t)= f tkektge PerRRntes = stiedni doba Zivota T
0 0

@ 1
Var (t) :f (t—1)2 ke Kldt = — =12
0 k2

Dalsi trik vhodny pro vypocet integrald: fgo ekt = 1/k derivujeme podle parametru k

. . plot/matnum2r.sh 1000000 8/33
Korelacni koeficient

mmfch5
Cov(x,y)
V/Var (x)Var (y)
Piiklad. Necht' uj a u jsou dvé nezavisld rovnomérna rozdéleni v [0,1]. Vypoltéte:
a) r(ui, —u1)
b) r(u?, u?)
¢) r(uy, uz + u1)

rixy)=

iz mmpc5.mw Correlation Coefficient
iz P W : : M/T O T(@Q T (e

seq 1 1000000 | tabproc "rnd(0)" "rnd(0)" | tabproc A A+B | lr

< - AsA plot/mmfch5pr2.sh 4,33
Funkce nahodné veliciny 4

mmfch5
Méjme redlnou ndhodnou veli¢inu x s rozdélenim p(x) a readlnou funkci f(x).
Veli¢ina (pozorovatelnd) f(x) méa rozdéleni (s¢ita se pies viechny kofeny): dy f()
px) Yt
= > = fax NS
X:f(x):ylf (€3]]
Pfiklad 1. Necht' x ma rovhomérné rozdéleni v intervalu [0, 1). Jaké rozdé- /W
lenimdy=—Inx? X
% > restart: - =_ =Y P
> with(Statistics): y=fe)==inx = x=e7 (1 kofen)
> rectf := t->piecewise(t<0,0, t<1,1, 0); f(x)=—-1/x
> Rect := Distribution(PDF=(rectf));
> X := RandomVariable(Rect); prly) = L(X)
> Mean(X); StandardDeviation(X); x:f )=y Iides]]
> PDF(-log(X),x); 1
= ——=|x|=e7Y
|=1/x]

Priklad 2. Necht’ x ma rovhomérné rozdéleni v intervalu [—1, 1). Jaké rozdéleni ma y = arcsin(x)?

seq 1 1000000 | tabproc 'asin(rnd(-1))" | histogram -.031416 | plot -:x:y:0 ’[99]:x:(051><)/2:-’Z/M)SOD:M)/d

. , , . , firefox https://en.wikipedia.org/wiki/Convolution 9/33
Soucet ndhodnych proménnych
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Necht’ (x, y) jsou dvé spojité nahodné proménné s rozdélenim p(x, y). Rozdéleni souttu x + y je

Px+y(2)dz = jj p(x, y)dxdy X J p(x, z— x)dxdz
X+y€(z,z+dz)

8
px+y(2)=fp(x.2—><)dx L
|

I
>

Necht' nyni p(x, y) = p1(x)p2(y). Pak

Px+y(2) = Jm(X)pz(Z—X)dx = (p1 * p2)(2)

p1 * p2 se nazyva konvoluce
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Priklad: Giniho koeficient (index) =F
Mira nerovnosti pfijmu. Pffjem x s hustotou pravdépodobnosti p(x), x > 0.
1 0 oo
G= —f p(X)dXJ p)dylx—yl, Gel[0,1]
2(x) Jo 0

Jihoafrické republika: 65% ... USA ~ Cina: 48% .

Priklad. Vypoctéte Giniho koeficient pro:

.. CR: 26% ... Ukrajina: 25%

rozmér x je $

& e el
a) Diracovu delta-distribuci (vichni berou stejné), rozmer p(x) je $
b) exponenciélni rozdéleni pfjma. s wnipeda £

Z/T (90 (e

% > restart:
> Gini:=p->int(p(x)*int(p(y)*abs(x-y),y=0..infinity),x=0..infinity)
/2/int(p(x)*x,x=0..infinity)
> assume(a>0);
> p:=x->Dirac(x-a);
> int(p(x),x=0..infinity);
> Gini(p);
>
>
>

Cumuative share of income eamed

p:=x->a*xexp(-x*a);
int(p(x),x=0..infinity);
Gini(p);

100%
‘Gumulative share o peopl fom lowest to Hghest incomes

. Cm plot/matnumz2conv.sh 100000 14,33
Diskrétni priklad 4
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Hodime dvojici kostek. Jaké rozdéleni ma soucet ok?

p2(2) = p(@)p()=1/36
p2(3) = p(Dp(D + p(Np() = 2/36
p2(4) = p(@pED + p()p(E) + p((Dp()) = 3/36
p2(5) = p(@)PED + p(NPE) + p(EDP() + P(ENP(E) = 4/36
p2(6) = p(DPED + p(ENPE) + p(DpED) + pEDPED + p(EDP((D) = 5/36
p2(7) = p(@pED + p(ENPE) + p(EDP(E) + pPEDPED) + p(EDP(ED) + P(EDP(E) = 6/36
p2(8) = p(@)pED) + p(DP(E) + pEDPE) + p(ENP(E) + p(E)P(L) = 5/36
p2(9) = p(EDPED + p(ENPE) + p(EDPED + pEDP(E) = 4/36

p2(10) = p(ENP(E) + p(ENP(E) + p(E)P(EI) = 3/36

p2(11) = p(E)p(ED) + p(EN)p(E) = 2/36

p2(12) = p(E)p(E)) =1/36

12
P2 =1
=2

seq 1 100000 | tabproc "rnd(6)+rnd(6)+2" | histogr 1.5 12.5 1 | plot -




plot/matnum2conv2.sh 200000 11/33

Spojity priklad /%> | Gaussovo rozdéleni a CebySovova nerovnost iﬁfﬁs
Jaké rozdéleni ma u1—uy, jsou-li u; nezavisla ndhodna &isla v intervalu [0,1)?  © 1 | Pro ndhodnou proménnou x s normalnim rozdélenim plati: erfc(x) =1—erf(x) = %f:o et?dt
p(x)—{l pro0<x<1 8 z g2
~ 10 jind | rob(|x — (x)| > to(x)) = dx = erfc(t/v2
jindy L prob (Ix — (x)| = to(x)) Yo t/v2)
® 0 ! ! F.: prob ([x — (x)] = 20(x)) = 0.0455 ~ 5 %
pa(2) = f pOx+1)p(z—x)dx =j plz—x)dx = f p(z +x)dx > napr.: pro =20 = 00855~ 5 prob (Ix — (x)| < to(x))
- -t 0 .Y Cebysovova nerovnost: Pro obecnou ndhodnou proménnou x t normalni nejhorsi
7zp(z+x)dx = flledx =1-z prol>z>0 s kone&nym prlimérem i varianci plati: 1 6827 % 0%
_ ) e, ez 2 9545 % 75%
=3 Jopz+x)dx = [(T¥ldx=1+2 pro—1<z<0 prob(lx—(X)IZw(X))s*2 3 99.73 % 88.89 %
" ! 43 © 9
0 Jindy napr.: prob(lx— (x)| = 2a(x)) =25% SI99:99994 587 MICLH
1—|z| prolzl<1 <
p2(2)={0 jindy Diikaz. Definujme (jako v C/C++): (x < 1)={é ;’;Z;‘l' L
-1, p= 52
prob (IX— = ta(x)) = (Ix— = ta(x)) rovnost pro: X={0, p= 1—%2
h 1 (x_(x))2>1 < (x_(x))z ! +1, p=55
seq 1 100000 | tabproc "rnd(0)-rnd(0)" | histogr -1.5 1.5 .1 | plot - = 000 = < to(x) =z 2t
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oucet nezavislych ndhodnych proménnych i Matematicka statistika a metrologie rmfehs

Stfedni hodnota i variance souctu nezavislych nadhodnych veli¢in jsou aditivni. Pfimo z (3):

(x+y)= f P10)P2(y)(x + y)dxdy

= j p10)p2(y)xdxdy +j p10)p2(y)ydxdy = f P10)xdx +f p2(y)ydy = (x) + (y)
Pomoci konvoluce distribuci:
(x+y)= J Zpx+y(2)dz = f zp1(x)p2(z—x)dxdz
= J(x +y)P109p2(Y)dxdy = (1 + (Y2 = {(x) + (¥)

A variance:

Var(x + y) = (A + Ay)?)x+y = (8X)2)x+y + 2{AXAy)x+y + ((By)?)x+y = Var (x) + Var (y)

Né&zvoslovi kolisé podle oboru...

Statistika, statistic, estimator, odhad, ,statisticky algoritmus”, (Gzeji) ,statisticky funkcional,
v metrologii ,méfici funkce”, measurement function, je vzorec/algoritmus, podle kterého pocitdme
vysledek z vzorku ndhodnych veli¢in (v metrologii z dat). Statistika je také ndhodnou veli¢inou.

Dalsi déleni: bodovy odhad (point estimation): vysledkem je Cislo,
intervalovy odhad: vysledkem je interval, kde s jistou pravdépodobnosi lezi vysledek.

Priklady: aritmeticky prdmér, parametry modelu pfi fitovani metodou nejmensich ¢tvercd.

Standardni chyba bodové statistiky = smérodatna (standardni) odchylka (odmocnina variance)
rozdéleni (rozdélovaci funkce) této statistiky.

Nejistota (uncertainty) v metrologii zahrnuje kritické posouzeni systematickych, ndhodnych, dis-
kretiza¢nich aj. chyb. Obdobné ,standardni nejistota“.

Angli¢tina rozliSuje:
@ estimation (whole process), statistic = estimator (formula, algorithm), estimate (final number)

@ statistics = field of mathematics

show/convol.sh 200000 ;3,33
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Centralni limitni véta |

Soucet n stejnych nezavislych rozdéleni s kone¢nou stiedni hodnotou a koneénou varianci je pro
velké n rovno Gaussovu rozdéleni (normalnimu rozdéleni) se stfedni hodnotou n{x) a varianci
nVarx.

Distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou u a smérodatnou odchylkou o:

18/33
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Aritmeticky primér jako priklad statistiky

Méjme vzorek (vybér, sample) ndhodné veliciny
Priklady:

@ velikosti bot 1000 lidi
@ 100x hodime kostkou

@ tlak v pribéhu simulace

1 (x=w?
px)= Toro exp (—7 Aritmeticky primér (vzorku, vybéru), vybérovy primér, sample mean (-]
1 n
Ratte si ovéfit, ze: Xn=— fo pro jednoduchost
ni= pisi (x) misto (x)
jp(x)dx =1 Toto je nestranny (nevychyleny, unbiased) odhad (x), protoze
Xn) = (X
xn) = (x) o(x) = +/Varx
(x) =JXP(X)dX=N Spottéme varianci veli¢iny Xn:
1 Varx o(x)?
Varx=J(x—u)2p(x)dx=02 Var(xn)—<(x,,—(x )2) <( ZAx() >=n—2(nVarx)=TE L Axi=x;— (x)
kde jsme predpokladali, ze x; jsou nezavislé, (Ax;Ax;j) = 0 pro i # .

P show/galton:shygyzs 3 a a . v I 19/33
Centrdlni limitni véta 1l mmfchs Smérodatna (standardni) odchylka jako priklad statistiky mmfchs
Soutet n stejnych nezavislych rozdéleni s kone¢nou stredni hodnotou a kone¢nou varianci je pro | Jak odhadnout rozptyl Varx = o(x)2? Neznéme stiedni hodnotu (x), ale jen jeji odhad, Xn.
velké n rovno Gaussovu rozdéleni se stiedni hodnotou n{x) a varianci nVarx. 2

n n
Priklad. Uvazujme diskrétni rozdéleni b: p(—1/2) = p(1/2) = 1/2. Aproximujte soucet n takovych 02(x) = ((x— (x))?) ~ — Z (xi— Xn) EZ }Z
rozdéleni. 7=0 ni3 nia
T=AT
n=1 p(=1/2)=1/2, p(1/2)=1/2, Varb =1/4 r—9Ar 1 1 11 2 sich
n=2 p(-1)=1/4, p(0)=1/2, p(1) =1/4, Varb? =2/4 7 = 3AT € =- (1——)x1—7x2——x3—--- + n-1
3_ . n n n n Clent
n=3 p(£3/2)=1/8, p(+1/2)=3/8, Varb> =3/4 2Ax
Pro jednoduchost uvazujme jen sudé n. Pak pro k =—n/2..n/2: 1 1 2 112 1 2 2
[(1 - —) Ax1——Axp—-- ] = (1 - 7) +(n—1)—=| o(x) —o(x)
n "o k2 5 o n n n n2 n
k) = ! ——— |, o“=Var(b")=—
Pl (ﬂ/2 + k) V2 o 202 (b9 4 n
1 - 32
. N . _ e > (xi—%n)* ) = 0(x)?
Dlkaz: potifebujeme Stirlinglv vzorec ve tvaru n! ~ n"e~"+/2nn, nebo viz dalsi stranka n-14 t
Distribu¢ni funk alnih: éleni t ih t & t hylk :
istribu¢ni funkce normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou u a smérodatnou odchylkou o @ Vzorec v {-) je nestranny odhad variance 002
PEI=——exp _mup? on y odhad o(Xn)? d délent X X ts Xn)?
W 202 estranny odhad o(Xp)“ dostaneme vydélenim n: o(Xn) ~ sp(Xn) = n(T ; (x,— xn)
Ovéreni centralni limitni véty z binomického rozdéleni =F ii‘/fffs Smérodatna (standardni) odchylka jako priklad statistiky j%fﬁs
( n ) n! n! (n) % Vybérovy rozptyl (corrected sample variance): Vybérovy rozptyl aritmetického priiméru:
= = = X —
S+1) G-G+1 GG -GG+ \3) S+l 1 & Y 1 & o
D xi—Xn) ———— > (xi—Xn)
a 2 n-1l3 nin-135
Inp(2,1)=Inp(2,0)+In+2— =~ Inp(3,0)— = . ) e
2 2’ (] 2 n kde 1 = potet stupnili volnosti. Protoze plati jeho odmocnina je vychylenym odhadem stan-
. n dardni chyby aritmetického priméru
Dal3i ¢len 1 _ " "
n 72()((-_)(”)2 =02(x) = Varx Korekci” —1 zaved! Friedrich Wilhelm Bessel,
Inp(2,2)=Inp(%, 1)+ 1In 27! ~Inp(2 1)_9 n-1li bez korekce mame (uncorrected) sample vari-
2 2 %+ 2 2 n je to nestranny (nevychyleny) odhad rozptylu. ance, ¢esky termin nezném.
a obecné

Kok—1 & k
Inp(n. k)~ Inp(n,0)—2> ——, >'(2k—1)~ j (2k —1)dk = k(k — 1) ~ k2

= " i3 0
Obdobné pro zéporna k. V limité velkych k a n tedy

k2
p(n, k) = p(n, O)GXD(—W)

Po normalizaci dostaneme kyzené

Ale odmocnina vybérového rozptylu (vybérova
smérodatna odchylka) je vychyleny odhad o(x).

Poznamky k vypoctu:

(=?) =

Eit) -

i=1

nevhodné, pokud
o(x) < x;

:llb—l

<
i I_\/J:
=
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Souhrn
Pro zpracovani nekorelovanych dat metodou aritmetického priiméru, se stejnymi vahami dat:
@ Smérodatné (standardni) odchylka ndhodné proménné x = standardni chyba jednoho méreni

o) = Y ((x— (x))?)
je aproximovéana vzorcem

1
n—1°%

sn(x) = (xi—Xn)?

e

@ Smérodatna (standardni) chyba aritmetického priméru z n nezavislych méfeni ndhodné pro-
ménné x = standardni chyba (nejistota), se kterou X, approximuje (x), je
_ o(x)
o(Xp) =—=

o

a my ji po¢itdme (= aproximujeme) vzorcem

Xn) = 1 S %2
sn(Xn) = m;(xx—xn)

26/33
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Priklad 1 - oboustranny odhad
Pfiklad: Studentky si méfi tep (PR, pulse rate). Ze n = 100 méFeni jsme dostalii PR, =
73.6(9)min~1; tj. sp(PRy) = 0.9.

a) Souhlasi tento Udaj s literaturou, kterd udava priimérnou hodnotu 72 pro zeny tohoto véku?
@ Nulové hypotéza: (PR) = 72

@ Alternativni hypotéza: (PR) # 72

Pro n = 100 mizeme piedpokladat, Ze rozdéleni PRy, je normalini a sp(PRp) je dostatené presné
(centralni limitni véta)
PRh— (PR)pui  73.6—72

t = T null =1.78 (“1.780")
sn(PRp) 0.9

e—x%/2 7
p = ZJ dx = erfc(k/v2)=0.075> a=0.05
Ix|>t ¥21

Na hladin& vyznamnosti 5% nemUlizeme zamitnout nulovou hypotézu. To, Ze se mé&feni odchyluje
od 72, mGze byt ndhoda. Pokud se mylime, je to chyba II. druhu.

Viz mmpc5.mw Normal distribution example
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Zvyky a zlozvyky

Jak udavaiji nejistotu méfenych hodnot rizné obory:

@ Fyzika: Q=123.4+0.5=123.4(5) = 123.45 /I/
kde 0.5 = 0(Q) = odhadnuta smérodatna/standardni chyba/nejistota statistiky Q (napt. Q = X)
pocitané z vybéru (sample),
také:standardni/smérodatna odchylka (rozumi se aritmetického prliméru &i jiné statistiky)
nepiesné jen:(odhadnutd) chyba/nejistota, standardni/smérodatné odchylka

V pfipadé normélniho rozdéleni s pravdépodobnosti 68 % plati (Q) € 123.4+ 0.5
@ Biologie, ekonomie, inzenyrstvi, politologie, farmakologie: Q = 123.4+ 1.0 /f/

+1.0 = +£20(Q) = interval spolehlivosti (confidence interval) na hladiné (spolehlivosti) 95 %
nepresné jen: £1.0 = interval spolehlivosti, 1.0 = chyba/nejistota, ...

V pfipadé normaélniho rozdéleni s pravdépodobnosti 95 % plati (Q) € 123.4+ 1.0
@ Chemie: ¢asto ignorovano; pokud udéno, tak nikdo nevi, jaka je hladina spolehlivosti @
@ »Fyzikalni jistota“ zacind na £50(Q) (hladina spolehlivosti 0.999 999 43)
Vzdy nutno udat typ chyby/nejistoty resp. hladinu spolehlivosti

a = hladina vyznamnosti (significance level), ¢asto 5%
1— a = hladina spolehlivosti (confidence level), ¢asto 95 %
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Priklad 2 - jednostranny odhad
Priklad: Studenti si mé&fi tep (PR, pulse rate). Ze n = 100 méFeni jsme dostali: PRy = 73.6(9); tj.
sn(PRp) = 0.9.

b) Jsou studenti nervozni? (Plati PR > 72, kde 72 je stiedni hodnota je uddvana hodnota pro muze
tohoto véku?)

@ Nulové hypotéza: (PR) < 72
@ Alternativni hypotéza: (PR) > 72

Pro n = 100 miizeme predpokladat, Ze rozdéleni PRy, je normalini a sp(PRp) je dostate¢né presné
(centraini limitni véta)
PRn— (PR)nuii 73.6—72

t = — = =1.78
sn(PRn) 0.9

foo e:/X_Z/Z erfe(k//2) 0.038 0.05 :
=————=0. <a=0.
t 271 2 ©

Na hladiné vyznamnosti 5% nulovou hypotézu zamitneme. Studenti jsou nervézni. APokud ée my-
lime, je to chyba I. druhu. Ale spi$ (na 96 %) se nemylime.

p =

plot/student.sh 1 28/33
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Priklad mm/,ms Studentovo t-rozdéleni mmfchs
Volebni model podle agentury CVM Ukézali jsme, Ze ndhodna proménna X, ma Gaussovo rozdéleni se stiedni hodnotou (Xn) = (x) a
% Listopad 2018 smérodatnou odchylkou o(xp) = v/Varx/n. Ale zname jen jejich odhady, takZe nemGzeme tvrdit,
30 Ze Xp je v mezich + odhadnutého o(Xn) s pravdépodobnosti 68 %.
2 Definujme Studentovo rozdéleni t s parametrem v (pocet stupiid volnosti) jako rozdéleni nasledu-
o jici néhodné proménné:
[oe] .
Xva1— (X) |"()()=f0 x"tle=Xdx,
’ 0(Xy+1) r(n)y=(m-1)!,
1 13 1
* Distribu¢ni funkce je r(n+3) = V55 (n—3)
5 v+l
. ] il ") ([, 2
o - t(X)=—F5(1+—
Prn o KSEM  GssD  sPD  KDUSSL STAN  ToPos  Zokni o /ﬁr(f) v
0B T4 1250166 12346 Bate1 TA-MD 58.60 35-61 3053 22.62 0798 , . i , L O
N , ; L Limita pro velké vzorky je normalizované normaini rozdéleni
V prlizkumu volebnich preferenci bylo dotdzdno 1080 lidi. Ve vysledcich jsou udany intervaly spo-
lehlivosti, nezndme vsak pouzitou hladinu spolehlivosti (tj. s jakou pravdépodobnosti je skute¢na im ty(x) = 1 o—X2/2
hodnota uvnitf intervalu). Odvod'te tuto hladinu z dat. Yoo Y - J2n
Rada: vypoctéte nejprve varianci ndhodné proménné x, které je 1 s pravdépodobnosti p a 0 s prav- Bacha, t1(x) mé nekone&ny rozptyl a (striktn&) nedefinovanou stfedni hodnotu.
dépodobnosti 1 —p. )
% S6 ‘(d—1)d
Py 24/33 - 29/33
Reseni prikladu mm/m Opét tep mm/fchs
x= { 1 s pravdépodobnosti p Osm dichodcdl pied odbérem vzorku ze sliznice nosohltanu mélo nasledujici hodnoty tepu:
0 s pravdépodobnosti 1—p
[91,83,67,79,86,87,72,75]
(x)=1xp+0x(l—p)=p
. 2 R Prmérny tep v tomto véku je 75. Jsou ddchodci nervézni?
Varx = ((x—p)°) =(1—p)° xp+(0—p)° x (1—p)=p(l—p)
Predpokladdme platnost centrdini limitni véty. Méfena velitina je e PRj =80, sp(PRp) = 2.91, PR = 80.0(29)
1 e oot
Ppartaj = NZIJX (N =1080) e @ Nulové hypotéza: (PR) < 75
2 vare = Varx  p(1—p) @ Alternativni hypotéza: (PR) > 75
0% =VarPpartaj = N N PRp— (PR)pui  80—75 *©
== =1.719, p= th—1(x)dx = 0.065 > 0.05
p(1—p) sn(PRn) 2.91 t
pano = 0.295, oano = \| ———— =0.0139 s . Y e S s e - -
N Zavér: Nemame dostatecny dlivod k tvrzeni, Ze dichodci jsou nervézni
interval spolehlivosti: & 0.324—-0.268 =0.028=to, t=2.02 Pozn.: v piipadé (nespré\{rjého) pouziti normévlnl’vhovrozciélenl’ r'nfsto Stude]ntcava bychom ’dostalﬁ
2 p = 0.043 < 0.05 a tvrdili bychom neoprédvnéné, Ze duchodci jsou nervézni. Tento rozdil mezi
erf(t/w/i) —0.956 ~ 95% normalnim a Studentovym vysledkem by se zvétSoval pro hladiny spolehlivosti velmi blizko 1.
P “ 25/33 a e = . 30/33
Testovani hypotéz ot Porovnani dvou vybéri - stejné variance oo

Nulova hypotéza, Ho: Hypotéza, ze vlastnost (urcitd hodnota veliCiny [statistiky], rozdil. aj.) odvo-
zené ze vzorku dat je vysvétlitelnd chybou vzorkovani nebo experimentalnimi chybami a odchylka
neni signifikantni: ,neni efekt”, ,neni rozdil“, ,2adnd zména*“, ,Iék je nedcinny*.

Alternativni hypotéza, H1: Hypotéza, Ze namérena odchylka od nulové hypotézy je signifikantni:

.efekt existuje”, ,l1ék je ucinny“. Abychom ji pfijali, potfebujeme dostate¢né silny divod (evi-

dence), coz se vyjadfiuje:

@ hladinou spolehlivosti (confidence level) 1 — a: alternativni hypotéza plati s pravdépodobnosti
vétdinez 1—a; ¢asto 1—a=95%

@ hladinou vyznamnosti (significance level) a; ¢asto a =5 %

Vysledky testu:

@ Zamitneme (reject) Ho: mame dost silné dlvody pro Hi. ,Lék je G&inny.“ MlZeme se mylit
s pravdépodobnosti mensi nez a: chyba I. druhu, falesné pozitivni (pfijeti alternativni hypo-
tézy, false positive).

@ Nezamitneme (fail to reject) Hp: nemame dost silné argumenty pro pfijeti H1. ,Nemame dost
silné dlvody k tvrzeni, ze 1ék je aginny“, ,lék je asi nedostate¢né Gcinny“. Mizeme se mylit
(chyba Il. druhu), fale$né negativni (pfijeti alternativni hypotézy, false negative).

Méame dvé sady méfeni takové, ze mizeme predpokladat, Zze olekdvané rozptyly v obou sadach
jsou stejné (alespon pfiblizné).

Porovnavame 2 vybéry (n a m dat) ze stejného souboru.

Tvrzeni. Nahodna veli¢ina

_ Xn—Vm O U DIsn()12 +(m—1Dsm(y)]?
T sy/I/n+Um - n+m—2

mé Studentovo rozdélenis v=n+m—2.
@ sn je vybérova smérodatné odchylka (tj. s Besselovou korekci)

Nulova hypotéza (oboustranny test two-tailed): (x) = (y)
Nulova hypotéza (jednostranny test one-tailed): (x) > (y)

Applety napr.:

@ https://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx
@ http://www.statskingdom.com/t-student.html

@ https://planetcalc.com/5019/

Excel, LibreOffice: T.TEST(arrayl,array2,tails, type) vraci p
tails={1=one tail, 2=two tails}
type={1l=paired, 2=two samples, equal variances, 3=two samples, unequal variances}
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Porovnani dvou vybérd - rizné variance

(Welschlv t-test) Porovnavame 2 vybéry (n a m dat) z rizného souboru, takze nemGzeme pred-
pokladat rovnost varianci

Tvrzeni. Nahodna veli¢ina

Xn —X; sn()12  [sm(¥)]12
o Xn " Xm kdes§=[ n(x)] +[ m(x)]
SA n m
mé priblizné Studentovo rozdéleni s po¢tem stuprili volnosti
2
[sn(x)12 R [sm(x)]?
n m
[sn0)1*  [sm(x)]*
n2(n—1) m2(m—-1)

Nulova hypotéza: Rovnaji se stfedni hodnoty?

Nepouzivat F-test (zda variance dvou vybérd jsou stejné) k rozhodnuti, zda aplikovat Studentliv
nebo Welschlv test!

Pluma /homefjiri/macsimus/c/mc/binbin.c 33/33

Pilulka na COVID-19 umutuje virus k smrti

mmfch5

Podle ). Pazdery (OSEL): Molnupiravir snizil riziko hospitalizace nebo Umrti priblizné o 50 %; 7,3
% pacient(, ktefi dostavali molnupiravir, bylo bud’ hospitalizovano, nebo zemfelo do 29. dne po
randomizaci (28/385), ve srovnani se 14,1 % pacientl |é¢enych placebem (53/377); p = 0,0012.
Ovérte hodnotu p.

Problémy:

@ Data jsou diskrétni [0,1,0,0,1,...], kde 0 = pacient se uzdravil, 1 = pacient hospitalizo-
van/zemfrel, zatimco standardni t-test je odvozen v R.

@ Variance nejsou stejné, ale je mezi nimi vztah.

P metoda

0.0011723 Student(lv test pro diskrétni data, stejné variance

0.0012116 Studentlv test pro diskrétni data, rlizné variance

0.0011521 Obé o vypocteny z binomického rozdéleni, pak pouzijeme normaini rozdélenf
0.0011920 Obé o vypocteny z binomického rozdéleni, pak Studentovo rozdéleni (nejlepsi

ze snadno dostupnych metod - jedin aproximace je ,data jsou diskrétni“)
0.0011878(8) | .,Pfesné” (MC simulace, viz binbin.c)
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Priklad (viz mmpc5.mw)

Firma vyréabi podpéry pro prilis dlouhé jezevéiky. Zadala dvéma agenturdm méfeni spodni vysky
jezevcika.

Firma SmileyDog: x/cm =[12.1, 20, 15.1,20.8,19.7]

Firma HappyDog: y/cm =[18.9,10.1,12.1,9.2,12.4,16.7,12.7]

a) Jsou oba vysledky v souladu (na hladiné spolehlivosti 95 %)?
b) Jaky je nejlepsi odhad vysky podpéry?
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