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Matematicka statistika mmfch5

Nahodna (stochasticka) proménna prirazuje pravdepodobnost/hustotu pravdepodobnosti moz-
nému diskrétnimu/spojitému jevu z diskrétni/spojité mnoziny jevda.

@ diskrétni priklad: hod kostkou: p;=1/6 proie€ {(), (0, ), 3, (3,63 }
@ spojity piiklad: ¢as rozpadu jadra: p(t) = ke™kt

Spojitou ndhodnou veliCinu v 1D (tj. x € R) popisuje distribucni funkce (hustota pravdepodob-
nosti, rozdéleni/rozlozeni pravdépodobnosti, probability distribution function (PDF) p(x):

p(x)dx je pravdepodobnost, ze nastane jev x € [ x, x + dx)

Ve dvou dimenzich definujeme hustotu pravdépodobnosti p(x, y) tak, ze jev x € [z, x + dx) a zaro-

veny €[y, y+ dy) nastane s pravdepodobnosti p(x, y)dxdy. Uzavieny interval zna&im
Normalizace: [a, b], aby se nepletl se
(0.0 v s
stredni hodnotou.
Zpl: 1 nebo J p(x)dx =1
i —00

Kumulativni (integralni) distribucni funkce = pravdepodobnost, ze padne nahodna hodnota x < x:

X
P(x) = J p(x")dx’
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Rozdeéleni pravdéepodobnosti

Varovani. Ve fyzice a technice nepresné a volneé zaménujeme symbol x pro nahodnou veliCinu a
X pro jeji hodnotu (napfr. pri integraci).

Stredni hodnota (téz expectation value, o¢ekdvana hodnota; slovo primér budeme rezervovat
pro aritmeticky prumeér, tj. stredni hodnotu vybéru)

E(x)=(x)=(x)x volne (x) = pr(x)dx nebo inpi
[
Variance, rozptyl, fluktuace, stredni kvadraticka odchylka, mean square deviation (MSD"),
disperze

Var (x) velne Varx = ((x — (x))?) = (Ax?) = (x?) — (x)%, kde Ax =x — (x)

Smeérodatna odchylka, standardni odchylka, standard deviation, root mean square deviation,
RMSD

o(x) = +/Var(x)
téz o(x), ox, 6x, s(x) (odhad o) ...

*also Mean Square Displacement
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Priklady gt
Overte normalizaci a vypoctéete stredni hodnotu a varianci pro nasledujici rozdéleni:
a) Rovnomeérné rozdeleni v intervalu [0, 1); na pocitaci napr. rnd(0). viz mmfch5.mw
! ! 1 1 1)? 1 1
Jp(x)dx = fo ldx =1, (x)= fo xdx = > Var(x) = fo (x— 5) dx = > o(x) = e

b) Exponencialni rozdeleni (t interpretujeme jako Cas):

ke—kt prot>0,

t) =
p(t) {O prot<0

kde k je kladna konstanta; p(t) je hustota pravdepodobnosti, ze atom se rozpadne v Case t

0 > per partes 1
J ke Ktdt =1, (t) = f tke~Ktdt = i stredni doba zivota T
0 0

00 1
Var(t) = J (t— 1)2 ke Kidt = — = 72
0 k2

Dalsi trik vhodny pro vypocet integralu: fgo e—kt = 1/k derivujeme podle parametru k
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Funkce nahodneé veliciny

mmfch5
Méjme realnou ndhodnou veliCinu x s rozdélenim p(x) a redlnou funkci f(x).
Veli¢ina (pozorovatelnd) f(x) ma rozdéleni (s¢itd se pies viechny kofeny): dy J(X) /
p(x) Y
P = D, - Tdx \/
x:foa=y "]
Priklad 1. Necht' x ma rovnomeérné rozdéeleni v intervalu [0, 1). Jaké rozdeée- N
lenima y =—Inx? ~
¥% > restart: _ _ Ry y
> with(Statistics): y=]x)==Inx = x=e (1koren)
> rectf := t->piecewise(t<0,0, t<1,1, 0); ff(x)=-1/x
> Rect := Distribution(PDF=(rectf)); (x)
> X := RandomVariable(Rect); pr(y) = Z pix
> Mean(X); StandardDeviation(X); :foa=y Al
> PDF(-log(X),x); 1

=Ix|=e"”
| — 1/x]

Priklad 2. Necht’ x ma rovhomeérné rozdéeleni v intervalu [—1, 1). Jaké rozdeleni ma y = arcsin(x)?

seq 11000000 | tabproc ‘asin(rnd(-1))’ | histogran -.031416 | plot -:x:y:o '[99]:x:cos(x)/2:-' ¢/(A)S02 = (A)/d



Pfiklad: Giniho koeficient (index) +

Mira nerovnosti prijmu. Prijem x s hustotou pravdepodobnosti p(x), x > 0.

1 o0 o0
G=—J p(X)dXJ py)dy|x—yl, Ge€l[0,1]

2(x) Jo 0
Jihoafricka republika: 65% ... USA ~ Cina: 48% ... CR: 26 % ...Ukrajina: 25%
Priklad. Vypoctete Giniho koeficient pro: rozmeér x je $
v . _1
a) Diracovu delta-distribuci (vSichni berou stejné), rozmer p(x) je $
b) exponencidlni rozdéleni prijmu. , credit: Wikipedia %
Z/T (9:0 (e .

% > restart:
> Gini:=p->1int(p(x)*int(p(y)=*abs(x-y),y=0..1infinity),x=0..1infinity)
/2/1nt(p(x)*x,x=0..1infinity)

Cumulative share of income earned

> assume(a>0); Gini =

> p:=x->Dirac(x-a);

> 1nt(p(x),x=0..1infinity);

> Gini(p);

> p:=X->a*xexp(-xx*a);

> int(p(X),X=0..infinity); T00%
>

Cumulative share of people from lowest to highest incomes

Gini(p);



Funkce nahodné veliciny: stredni hodnota /elS

mmfch5
Stredni hodnota funkce f(x) vzhledem k nahodné veliciné x € R s distribucni funkci p(x):
(f) = f FO)p(x)dx (1)
nebo z nové ndhodné promenné f = f(x):
p(x)
(f) = J ypr(y)dy, prly) = (2)

x:f(x)=y
Obé stredni hodnoty jsou stejné:

() = f FOap()ax *OE LT ;’,Og))dw J yps(y)dy

kde v 2. integralu x = reseni rovnice f(x) =y, které zde pro jednoduchost uvazujeme jen jedno a
také predpokladame, ze funkce f je rostouci.

Stat-mech priklad v 3N-dimenziondlnim prostoru: f = P (tlak), T = (F1,..., Fy) € R3N:
e_E(T)/kBT
p(T) = [ e—E(TV/keT g’ (P) = f P(T)p(T)dT

Obecneé a jednotne (f), = ff(x)d,u(x), kde u je pravdépodobnostni mira, x € meritelna mnozina.
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Kovariance

@ Kovariance x e R a y € R dvojrozmérného rozdéleni p(x, y)
Cov(x, y) = (AxAy) = f AxAyp(x, y)dxdy
@ Kovariance dvou veli¢in f(x) a g(x); obdobné u diskrétniho ¢i vicerozmérného rozdéleni (x = T):

Cov(f, 9) = (AfAg) = J AfAgp(T)dT

Nezavislé nahodné veliciny
Nahodné veliciny x (s rozdélenim p1(x)) a y (s rozdélenim p>(y)):

p(x, y) =p1(x)p2(y) (3)
V diskrétnim pripade (napr. dva hody kostkou, p;j = 1/36):

Pij=P1,iP2, Je-li Cov(x,y) =0 pak x a y jsou ne-

. Y , , v korelované, ale nemusi byt nezavislé
Kovariance nezavislych nahodnych velicCin je nula:

Cov(x,y) = (AxAy)x+y = J dXJ dy Axp1(x)Ayp2(y) = (Ax)x (Ay)y =0
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Korelacni koeficient mmfch5

Cov (x, y)

v/ Var (x)Var (y)
Priklad. Necht’ uj a uj jsou dvé nezavisla rovhnomérna rozdeleni v [0,1]. Vypoctéte:
a) r(ui, —ui)
b) r(us, u)
c) r(uy,u>+ u viz mmpc5.mw Correlation Coefficient ) ,
) r(u, Uz + U1 P ZM/T (0T (q T (e

r(x,y)=

seq 1 1000000 | tabproc "rnd(0)" "rnd(0@)" | tabproc A A+B | 1lr
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Soucet nahodnych promennych it

Necht' (x, y) jsou dveé spojité nahodné promenné s rozdelenim p(x, y). Rozdéleni souCtu x + y je

=Z—X

Px+y(2)dz = J J p(x, y)dxdy” = f p(x, z— x)dxdz
X+ye(z,z+dz)

Px+y(2) = J p(x, z—x)dx

Yy=2z—2x

Necht’ nyni p(x, y) = p1(x)p2(y). Pak

Px+y(2) = f p1(x)p2(z—x)dx = (p1 * p2)(2) T

p1 * p2 se nazyva konvoluce
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DiSkrétnll pi‘l’klad mmfch5

Hodime dvojici kostek. Jaké rozdeleni ma soucet ok?

p2(2)
p2(3)
p2(4)
p2(5)
p2(6)
p2(7)
p2(8)
p2(9)
p2(10)
p2(11)
p2(12)

p((Dp() =1/36

p(())p()) + p()p(()) = 2/36

p(())p()) + p(Np()) + p(E)p(()) = 3/36

p((Dp(E) + p((NP () + p(Np (L)) + p(EIp()) = 4/36

p((Dp(E)) + p(NPE) + p(Np () + pENPED + p(EDp(()) = 5/36

p(CDp(ED) + p(LDPED) + p(NP(ED) + p(ENp () + p(EDP (D) + p(EDP(()) = 6/36
p(Dp(E) + p(Dp ) + p(EDP(ED) + p(EDp () + p(EDp (L)) = 5/36

p(Dp(ED) + p(ENP(ED) + p(EDpPE) + p(EY)p(E)) = 4/36

pP(EDNp(ED) + p(EDp(EI) + p(ED)p(EI) = 3/36

= p(EDp(EY) + p(EYp(ED)) =2/36

p(ENp(E) = 1/36

12
PN ZIOES!
(=2

seq 1 100000 | tabproc "rnd(6)+rnd(6)+2" | histogr 1.5 12.5 1 | plot -
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SpOjity pizllklad mmfch5
Jaké rozdéleni ma ui—up, jsou-li u; nezavisla nahodna cisla v intervalu [0,1)? 9 1
€z
p(x)—{l pro0<x<1 3
10 jind |
Jinay N
00 0 1 I
p2(2) =f p(x + 1)p(z—x)dx =J p(z—x)dx =f p(z + x)dx >
—00 —1 0

( +1—Z 1—z

0 P(+x)dx=]y "ldx=1-z prol>z>0

= 1 01+Zp(z+x)dx= (:)L+Zldx=1+z pro—1<z<0
L0 jindy
_[(1—|z|] prolz| <1
pZ(Z)‘{o jindy

seq 1 100000 | tabproc "rnd(0)-rnd(©)" | histogr -1.5 1.5 .1 | plot -
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Soucet nezavislych nahodnych promennych mm/fchS

Stredni hodnota i variance souctu nezavislych ndhodnych velicin jsou aditivni. Primo z (3):

(xX+y)= J p1(x)p2(y)(x + y)dxdy

= J p1(x)p2(y)xdxdy +f p1(x)p2(y)ydxdy = J p1(x)xdx +J p2(y)ydy = (x) + (y)
Pomoci konvoluce distribuci:

(X+y)= J Zpx+y(z)dz = J zp1(x)p2(z—x)dxdz

—Z—X

J (x+ y)P10IP2()dxdy = ()1 + {y)2 = (x) + ()

A variance:

Var (X + y) = ((AX + Ay)?)x+y = (AX)?)x 1y + 2(AxAY)x+y + ((Ay)?)x+y = Var (x) + Var (y)
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Centralni limitni veta |

mmfch5

Soucet n stejnych nezavislych rozdéleni s konecnou stredni hodnotou a konecnou varianci je pro
velké n rovno Gaussovu rozdéleni (normalnimu rozdéleni) se stredni hodnotou n{x) a varianci
nVarXx.

Distribucni funkce normalniho rozdéleni se stredni hodnotou u a smeérodatnou odchylkou o:

- 1 (x — p)?
X)= ex —
& J2mo > 202

Racte si oveérit, ze:

Jp(x)dx =1
)= | xpGdx =

Varx = J(x — ,u)zp(x)dx = 0?2
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Centralni limitni veta Il d

mmfch5

Soucet n stejnych nezavislych rozdéleni s kone¢nou stredni hodnotou a konecnou varianci je pro
velké n rovno Gaussovu rozdeéleni se stredni hodnotou n(x) a varianci nVarx.

Priklad. Uvazujme diskrétni rozdéleni b: p(—1/2) = p(1/2) = 1/2. Aproximujte soucet n takovych

rozdéleni. 7 =10
T = AT
n=1 p(=1/2)=1/2, p(1/2)=1/2, Varb=1/4 oA
n=2 p(=1)=1/4, p(0)=1/2, p(1)=1/4, Varb?=2/4 _ _on_ &
n=3 p(+£3/2)=1/8, p(+x1/2)=3/8, Varb3=3/4 2Az

Pro jednoduchost uvazujme jen sudé n. Pak pro k =—n/2..n/2:

n )2_” 1 k2 2 _ var(b™ n
A exp|———= |, o0“=Var = —
n/2 + k J2To P 202 4

Dlkaz: potfebujeme Stirlingtv vzorec ve tvaru n! ~ n"e~"+/2mn, nebo viz dalsi stranka

p(k) = (

Distribucni funkce normalniho rozdéleni se stredni hodnotou u a smérodatnou odchylkou o:

N2
p(x) = . exp(—(x “))

J2mo 202
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Overeni centralni limitni vety z binomickeho rozdeleni +

mmfch5
n
( n ) B n! n! (n) >
n - e
> +1 (—

i@+ Q@ -@drn

2/ +1
n 2
Inp(2 1)=Inp(2,0)+ In—2—~Inp(2, 0)— =
p(5, 1) p(5,0) %+1 p(5,0) .
Dalsi ¢len

n

b—1 6
Inp(2,2)=Inp2, 1) +In2—=~Inp(2,1)— -
p(3,2)=Inp(3,1) T2 p(z. 1)——
a obecne
K 2k—1 (K K
Inp(n, k) ~Inp(n, 0)—2 > , Z(Zk—l)zj (2k—1)dk = k(k— 1) ~ k*
=1 " j= 0

Obdobne pro zaporna k. V limité velkych k a n tedy

/(2
p(n, k) = p(n, 0) exp (——)

n/2
Po normalizaci dostaneme kyzené
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Gaussovo rozdeleni a Cebysovova nerovnost mm/fchs
. y . vi , 2
Pro nahodnou promennou x s normalnim rozdelenim plati: erfc(x) =1 —erf(x) = %f:’ e~ t°dt
00 e—x2/2

dx = erfc(t/\/i)

o (|x — =2
prob (Ix — (x)| = to(x)) Jt Vor

napfr-.: prob(lx— (x)| = 20(X)) =0.0455~5% prob(|x— (x)] < to(x))

Ceby$ovova nerovnost: Pro obecnou ndhodnou proménnou x t normalni nejhorsi
s kone¢nym primeérem i varianci plati: 1 68.27 % 0 %
1 2 95.45 % 75 %
prob (|x — (x)| = to(x)) < 3 99.73 % 88.89 %
y 5 99.999943 % 96 %
napr.: prob(lx— (x)| = 20(x)) =25% > °
o . , 1 prox<1,
. , <l1l)= .
Dukaz. Definujme (jako v C/C++): (x £ 1) {O jindy, :

1
2t2
rovhost pro: X=<0, p=1—=
1
2t2

- (2 a0 o (2 20))-3



Matematicka statistika a metrologie r}wr?éfhi

Nazvoslovi kolisa podle oboru...

Statistika, statistic, estimator, odhad, ,statisticky algoritmus®, (Uzeji) ,statisticky funkcional,
v metrologii ,meérici funkce”, measurement function, je vzorec/algoritmus, podle kterého pocitame
vysledek z vzorku ndhodnych velic¢in (v metrologii z dat). Statistika je také nahodnou velicinou.

Dalsi deleni: bodovy odhad (point estimation): vysledkem je Cislo,
intervalovy odhad: vysledkem je interval, kde s jistou pravdepodobnosi lezi vysledek.

Priklady: aritmeticky primeér, parametry modelu pfri fitovani metodou nejmensich ¢tvercd.

Standardni chyba bodové statistiky = smérodatna (standardni) odchylka (odmocnina variance)
rozdéeleni (rozdelovaci funkce) této statistiky.

Nejistota (uncertainty) v metrologii zahrnuje kritické posouzeni systematickych, nahodnych, dis-
kretizacnich aj. chyb. Obdobné ,standardni nejistota“.

Anglictina rozlisuje:
@ estimation (whole process), statistic = estimator (formula, algorithm), estimate (final number)

@ statistics = field of mathematics



Aritmeticky prumeér jako priklad statistiky

Méeéjme vzorek (vybér, sample) nahodné veliCiny
Priklady:

@ velikosti bot 1000 lidi
@ 100x hodime kostkou
@ tlak v pribéhu simulace

Aritmeticky pramér (vzorku, vybéru), vybérovy primeér, sample mean

1 n
Xp=— Z X
n
(=1
Toto je nestranny (nevychyleny, unbiased) odhad (x), protoze
(Xn) = {x)

Spoctéme varianci veliCiny Xnp:

1 Varx  o(x)?

1 :
Var(z,,)=<(%n—<x>)2>=<(;ZAM) >=;(”Va”<)= n o n
(=1

kde jsme predpokladali, ze x; jsou nezavislé, (Ax;Ax;) =0 pro i #j.

mmfch5
8 5 RS [ ) I S B
oo e S22 e ) ) )
(o078 B en)E B2 2 L "))
(o oYE 8)Cea)3 1 oYE 83 ) o)« )oed)
(00553 £ ) [ 9 R I R B
F) [ A 5 G A
(o oo 2)E o) e &) oo e 8 )
FIE) 19 15 RS O K R R
s 1 A ) 4 s i B
(o e R e 3

pro jednoduchost
pisi (x) misto (x)

o(x) = vVarx

, AXj=x;— (x)



Smerodatna (standardni) odchylka jako priklad statistiky r}]i/ffhi

Jak odhadnout rozptyl Varx = 0(x)2? Nezndme stfedni hodnotu (x), ale jen jeji odhad, Xp.

2
n

1 1 10
02(X)=((x—(X))2)~;Z(Xz—xn =D | xi- ;Z

1 1 1 1 2 daldich
=—|{l——|X1——X2——X3—"++| + n-—1
n n n n ¢lent

< 1 1 2 1)2 1 , n—1 ;
[(1——)Ax1——Ax2—---] = (1——) +(n—1)—2 o(x)c =——o(x)
n n n n n

1 & _
<n_1Z(><z—><n)2>=o(x)2

(=1

@ Vzorec v () je nestranny odhad variance o(x)?

1 n
@ Nestranny odhad o(xp)? dostaneme vydélenim n: o(Xn) ~ sn(Xn) = Xi—Xn 2
\ n(n—1) 5




Smérodatnd (standardni) odchylka jako priklad statistiky 20733

mmfch5
Vybérovy rozptyl (corrected sample variance): Vybérovy rozptyl aritmetického prumeéru:
1 D 1 n
n_1z(xi_>_<”)2 =1 (Xi—Xn)*
i=1 (=1
kde 1 = pocet stupnu volnosti. Protoze plati jeho odmocnina je vychylenym odhadem stan-
1 N dardni chyby aritmetického primeéru
< Z(Xi—;(n)2> = 02(x) = Varx “Korekci” —1 zaved| Friedrich Wilhelm Bessel,
n—1 i=1 bez korekce mame (uncorrected) sample vari-
je to nestranny (nevychyleny) odhad rozptylu. ance, ¢esky termin neznam.

Ale odmocnina vybérového rozptylu (vybérova
smerodatna odchylka) je vychyleny odhad o(x).

Poznamky k vypoctu:
((x=(x))?)
2
n

1 10 1
o LIl B

(x?) = (x)?

n

L 1 ? nevhodné, pokud
inz_ (_in) evnodane, pokKu
—1 nl.

= = o(x) <X

=



Souhrn
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mmfch5

Pro zpracovani nekorelovanych dat metodou aritmetického praméru, se stejnymi vahami dat:

@ Smérodatné (standardni) odchylka ndhodné proménné x = standardni chyba jednoho méfeni

o(x) = v ((x — (x))?)

je aproximovana vzorcem

Sn(x) = \

. i °
(Xi—Xn)
n— 1 i1

@ Smérodatnd (standardni) chyba aritmetického priméru z n nezavislych méreni ndhodné pro-
menné x = standardni chyba (nejistota), se kterou x, approximuje (x), je

_ o(x)
o(xn) = W
a my ji poCitame (= aproximujeme) vzorcem
1 n
sn(Xn) = (X{—Xn)*
\ n(n—1) 5




Zvyky a zlozvyky sl

Jak udavaiji nejistotu mérenych hodnot rtizné obory:

@ Fyzika: 0 =123.4+0.5=123.4(5)=123.45 /I/ B
kde 0.5 = 0(Q) = odhadnuta smerodatna/standardni chyba/nejistota statistiky Q (napr. Q = X)

pocCitané z vybéru (sample),
také:standardni/smérodatna odchylka (rozumi se aritmetického primeéru ¢i jiné statistiky)

nepresné jen:(odhadnuta) chyba/nejistota, standardni/smérodatna odchylka
V pripade normalniho rozdéleni s pravdepodobnosti 68 % plati (Q) € 123.4+ 0.5

@ Biologie, ekonomie, inzenyrstvi, politologie, farmakologie: Q =123.4+ 1.0 /{/
+1.0 = £20(Q) = interval spolehlivosti (confidence interval) na hladiné (spolehlivosti) 95 %
nepresne jen: £1.0 = interval spolehlivosti, 1.0 = chyba/nejistota, ...

V pripade normalniho rozdéleni s pravdépodobnosti 95 % plati (Q) € 123.4+ 1.0
@ Chemie: ¢asto ignorovdno; pokud udano, tak nikdo nevi, jaka je hladina spolehlivosti &
& . Fyzikalni jistota“ zacind na £50(Q) (hladina spolehlivosti 0.999 999 43)
Vzdy nutno udat typ chyby/nejistoty resp. hladinu spolehlivosti

a = hladina vyznamnosti (significance level), Casto 5 %
1 — o = hladina spolehlivosti (confidence level), casto 95 %



Priklad 2
Volebni model podle agentury CVM

35 Listopad 2018
30
25
20
15
10
|
. 7]
ANO oDSs Pirati KSCM CSSD SPD KDU CSL STAN TOP 09 Zeleni Ostatni
29.5% 14,5 % 14 % 10 % 7,5% 3% 1% 2,5%

268-324 123-166 122-16 8,3-121 74 108 58-89 35 61 3 53 22-42 0,7-1,8

V priuzkumu volebnich preferenci bylo dotdzédno 1080 lidi. Ve vysledcich jsou udany intervaly spo-
lehlivosti, nezname vsak pouzitou hladinu spolehlivosti (tj. s jakou pravdépodobnosti je skutecna
hodnota uvnitr intervalu). Odvod’te tuto hladinu z dat.

Rada: vypoctete nejprve varianci ndhodné promenné x, ktera je 1 s pravdépodobnosti p a 0 s prav-
dépodobnosti 1 —p. ,
P 2P % 56 !(d —1)d
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Reseni prikladu mm/fchs

X = { 1 s pravdépodobnosti p
~ 10 s pravdépodobnosti 1—p

(Xx)=1xp+0x(l—p)=p

Varx = ((x—p)?) =(1—p)2 x p+(0—p)? x (L—p) =p(1l—p)

Predpokladdme platnost centraini limitni véty. Méfrena veli¢ina je )
1 N ANO
o _ 29,5 %
Ppartaj = NZX (N=1080) 26,8 - 32,4
=1

Varx p(1l—p)
N N

2
o = VaerartaJ —

1 —
pano = 0.295, oano = \l . Y P) =0.0139

. . ~0.324—-0.268
interval spolehlivosti: + 5 =0.028=to, t=2.02

erf(t/v/2) = 0.956 ~ 95 %
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Testovani hypotez mmfchs

Nulova hypotéza, Hg: Hypotéza, Ze vlastnost (urcitda hodnota veliCiny [statistiky], rozdil. aj.) odvo-
zena ze vzorku dat je vysvétlitelna chybou vzorkovani nebo experimentalnimi chybami a odchylka
neni signifikantni: ,neni efekt”, ,neni rozdil“, ,zadna zmeéna“, ,1ék je nedcinny*“.

Alternativni hypotéza, H1: Hypotéza, ze namérena odchylka od nulové hypotézy je signifikantni:

,efekt existuje”, ,lék je ucinny“. Abychom ji prijali, potfebujeme dostatec¢né silny duvod (evi-

dence), coz se vyjadruje:

@ hladinou spolehlivosti (confidence level) 1 — a: alternativni hypotéza plati s pravdépodobnosti
vetsinezl—a; Casto1—a=95%

@ hladinou vyznamnosti (significance level) a; ¢asto a =5 %

Vysledky testu:

@ Zamitneme (reject) Hg: méme dost silné ddvody pro Hi. ,Lék je Gc¢inny.” Mdzeme se mylit
s pravdépodobnosti mensi nez a: chyba I. druhu, falesné pozitivni (prijeti alternativni hypo-
tézy, false positive).

@ Nezamitneme (fail to reject) Hg: neméame dost silné argumenty pro prijeti H1. ,Nemame dost
silné dlvody k tvrzeni, ze 1€k je G¢inny“, ,lék je asi nedostate¢né Gc¢inny*“. MlUzeme se mylit
(chyba Il. druhu), falesneé negativni (prijeti alternativni hypotézy, false negative).
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mmfch5

Priklad 1 - oboustranny odhad
Priklad: Studentky si méfi tep (PR, pulse rate). Ze n = 100 méfeni jsme dostali: PR, =
73.6(9)min1; tj. sh(PRy) = 0.9.

a) Souhlasi tento Udaj s literaturou, kterd udava primérnou hodnotu 72 pro zeny tohoto véku?
@ Nulovéa hypotéza: (PR) = 72

@ Alternativni hypotéza: (PR) # 72

Pro n = 100 mdzeme predpoklddat, Ze rozdéleni PR, je normalni a sn(PRp) je dostate¢né presné
(centralni limitni véta)

PRh— (PR)puil  73.6—72
sh(PR,) 0.9

=1.78 (“1.780")

S
Il

a—X?/2
ZJ dx=erfc(l</\/§)=0.075 >a=0.05
IX|>t V2T

0 2 4

reni odchyluje

Na hladiné vyznamnosti 5% nemuUzeme zamitnout nulovou hypotézu. To, Zze se m
od 72, mUze byt ndhoda. Pokud se mylime, je to chyba Il. druhu.

v

Viz mmpc5.mw Normal distribution example
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Priklad 2 - jednostranny odhad
Priklad: Studenti si méfi tep (PR, pulse rate). Ze n = 100 méfeni jsme dostali: PR, = 73.6(9); t;.
Sn(ﬁn) = 0.9.

b) Jsou studenti nervézni? (Plati PR > 72, kde 72 je stredni hodnota je udavana hodnota pro muze
tohoto veku?)

@ Nulovéa hypotéza: (PR) < 72
@ Alternativni hypotéza: (PR) > 72

Pro n = 100 mdzeme predpokladat, Ze rozdéleni PR, je normalni a sp(PRp) je dostate¢né presné
(centralni limitni véta)

PRh— (PR)puil  73.6—72

— =1.78
sn(PRn) 0.9

=0.038 <a=0.05

J‘”e‘xz/z erfc(k/+/2)
A \__

Na hladiné vyznamnosti 5% nulovou hypotézu zamitneme. Studenti jsou nervézni. Pokud se my-
lime, je to chyba I. druhu. Ale spis (na 96 %) se nemylime.
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Studentovo t-rozdeleni mmfchs

Ukazali jsme, ze ndhodna proménna X, ma Gaussovo rozdeéleni se stredni hodnotou (xp) = (x) a
smérodatnou odchylkou o(xp) = v/Varx/n. Ale zndme jen jejich odhady, takze nemizeme tvrdit,

Ze Xp je v mezich £ odhadnutého o(xp) s pravdepodobnosti 68 %.

Definujme Studentovo rozdéleni t s parametrem v (pocet stupnu volnosti) jako rozdéleni nasledu-
jici nahodné promeénné:

F(x)=fg°x”+1e—xdx,
'(n)=(n—-—1)!,
F(n+%) — ﬁ.%.%...(n_%)

Xy+1— {X)
o(Xv+1)

Distribucni funkce je

Limita pro velké vzorky je normalizované normalni rozdéleni

. N2
lim ty(x) = ——eX7/2

Vo Wor:

Bacha, t1(x) ma nekonecny rozptyl a (striktn€) nedefinovanou stredni hodnotu.
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Opet tep mmfch5

Osm dlchodcl pred odbérem vzorku ze sliznice nosohltanu mélo nasledujici hodnoty tepu:

[91,83,67,79,86,87,72,75]

Pridmérny tep v tomto véku je 75. Jsou dUchodci nervézni?

PR, =80, sp(PRy) = 2.91, PR = 80.0(29)

@ Nulova hypotéza: (PR) < 75
@ Alternativni hypotéza: (PR) > 75

PRp— (PR)nui 80 —75 ®
t = — = =1.719, p= th—1(x)dx =0.065 > 0.05
sn(PRp) 2.91 t

Zaver: Nemame dostatecny dldvod k tvrzeni, Ze dichodci jsou nervézni

Pozn.: v pripadé (nespravného) pouziti normalniho rozdéleni misto Studentova bychom dostali
p = 0.043 < 0.05 a tvrdili bychom neopravnéné, Zze duchodci jsou nervézni. Tento rozdil mezi
normalnim a Studentovym vysledkem by se zvéetSoval pro hladiny spolehlivosti velmi blizko 1.



Porovnani dvou vybéru - stejné variance
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mmfch5

Mame dvé sady méreni takové, Zze mUzeme predpokladat, Ze o¢ekdvané rozptyly v obou sadach

jsou stejné (alespon pribliznée).
Porovnavame 2 vybéry (n a m dat) ze stejného souboru.

Tvrzeni. Ndhodna velic¢ina

__Xn=yYm o (1=DIsn()]? +(m—Dsm(y)]*
sv1/n+1/m n+m-—2

ma Studentovo rozdélenisv=n+m-—2.

@ s je vybérova smérodatna odchylka (tj. s Besselovou korekci)

Nulova hypotéza (oboustranny test two-tailed): (x) = (y)
Nulova hypotéza (jednostranny test one-tailed): (x) > (y)

Applety napr.:

@ https://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx
@ http://www.statskingdom.com/t-student.html

@ https://planetcalc.com/5019/

Excel, LibreOffice: T.TEST(arrayl,array2,tails, type) vracip
tails={1=one tail, 2=two tails}
type={1=paired, 2=two samples, equal variances, 3=two samples, unequal variances}

t



https://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx
http://www.statskingdom.com/t-student.html
https://planetcalc.com/5019/

Vé Vé V4 A4 o o Vé = 31/33
Porovnani dvou vyberu - ruzneé variance s

(Welschlv t-test) Porovndvame 2 vybéry (n a m dat) z rGzného souboru, takZze nemuizeme pred-
pokladat rovnost varianci

Tvrzeni. Ndhodna velic¢ina

Xn—X [sn(})]1%  [sm(x)]?
t=_" m, kdesi= k + 0
SA n m
ma priblizné Studentovo rozdéleni s po¢tem stupnu volnost;
2
[Sn(x)]% N [Sm(x)]?
n m

[sn()1*  [sm(x)1%
+
n?(n—1) m?(m-=1)

Nulova hypotéza: Rovnaji se stredni hodnoty?

Nepouzivat F-test (zda variance dvou vybérud jsou stejné) k rozhodnuti, zda aplikovat Studentdv
nebo Welschuyv test!
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Priklad (viz mmpc5.mw) TS

Firma vyrabi podpéry pro prilis dlouhé jezevCiky. Zadala dvéma agenturam meéreni spodni vysky
jezevcika.

Firma SmileyDog: x/cm=[12.1, 20, 15.1, 20.8,19.7]

Firma HappyDog: y/cm =[18.9,10.1,12.1,9.2,12.4,16.7,12.7]

a) Jsou oba vysledky v souladu (na hladiné spolehlivosti 95 %)?
b) Jaky je nejlepsi odhad vysky podpéry?

wd (¢T)0'ST (9

(Auped 3sop Jusu JuazJA] 0301 JNOUWPO POANDP)
Isejynos Ise Jusjaw Apes 990 < 900 =d ‘80°'C =13
:A|Aydzou sulais adilepepjodpald (e
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Pilulka na COVID-19 umutuje virus k smrti mmfchs

Podle |. Pazdery (OSEL): Molnupiravir snizil riziko hospitalizace nebo umrti priblizneé o 50 %; 7,3
% pacientd, ktefi dostavali molnupiravir, bylo bud’ hospitalizovdno, nebo zemrelo do 29. dne po
randomizaci (28/385), ve srovnani se 14,1 % pacientt |é¢enych placebem (53/377); p = 0,0012.
Overte hodnotu p.

Problémy:

@ Data jsou diskrétni [0,1,0,0,1,...], kde 0 = pacient se uzdravil, 1 = pacient hospitalizo-
van/zemrel, zatimco standardni t-test je odvozen v R.

@ Variance nejsou stejné, ale je mezi nimi vztah.

p metoda

0.0011723 Studentdlyv test pro diskrétni data, stejné variance

0.0012116 Studentlyv test pro diskrétni data, ruzné variance

0.0011521 Obée o vypocteny z binomického rozdéleni, pak pouzijeme normalni rozdeleni

0.0011920 Obe o vypocteny z binomického rozdéleni, pak Studentovo rozdéeleni (nejlepsi
ze snadno dostupnych metod - jedina aproximace je ,data jsou diskrétni“)

0.0011878(8) | ,Presne” (MC simulace, viz binbin.c)



https://www.osel.cz/11993-pilulka-covid-19-mutuje-virus-k-smrti.html

