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Vahy mém Metoda nejmensich étvercu mm/m
Vazeny primér (vahy w; nemusi byt normalizované) Priklad. Pro fg(x) = a (konstanta) a 0; = 1 najdéte odhad parametru a

o XV n n n
=2 2 _ —v)2 = ng?— ) 2
X S 5 _;(a y)?=na Za;yl+;yi
Znéme Xx; (nezavislé) s chybami o;. Jaké mame volit vahy?
. PR, ds? n 1.0
Odvodime pro 2 veli¢iny: - —=2na—22y[ éO N a=72yz
X=wx1+(1-wxz da p n3
02(X) = (X — (x))?) = ((Whx1 + (1 — W)AX2)?) = w202 + (1— w)203
Minimum nastane pro Vysledkem fitovani (korelace, regrese, prokladani) je:
1/0% 103 @ odhad a
W= l-w=w=—mo s i & v
1/0% +1/03 1/0% +1/0% @ odhad standardnich (smérodatnych) chyb
Tedy nenormalizované vahy (a plati obecné, odvodi se pomoci Lagrangeovych multiplikatorc): @ odhad korelaci mezi parametry
1 @ odhad hodnoty néjaké funkce g(@) (vé. odhadu standardni chyby)
Wi=—75
2
i
Ale problém mUize byt, pokud neznéme o; pfesné.
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Prumeérovani nezavislych méreni mintchs Metoda nejmensich ¢tvercu - linearizace mmtche
Mame data x; s odhady standardnich chyb o;. Necht’ dg je pfesna (hledand) hodnota parametrd. Pro kazdé X rozvineme:

1. Znamé vahy. Napi. (nenormalizovéno) w; « n;, tedy kazdé x; vzniklo zpracovanim mnoha Bfao(x)
nezévislych méfent, ale n; nezndme nebo data jsou ¢asové korelovana, napf. w; = ¢as v simulaci. fa(X) = fa,(X) + ZACUI‘/(X) R)=——
=z j=1
Priklad.
M wixi w2o? kde @ = dg + Ad.
. Z(Tﬂl X Pyl =1 W0 Neye  0(00) de @=do + Ad
Zg:l Wi (-=1 2000 201(14) Pokud jsou zmény parametri @ malé, bez Gjmy na obecnosti staéi studovat lineédrni model
Nepouzivat w; = 1/02, jsou-li w; znamy! 000 ) = p .
d 4000 196(11) fa(®) =Y afi(%),
j=1
2. Neznamé vahy. Pak w; = 1/1:;1.2 (jsou-li o; dost presna) a z vySe uvedeného vzorce: !
kde {f](x)}p 1 je (obecné neortogonalni) baze.
_zm x(-/o2 1
X= o= Priklad.
m 1/0 m TRad.
%l VI 1/0? 0(00)
Nékdy pomdze o; resp. w; vyrovnat. 201(14)
191(17)
197(11)
=2 ) R A7 vy . 3/23 S 8/23
Primérovani nezavislych méreni m,,/‘,me Linearni model mnﬁma
Priklad. Dvé ekvivalentni MC simulace daly nésledujici hodnoty parametru uspofadani: 61 = P 2 "
2.17(33), 65 = 2.32 T . L . oy P S n k(xl) D afiR)—yi
. , 02 = 2.32(31). Po zméné zkuSebniho posunuti byla provedena tfeti simulace, kterd dala fa(X) = Za,f,(x) Z l =0 (2)
63 = 2.25(22). Vypoctéte nejlepsi odhad parametru usporadani. j=1 3ak = g
Stejné véhy pro méfeni 1 a 2: Necht' dataoy(- jsou nezavislé ndhodné proménné Definujeme: matice p x n
2.17+2.32 obecné s rlznymi smérodatnymi odchylkami o;. . —
012 =—————=2.245 Data s chybami pak miZeme zapsat jako presna (%D yi
hodnota + ndhodna proménna: K== Yi= o (8YidYj) = &
v0.332+0.312 0.2264 P 5 " B
010 = =0. - Fi(R = = O
12 > vi ;ajf,(XH oyi (6y) =0, (8yiby)) =075 A= FeFi b= S Furi
Vahy odvozené z nejistot pro kombinaci vysledku 12 a méfeni 3: Nas! ]d_ . i=1 =1
asledujici souéet étvercu: . . .
5. 2:245/022647+225/0.222 R Rovnice (2) je pak:
123 = =2. P (R — v p
1/0.22642 + 1/0.222 0| 2o 4o -y
/ / 52=Z Sy=1 e Tt (1) > Agjaj—br =0
1 =1 i j=1
O133=————_=0.158 -
v/1/0.22642 +1/0.222 budeme minimalizovat, tedy spotitéme derivaci ~Maticove:
6=2.25(16) a polozime = 0: A=F-F', B=F.-¥, A-Ga—b=0
P 4/23 . 21 52 o (7 - 9/23
Je-li mélo dat... + miche Metoda nejmensich ¢tvercu - kovarian¢ni matice mmfché

3. Malo dat. Data vznikla z vybér(i po n; kouscich, pro které jsme spoéitali priméry (oznageny
nyni x;) a odhady standardnich chyb prdmérd (o;) pomoci obvyklych vzorcd. Pak
X i 7 nilni— 1)a? +an1m(xi—i)2
xX= 717 r 0= — m m
zi=1n ( i=1" 1) i=1"

A=F-F', b=F-Y, A-a=b, a=At.b=A"1.F.¥
Zjepi’espéry

Chyby odhad( a korelace mezi parametry: y
stejnych indext

<ZA 1Fak5YkAjB Fﬁlan)
D A Fak Alg Faidki

Cov(a;, aj) = (AaiAa))

(8Yi6Y)) = &ij

jsou stejné, jako kdybychom véechna plivodni data spojili. BT "‘v = ZAi_alFO'k Aj_plF/.?k
Pro velké n; prejde v metodu 1. ¢ _ ZA_IFakFT -l
v o . v s P - i kB"j}
Priklad. Podle dat v pfikladu s jezev&iky jsme spoditali: _ f’l —1 8
- ZAia A"BA/B
x=[12.1,20,15.1,20.8,19.7] : X5=17.54+1.68 = > A AqpAT!
y=[18.9,10.1,12.1,9.2,12.4,16.7,12.7] : y7=13.16+1.31 - o
= A
Vypoctéte nejlepsi odhad spodni vysky riznymi metodami. v
1. wi=n: 14.983 £ 1.040 VysSe uvedend matice je ,kovarian¢ni“ nebo ,varian¢ni-kovarian¢ni“ (na diagonale jsou variance
2. wi=1/0% 14.812 £ 1.036 neboli rozptyly)
3. 14.983 £ 1.185 (to samé vyjde po spojeni dat = optimalni postup) Vysledkem fitovani nejsou jen odhady chyb parametrd
(na diagonale), ale i korelace (kovariance)!
Metoda nejmensich étverct msm/fzjﬁ Metoda nejmensich étvercu :‘%356

X; = nezavisle proménné (n vektor( libovolné dimenze, i = 1..n; Ize zobecnit)
yi = zavisle proménné (realna &isla)

o; = standardni nejistota hodnoty y; (neboli vahy w; = 1/0[2)

fa(X) = funkce (zvanad ,model”) schopnd vystihnout data (X;, y;)

d = parametry (p hodnot zapiSeme jako vektor), p < n, nejlépe p< n
Parametry @ budeme hledat z podminky minima sou¢tu kvadratd odchylek (52),kde

n n (%) — v:12
=S wilfad-yP=Y [M]
=1 i=1 O

hodnota mingS2 se nazyvéa rezidualni soucet ¢tverch (residual sum of squares)

Véta (Gauss-Markov): pro funkci fg lineadrné zavisejici na @ je metoda nejmensich &tvercd:
Best (dava nejmensi varianci odhadnutych @)
Linear (= predpoklad)

Unbiased ((d) je spravné)

Estimate.
Neni-li Gloha singularni, dale plati: (S2) =n—p
Pro ,dost dobfe” rozmisténé body x; také limp—o S2 = n— p (posouzeni kvality fitu)

Yijsou nezavislé ndhodné
veli¢iny se zndmym o;

(vi) =fa(%)

n—p se nazyva ,pocet stupid
volnosti“ a ¢asto se znaci v

@ Jsou-li viechna o; presnymi odhady standardnich odchylek a mame dost bod( n, pak &islo
(Cesky asi ,rezidudini smérodatna odchylka“)

n—p se nazyva ,potet stuprid

volnosti“ a ¢asto se znaci v

je blizko jedniZky, ,protoZe v rov. (1) je n— p nezavislych Etvercd, (Etverec) = 1.

@ Casto 0; nezname, ale mizeme predpokladat, e véechna o; jsou stejna. Pak z rovnice s =
1 miZeme zpétné spotitat nezndmé o. Pokud S2 bylo poéitdno se o; = 1 (coz déla vétdina
softwaru), plati

ogdhad =5

Kovarianéni matice je pak potitana jako se o; = o°dhad

@ Jsou-li funkce fj kolmé", pak A je diagondini a parametry nejsou korelované. Toto je Casto obtizné
zajistit v praxi pro nelinearni (ale lokalné linearizovatelné) odhady.

*vzhledem ke skaldrnimu soucinu f1 - f> = Zlefl(f(l)fz(i,) pro funkce fi, f>
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Fitovani v Maple 1: chyby dat jsou neznamé a vSechny stejné
Neznédme chyby (standardni nejistoty) dat o;, ale predpokladdme, Ze jsou pro vSechna data stejné.
Do funkce Fit nezadédm volitelny vektor weights (tj. vSechny vahy jsou jednicky).
nelplné, viz Maple ma-
nual pro dal$i moznosti

Syntax: Fit(faz(x), X, ¥, x, output=[key,key,...]), kde key jsou:
parametervalues = vypoctené parametry aj, j = 1..p
parametervector = to samé ve formé vektoru
leastsquaresfunction = fz(x) s dosazenymi vypoctenymi parametry (x je formalni redlny parametr)
residualsumofsquares = S2 podle rov. (1) s ;=1
residualstandarddeviation = s = \/W—p)

= odhad smérodatnych odchylek o; dat (vSechna o; jsou stejna)
standarderrors = odhady standardnich chyb parametr(, o(aj),j=1.p
residuals = rozdily nezavisle proménnych od nafitovanych hodnot, y;— fa(xy), i=1..n
variancecovariancematrix = kovariancni matice, Cov(a;, a;), i,j = 1..p (jen pro linearni modely)

viz mmpc6.mw: “3x linear fit with error analysis”

- Y ¥ o .. plot/mat-num2.sh 16,53
Metoda nejmensich étvercu - chyby MC metodou: priklad

mmfch6
Presné viz mmpc6.mw: Maple Fitting 3: the errors of the data are known and reliable

Metodou MC simulace byly vypolteny statistické vahy W = e5, kde S je reziduélni entropie na
vrchol miizky, pro periodické vzorky ledu Ih v zavislosti na po¢tu molekul:

N 360 2880 9720 23040 45000 77760 184320
W | 1.51898342 1.50906444 1.50796203 1.50767991 1.50757977 1.50753663 1.50749468
o | 0.00001264 0.00000887 0.00000650 0.00000566 0.00000466 0.00000405 0.00000348
Chyby jsou vysledkem dlouhych MC simulaci a jsou tedy spolehlivé. Teorie dava extrapolacni vztah:
In(N)

b
WN)=a+—+c
(N) N

Stanovte termodynamickou limitu a = W(co).
MC pro m = 999 vzorkd:

Grafy jsou prehlednéjsi, pouzijeme-li jako
nezdavislou proménnou x = 1/N. Pak:

5 - . P A . . (12/23
Fitovani v Maple 2: chyby dat jsou neznamé, ale vahy nejsou stejné_ .

Vime, ze nékterd data jsou kvalitnéjsi, coz vyjadfujeme vdhami w;, i = 1..n, ale nezndme nejistoty
o; vime jen, Ze 0/0j = /wj/wi.
Syntax: Fit(fz(x), X, ¥, x,weights = W, output=[key,key,...])

Modifikovany vzorec s vahami pro S2 je:

2
n P
residualsumofsquares = S2 = Z Wi [Z ajfj(ii)_}’i:|
=1 |j=1

residualstandarddeviation = s = 1/52/(n —p)
= odhadnuté smérodatné odchylky (standardni chyby) pavodnich dat y; jsou (pokud nas zajimaji):

s residualstandarddeviation
Oj=——=

a = 1.50746515(264) (256) W(x) = W(0) + bx — cxInx
b = 2.8786(724) (724) a = 1.50746516(255)
c = 0.2154(122) (122) b = 2.8790(701)
(zelené ,presné” = Maple) ¢ = 0.2154(118)
Metoda nejmensich étverci - co je uvniti softwaru ,3,;%36

Linearni model: fesitelny metodou linearni algebry, nebyvaji problémy (pokud jsou, stadi orto-
normalizovat bazi)

Nelinearni model:
Problém 1: mGZeme mit vice lokalnich minim,

nékterd pro nevlastni hodnoty parametrl (= divergence)
Problém 2: dlouha zakfivena ddoli pfi minimalizaci (pomalé)

Minimalizace nelinearni funkce mnoha proménnych:

reflect

@ hledani na miizce (na zatatku)
@ Monte Carlo hledani (na za¢éatku)

@ metoda nejvétdiho spadu (steepest descent, greedy)

contract

expand

@ konjugované gradienty

Y Wi weightfi] @ améba (Nelder-Mead; amoeba, downhill simplex) — i&fé’,ﬁ;we
Pozn.: pokud tieba W =[1, 1, 2], pak stejné odhady parametri i S2 dostaneme, kdyz datum s i=3 | @ (Gaussova-)Newtonova metoda (jsme-li blizko feéeni) shrink (moaifiec)
v souboru 4x opakujeme, nedostaneme vsak stejné standardni odchylky, jelikoz méme jiné n—p. @ (Levenbergova-)Marquardtova metoda (kombinace Newton, gradient, tlument)
@ simulované zihani
. i . . P 2 13/23 o 18/23
Fitovani v Maple 3: nejistoty dat jsou znamé a spolehlivé it Priklad z praxe o

Mame data y; s pfesnymi odhady smérodatnych chyb o;, ale nemame pfilis mnoho dat.
Tj. chyby odvozené z fitovani téchto dat bez znalosti o; resp. jen se znalostmi vah neboli pomér(
0i/0j by nebyly spolehlivé.
Vytvofime si vektor W, kde w; = l/oiz, a postupujeme jako na pfedchozim slidu. Plati:
residualstandarddeviation = s = 4/ S2/(n— p) ma byt blizko 1

tim blize, ¢im vice dat méme, zhruba 1 + (n —p)~1/2

@ Pokud s> 1, médme nevhodny model (napf. polynom nedostate¢ného stupné), pfipadné pod-
hodnocené odhady o;

@ Pokud s < 1, mizeme mit zbyteéné slozity model (fitujeme Sum), pfipadné nadhodnocené od-
hady o;

@ Pro odhady standardnich chyb parametrd plati:
standarderrors[j]

o(aj) =— -
residualstandarddeviation

@ Pro odhad kovarianéni matice plati:
variancecovariancematrix[il[j]

Pfi simulaci modelu platiny ve slab-geometrii byla ziskdna data pro tlak
ve sméru kolmém na vrstvu:
T T

T/K p/bar o/bar
50F —MD g 3700 147 22
— fit ppy = exp(a+b/T) 1 3750 119 1.4
40F E 3800 14.9 2.6
_ E 3850 18.9 2.8
g 30F E 3900 163 1.8
T E 3950 165 3.2
* 20f E 4000 265 3.3
E 4050 243 2.6
10k E 4100 306 2.6
] 4150 285 3.5
o ‘ ‘ 4200 345 3.5
3000 3500 4000 4250 43.4 2.6
TIK 4300 48.0 3.1

Vypoctéte bod varu platiny za tlaku 1 bar a odhadnéte chybu.

Cov(ai aj) = residualstandarddeviation2
Chyba funkce parametri n]ﬁ.i/fczh?’ﬁ
Potfebujeme spocitat g(d) s chybou
ga ~ gay +,:1 Adjgj(R), gj= Bf:j" (3)

{(9a—9a0)%) = <ZA¢1191A(1]9,‘> =2 giCov(a;, a)gj = 3 0iA; g
i i i

Priklady g(d): a; (jeden z parametrd), f:olf(x)dx

Priklad. Analyzujeme rozkladnou reakci 1. fadu. Koncentrace jako funkce ¢asu jsou:
t[s] 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
c[mM]|3.371 3.291 2.211 1.903 1.846 1.335 1.308 1.019 0.716 0.569 0.656 0.572 0.455

Vypocltéte koncentraci v ¢ase t = 300s véetné odhadu nejistoty. Predpokladejte, Ze relativni
nejistoty koncentraci jsou stejné.

WM (7)6T = (S00€)2

@ To znamend, Ze absolutni chyby Inc jsou stejné, budeme tedy fitovat Inc lineérni funkci
Inc(t) =Inco— kt. Viz mmpc6.mw “3x linear fit with error analysis”, subsection 1

plot/ptvle.sh 19/23
mmfch6

Reseni
Budeme predpokladat platnost Clausiovy-Clapeyronovy rovnice a konstantni vyparnou entalpii.

p =-exp(a+ b/T) (vhodnéjsi vzhledem k chovani Ap) Inp=a+b/T (linearizované)

kde a a b jsou konstanty, které budeme fitovat. Pak stanovime hodnotu funkce g, ktera je fesenim

rovnice Inp=a+ b/T pro p=1 bar. (0): v&fime uvedenym o

(0): véfime vaham, ale o po¢itdéme
z rezidudlniho souétu &tverch

@ Primé fitovani na p = exp(a+ b/T):
5=1.067, Tyap = 3021(55)(59) K

@ Fitujeme In(p) vs. 1/T (linearni regrese):
s=1.081, Tvap =2992(53)(57) K  stejné jako linearni model In(p) vs. T, viz mmpc6.mw

@ .Nezndme" standardni chyby, jen pfedpokladédme, ze oi(p) jsou stejné (p = exp(a + b/T)):
Tvap =3015(74) K predpoklad, Ze oi(Inp) jsou stejné, je nevhodny

@ Data ziskéana ze stejné dlouhych trajektorii = chyby Ize vyrovnat (p = exp(a + b/T)):
5=1.138, Tvap = 2965(63)(72) K = nejlepsi postup

@ Viz vyse, fitujeme In(p) vs. T:
5=1.118, Tyap = 2933(60)(67) K

Zaveér: Tyap = 2965(70) K, kde chyba 70 je 63 zaokrouhleno nahoru s piihlédnutim k 72

Vviz mmpc6.mw
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Metoda nejmensich étverct - chyby MC metodou

@ Minimalizujeme 52 = ziskdme do a g(do).
@ Pro k =1..m provedeme:
@ Vyrobime fale$na data
¥ = fag %) + 0w,
kde u je ndhodné ¢islo s normalizovanym normalnim rozdélenim (o =1, u = 0).
Chyby o; dat y; zndme; pokud ne, pouzijeme o; = y/52/(n— p).
@ Vypotteme metodou nejmensich Etvercd parametry k).
@ Vypotteme g(ak).

@ Vysledky ak) a g(ﬁ(k)) pro k = 1..m zpracujeme jako nezavisla data a dostaneme odhad stan-
dardni chyby o(g).

20/23
mmfché

Dalsi priklad
Nafitujte data na vhodnou funkci f(x) a vypoctéte
Feseni rovnice f(xp) = 1 v¢. odhadu chyby.

Pokud neumime fesit rovnici f(x) =y, Ize
JCitlivosti“ g; (viz rov. (3)) na paramet-
rech ziskat ze vzorce pro derivaci implicitn{
funkce:

2Allyajods ey AgAyd ||-nosfau ‘(£)6t°'ZT
‘niepow e 'o WeqAyd 1|-aWLRA (S)6Y'ZT
y o flai+dag x+dx)=y
4.001 0.014 of of
3.424 0.013 g 00t X =0
3.039 0.011
2.710 0.010
2.482 0.009
2.208 0.008
1.985 0.008
1.749 0.007
1.528 0.007

of of

- =

aa; ax

_ax

9L=a—ai—

© 0N U B WNX

=
o

Viz mmpc6.mw “Complex fitting example”
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Fitovani v Excelu a LibreOfficu |

Excel a LibreOffice maji obecnou funkci pro linedrni regresi LINEST v ¢eské lokalizaci LINREGRESE

Funkce LINEST fituje data ¥ (n-vektor) na linedrni funkci p vektor( Xj, j=1..p:

(4)

Absolutni ¢len ag je volitelny, viz 3. argument funkce LINEST.
Funkce LINEST vraci hodnoty parametrd aj ve. odhad{ standardnich chyb a S//n—p pro jednodu-
chou linedrni regresi bez vah (véhy = 1).

Pfiklad. Pro fitovani na a1 + axx + az Inx, bazové vektory %; jsou:

X1 = ()?)0 =(1,1,.., 1)T nebo verze s ¢lenem ap+
%2 = X=(X1,X2,..,Xn)"
%3 = In(X)=(Inx1,Inxz, .., Inxp)T

kde X je pGvodni vektor nezavislych x-0 a funkce se interpretuji &len po Elenu.

TAFAIK, kovarianéni matice neni dostupna. Po urtité ndmaze ji Ize vypoéitat pomoci vzorcl na str. 7-8 a maticovych
funkci MMULT, MINVERSE.

. L, . . cd ../xls; start gfit.ods; start gfit. mw 23/23
Fitovani v Excelu a LibreOfficu Il

mmfché
Jsou-li pro data ¥ zndmy odhady standardnich chyb &, nejprve pfipravime sloupce obsahujici:

¥ =

2! —

==, j=1.p

Qs
Q2

kde vektory se déli prvek po prvku.
Déle je to stejné jako na predchozi strance.

Opakuji, ze hodnota s = S/4/n— p ma byt zhruba 1. Jsou-li zndmé hodnoty & spolehlivéjsi (zalozené
na mnoha méfenich) nez tato analyza ze v = n—p stupnili volnosti, vydélte odhady chyb parametr(
o(a;j) hodnotou s.

PFiklad. Nafitujte nasledujici data na funkci a + bx + cx?:

X

y
g

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
11.876 10.918 9.746 8.761 7.791 7.003 6.408 5.452 5.010 4.325 3.622 3.466 4.087 3.257 3.517 3.546 2.575 2.525 3.807 3.162 4.141
070 0.66 062 0.58 054 050 046 042 038 034 030 034 038 042 046 050 054 058 0.62 066 0.70

(6)66'0=2 (1I1)86'T—=q ‘(ET)Z0'v =D
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Fitovani v Excelu a LibreOfficu Il
@ Priprav sloupcové vektory y a X
@ Priprav bazové vektory Xj, j=1.p
@ Oznat obdélnikové pole velikosti (p + 1) x 4 bunék pro vysledky
@ Do prvni buiiky tohoto pole napi$
=LINEST(Y1:Yn,X1:XPn,0,1)
kde argumenty jsou:
1 y=Y1:Yn (sloupec)
2 %1..Xp = X1:XPn je matice p x n (p sloupc)
3 0 znamena, Ze ap+ Sse neuvazuje
4 1 znamena bohaty vystup
@ Proved’ ,opiti hmat” Ctrl-Shift-Enter
Vysledné odhady jsou ve formé pole (p + 1) x 4:

Neobsahuje vSechny moznosti

V  ceské lokalizaci
nutno pouzit ; misto ,

(ap) (ap-1) oo | {a2) | {a1) ? Pozor na opacné poradi
o(ap) o(ap-1) ... | o(az) | o(a1) | n.a. vypoétenych parametr(!
r2 S/J/n—p na.| na. | na. |na. r = korelaéni koeficient
F-value n—p n.a.| na. n.a. | na.

? 2= [fx)—yil?|na.| na | na [na.




