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Kapitola 1

Úvod

1.1 Modely a simulace

Simulace je imitace (napodobení) n¥jakého procesu £i systému. Abychom mohli n¥co si-
mulovat, musíme mít nejprve vhodný model, který dostate£n¥ v¥rn¥ reprezentuje vlast-
nosti a funkce reálného procesu £i systému. Simulace pak zpravidla reprezentuje vývoj
v £ase, m·ºe v²ak také popisovat tzv. emergenci, tj. vznik komplexního chování, které
není z°ejmé z (element·) modelu. V dne²ní dob¥ je model zpravidla popsán matematicky
a simulace probíhá na po£íta£i.

Simulace se pouºívají v mnoha oblastech: v ekonomii, technice, technologii, ekologii
aj. V tomto skriptu se budeme zabývat p°edev²ím atomistickými simulacemi v chemii
a fyzice. Základním elementem pro nás bude atom; model atomu zahrnuje síly, které
mezi atomy p·sobí. Atomistický model m·ºe být extrémn¥ jednoduchý (hmotné body
v p°ípad¥ ideálního plynu), jednoduchý (tvrdá kuli£ka pro vysv¥tlení chování tekutiny
a krystalu) £i sloºitý molekulový model (nap°. proteinu). Typickou metodou návrhu
molekulového modelu jsou kvantové výpo£ty jedné £i n¥kolika málo molekul. Alternativou
(jedinou moºnou v p°edkvantové é°e) je matematické vyjád°ení apriorních p°edstav o
velikosti a tvaru molekul a silách mezi nimi. Na atomistické úrovni m·ºeme simulovat jak
vývoj molekulárního systému v £ase (nap°. r·st krystalu), tak i makroskopické vlastnosti,
které jsou emergentním výsledkem chování velkého mnoºství molekul (nap°. tlak jako
zpr·m¥rované nárazy molekul na detektor).

6



KAPITOLA 1. ÚVOD 7

Jemn¥j²ím modelem je chemický systém jako soustava atomových jader a elektron·,
kterou °e²íme v podstat¥ pomocí Schrödingerovy rovnice. Kvantová chemie umí z n¥-
kolika málo vstup· (hmotnosti a náboje atomových jader a základní konstanty) spo£ítat
s p°esností klesající s rostoucí velikostí systému mnoho zajímavých veli£in: strukturu mo-
lekul, spektra, termodynamické veli£iny (p°edev²ím v plynné fázi), rovnováºné konstanty,
rychlostní konstanty, fotochemické procesy aj. Ostatn¥ atomistické modelování £asto pou-
ºívá výsledky kvantové chemie. Kvantovou chemií jako takovou se v tomto textu nebudeme
zabývat.

Poznámka. Pro popis tzv. jemné struktury spekter a n¥kterých dal²ích jev· musíme
pouºít náro£n¥j²í nástroje � relativisticky invariantní kvantovou teorii resp. její nejobecn¥j²í
variantu, tzv. kvantovou elektrodynamiku, kde máme navíc fotony. Tato teorie je extrémn¥
p°esná, nap°. magnetický moment elektronu zm¥°ený s chybou 10−12 souhlasí s výpo£tem.
Chceme-li ale popsat samotné atomové jádro a dal²í elementární £ástice, musíme p°itvrdit.
Zatím nejúsp¥²n¥j²ím modelem je tzv. standardní model zahrnující ²est druh· kvark· (pro-
ton a neutron jsou tvo°eny vºdy t°emi kvarky), leptony (elektron má dva t¥º²í kamarády,
mion1 a tauon), jim p°i°azená neutrina, dále bosony zprost°edkující interakci (krom¥ fotonu
gluony zprost°edkující silnou interakci a dva bosony slabé interakce) a nakonec Higgs·v
boson, který �dává £ásticím hmotnost�. N¥které interakce (nap°. gravitace nebo tzv. temná
hmota a energie navrºené v kosmologii) v n¥m ale chybí.

Ale zp¥t k chemii. Pro n¥které aplikace je atomistická úrove¬ p°íli² jemná a musíme
pouºít n¥jaký hrubozrnný (téº zhrubený, angl. coarse-grained) model. Nap°. surfaktant
m·ºe být reprezentován ty£inkou, která má na kaºdém konci jiné vlastnosti (je hydro�lní
nebo hydrofobní). Na je²t¥ hrub²í (mikroskopické) úrovni m·ºe být elementem modelu
t°eba celá micela nebo zrnko písko.

Poznámka. Dal²í úrovní je spojitý p°ístup, kdy systém je popsán kontinuem (polem). Tak
m·ºeme studovat proud¥ní, difuzi, tok tepla £i elekt°iny aj.; v kaºdém bod¥ prostoro£asu
máme vlastnosti hmoty (rychlost, teplotu, tlak aj.) a °e²íme soustavu parciálních diferenci-
álních rovnic. Tohoto typu je téº Einsteinova obecná teorie relativity.

1Ozna£ení µ, angl. muon
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�asto nepot°ebujeme stejnou p°esnost £i stejné rozli²ení v celém systému. Nap°. enzym
plave v roztoku, který popí²eme jako kontinuum. V¥t²inu enzymu pak simulujeme na
atomistické úrovni. Pro aktivní centrum, kde dochází k chemické reakci, pak musíme
pouºít kvantovou chemii. Takováto kombinace r·zných ²kál se obecn¥ nazývá víceúrov¬ové
nebo £ast¥ji anglicky multiscale modelování. Speciáln¥ kombinace atomistické úrovn¥
s kvantovou chemií je tzv. QM/MM p°ístup (quantum mechanics/molecular mechanics).

1.2 Statistická termodynamika a simulace

Teoretickým základem simulací (na atomistické i jiné úrovni) je statistická termody-
namika, která se zabývá chováním systém· mnoha £ástic (obecn¥ jakýchkoliv entit �
objekt·, vln, stup¬· volnosti)2 statisticky na základ¥ pojmu pravd¥podobnosti. Podává
návod, jak z modelu výpo£ítat termodynamické veli£iny jako je tlak, Gibbsova energie
aj. Tuto teorii m·ºeme roz²í°it na kinetické veli£iny (viskozita, difuze, tok tepla aj.).
Speciálním p°ípadem je pak kinetická teorie plyn·, která vychází z p°edstavy molekul
pohybujících se prostorem a ob£as se sráºejících. Na základ¥ popisu sráºek jsme schopni
predikovat p°edev²ím kinetické vlastnosti plyn· a do ur£ité míry i kinetiku chemických
reakcí v plynné fázi.

Systém popsaný atomistickým modelem pak m·ºeme na po£íta£i simulovat. Existuje
n¥kolik t°íd metod, které se pouºívají. Molekulová dynamika (MD) sleduje £asový vý-
voj systému sloºeného z mnoha molekul. Pohyb kaºdého atomu je ur£en silami, které
na n¥j v kaºdém okamºiku p·sobí. Metropolisova metoda Monte Carlo (MC) gene-
ruje posloupnost kon�gurací systému pomocí náhodných £ísel. Provedeme náhodný pohyb
molekuly a rozhodneme o jeho p°ijetí podle kritéria, které zajistí, ºe pravd¥podobnosti
výskytu kon�gurací jsou stejné jako v realit¥. Kinetické Monte Carlo (KMC) je me-
toda, kde je sloºitý d¥j rozd¥len na elementární události, ke kterým dochází náhodn¥

2P¥kným p°íkladem z astronomie je kulová hv¥zdokupa, coº je gravita£né vázaný a dlouhodob¥ stabilní
soustava chaoticky se pohybujících hv¥zd.
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s ur£itou pravd¥podobností. (Elementární událostí m·ºe být adsorpce atomu a reakce na
katalyzátoru v simulaci chemické kinetiky, p°íchod zákazníka na po²tu a jeho odbavení u
okénka v simulaci hromadné obsluhy nebo pá°ení samce a samice v evo-devo simulaci.)
Událost, ke které dojde, vybíráme podle p°edem známé známé pravd¥podobnosti. KMC
se v tomto skriptu nebudeme dále zabývat.

Poznámka. Obecn¥ metoda Monte Carlo je jakákoliv metoda pouºívající náhodné d¥je
(náhodná £ísla) k získání stochasticky správného výsledku (nap°. bod tání modelu ledu 260
± 5 K, kde 5 je odhad standardní nejistoty). Naproti tomu metoda Las Vegas je metoda
pouºívající náhodné d¥je, ale produkující vºdy správný výsledek (nap°. t°íd¥ní £i numerický
výpo£et vlastních hodnot matice mohou pouºívat náhodná £ísla pro výb¥r prvku, se kterým
se bude v následující operaci pracovat3, ale výsledek je správný bez ohledu na pouºitou
náhodu, jen se m·ºe m¥nit rychlost výpo£tu £i zaokrouhlovací chyba).

Metodologie simulací se li²í podle toho, zda pouºíváme klasickou nebo kvantovou me-
chaniku. V tomto skriptu se pro jednoduchost budeme zabývat pouze klasickým modelo-
váním.

3hlavní prvek, angl. pivot element
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Statistická termodynamika light

Odv¥tví, které se systematicky zabývá výpo£tem makroskopických vlastností ze znalosti
p·sobení (interakce) jednotlivých £ástic, je statistická termodynamika nebo statis-
tická fyzika. Budeme se zde zabývat pouze rovnováºnou statistickou termodynamikou,
tedy budeme p°edpokládat, ºe makroskopické vlastnosti systému se £asem nem¥ní.

2.1 Ideální plyn

V kurzu Fyzikální chemie 1 jste stavovou i kalorickou rovnici ideálního plynu p°ijali na
základ¥ experimentu:

pV = nRT stavová rovnice
U(V, T ) = U(T ) kalorická rovnice

V tomto oddíle ob¥ rovnice odvodíme ze zákon· mechaniky na základ¥ p°edstav tzv.
kinetické teorie plyn·. Ta byla formulována v moderní form¥ r. 1738 Danielem Bernoullim
a rozpracována v druhé polovin¥ 19. století Rudolfem Clausiem, Jamesem Clerkem Max-
wellem a Ludwigem Boltzmannem. Kinetická teorie plyn· vychází z p°edstavy atom· nebo
molekul, které se pohybují prostorem. Zde se budeme zabývat pouze ideálním plynem.
Jeho molekuly jsou tak malé, ºe se (tém¥°) nesráºejí (jsou to hmotné body) a nemají
vnit°ní stupn¥ volnosti. (Kinetická teorie plyn· se ov²em zabývá i sráºkami molekul a

10



KAPITOLA 2. STATISTICKÁ TERMODYNAMIKA LIGHT 11

umí z nich spo£ítat t°eba viskozitu nebo tepelnou vodivost plynu.) Pohyb molekul je
neuspo°ádaný (chaotický), a proto je moºné jej popisovat pouze statisticky.

2.1.1 Stavová rovnice ideálního plynu a interpretace teploty

Tlak plynu je zp·soben nárazy molekul plynu na st¥nu. P°i odvození vztahu pro výpo£et
tlaku budeme uvaºovat N molekul plynu o hmotnosti m uzav°ených v krychli o stran¥
L, kterou umístíme do po£átku sou°adnicového systému tak, aby její st¥ny byly kolmé
na sou°adnicové osy. Rychlost libovolné i-té molekuly je vektor v⃗i = (vi,x, vi,y, vi,z), její
hmotnost mi.

Sledujme nyní molekulu i a její nárazy do st¥n krychle kolmých
k vektoru (1, 0, 0), viz obr. vpravo. K tomu nám sta£í x-ová sloºka
rychlosti. Molekula p°ekoná vzdálenost L mezi kolmými st¥nami
za £as L/vi,x. O sráºkách molekul se st¥nou p°edpokládáme, ºe
jsou dokonale pruºné, tedy ºe úhel dopadu se rovná úhlu odrazu
a m¥ní se pouze sm¥r rychlosti, nikoli její velikost. Po odrazu je
tedy vi,x stejn¥ veliké s opa£ným znaménkem. Sloºky vi,y a vi,z
se nem¥ní. Molekula podruhé do stejné st¥ny tedy narazí za £as
τ = 2L/vi,x.

-

6
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Síla je rovna zm¥n¥ hybnosti za jednotku £asu. Hybnost molekuly i je P⃗ = mv⃗. Protoºe
se molekula odrazí opa£ným sm¥rem, je zm¥na hybnosti p°i nárazu ve sm¥ru osy x rovna
∆Px = 2mivi,x. Pr·m¥rná síla zp·sobená nárazy jedné molekuly je tedy

Fi,x =
∆Px
τ

=
2mivi,x
2L/vi,x

=
miv

2
i,x

L

Tlak je síla ode v²ech N molekul d¥lená plochou, tedy

p =

∑N
i=1 Fi
L2

=

∑N
i=1miv

2
i,x

L3
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Kinetická energie jedné molekuly je
1

2
miv

2
i =

1

2
mi(v

2
i,x + v2i,y + v2i,z)

Protoºe p°edpokládáme, ºe se molekuly pohybují náhodn¥ ve v²ech sm¥rech, jsou p°í-
sp¥vky od v²ech t°í sou°adnic stejné. Kinetická energie plynu (v²ech N molekul) je tedy

Ekin =
1

2

N∑
i=1

miv
2
i =

3

2

N∑
i=1

miv
2
i,x

a tlak m·ºeme vyjád°it jako

p =

∑N
i=1miv

2
i,x

L3
=

2

3

Ekin

V

Jinak napsáno

pV =
2

3
E kin (2.1)

Ale kde je teplota? Jak tento vztah souvisí se stavovou rovnicí ideálního plynu, kterou
znáte ve tvaru pV = nRT? Potíº je v tom, ºe mechanika sama o sob¥ nezná pojem teploty.
Teplota je pojem termodynamiky. Srovnáním (2.1) s pV = nRT dostaneme tvrzení, ºe
teplota je mírou kinetické energie molekul. Vyrobíme-li teplom¥r z ideálního plynu,
umíme zm¥°it (v energetických jednotkách) teplotu jakéhokoliv systému.

2.1.2 Ekviparti£ní princip

Rozeberme vztah (2.1) podrobn¥ji. Zave¤me nejprve pojem po£et mechanických
stup¬· volnosti f . To je po£et mechanických prom¥nných (sou°adnic), kterými je sou-
stava popsána. V na²em p°ípad¥ je f = 3N , protoºe kaºdá molekula je popsána trojroz-
m¥rným vektorem. Pak

pV = nRT =
N

NA

RT =
f

3
kBT =

2

3
Ekin
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kde kB = R/NA = 1.38065×10−23 JK−1 je Boltzmannova konstanta. Výraz Ekin je sloºen
celkem z f £len· tvaru 1

2
miv

2
i,k, kde k je x, y nebo z. V pr·m¥ru tedy na kaºdý stupe¬

volnosti p°ipadá energie
Ekin

f
=

1

2
kBT (2.2)

To je speciální p°ípad tzv. ekviparti£ního principu. Výraz kBT se n¥kdy interpretuje
jako �tepelné kvantum� neboli mnoºství energie, které má atom (resp. stupe¬ volnosti)
snadno k dispozici za dané teploty.

Vrátíme-li se zp¥t k molárním jednotkám (f = 3NA), máme pro izochorickou molární
tepelnou kapacitu jednoatomového plynu

CVm =

(
∂Um

∂T

)
V

=

(
∂Ekin

∂T

)
V

=
3

2
R (2.3)

coº dob°e souhlasí s experimentem pro vzácné plyny.
Ideálního plyn (v chemii) se neskládá jen z bodových £ástic, ale uvaºují se i vnit°ní

stupn¥ volnosti � rotace, vibrace, p°íp. elektronové p°echody.
U lineárních molekul jako N2 máme rotaci, která je popsána dv¥ma stupni volnosti,

tedy CVm = 5
2
R. Ve skute£nosti jsou dva atomy N popsány celkem ²esti stupni volnosti,

kaºdý atom t°emi. Vzhledem k síle vazby lze v²ak ukázat, ºe stupe¬ volnosti odpovída-
jící vibracím nejen ºe nelze popisovat klasickou mechanikou, ale za b¥ºných teplot budou
prakticky v²echny molekuly v základním stavu. Proto ho neuvaºujeme. Práv¥ vzhledem
k významnosti kvantových efekt· je pouºitelnost ekviparti£ního teorému omezena na nej-
jednodu²²í molekuly (a omezený obor teplot).

Poznámka. Kdybychom vibra£ní stupn¥ volnosti (nap°. pro t¥º²í atomy a vy²²í teploty)
mohli popisovat klasicky a kdyby tyto stupn¥ volnosti byly popsány dostate£n¥ p°esn¥ kvad-
ratickou funkcí (harmonickým potenciálem), dostali bychom kBT na kaºdý vibra£ní stupe¬
volnosti. To je proto, ºe £len 1

2kBT se po£ítá za kaºdý kvadratický £len v energii. V p°ipad¥
translací a rotací máme jeden kvadratický £len, nap°. 1

2mv
2
x, na stupe¬ volnosti v kinetické
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energii, v p°ípad¥ harmonických vibrací máme dva, jeden pro kinetickou a jeden pro poten-
ciální energii.

P°íklad. Vypo£t¥te izobarickou tepelnou kapacitu a) plynného dusíku a b) vodní páry.

�e²ení. a) Dusík má 3 transla£ní stupn¥ volnosti a dv¥ rotace, tedy CVm = 5
2R a Cpm =

CVm + R = 7
2R = 29.10 JK−1mol−1. Souhlas s experimentální hodnotou 29.12 JK−1mol−1 je

velmi dobrý.
b) Vodní pára má navíc jednu rotaci, Cpm = 8

2R = 33.26 JK−1mol−1. Experimentální hodnota
(500 K) je vy²²í, 35.22 JK−1mol−1, protoºe se jiº pomalu zapínají vibra£ní stupn¥ volnosti.

2.1.3 Kalorická rovnice

Pro úplný termodynamický popis látky nám stavová rovnice nesta£í. Jednotlivé molekuly
ideálního plynu navzájem neinteragují, a proto je jedno, jak jsou daleko od sebe; vnit°ní
energie ideálního plynu proto nezávisí na objemu (ani tlaku). Závisí v²ak na teplot¥,
Uid. plyn = U(T ); pro jednoatomové molekuly bez vnit°ních stup¬· volnosti dokonce víme,
jak, protoºe z (2.1) dostaneme

U = Ekin =
3

2
pV =

3

2
nRT

Jak si jist¥ pamatujete z p°edná²ek fyzikální chemie, z obou rovnic (stavové a kalo-
rické) za pouºití druhého termodynamického zákona (p°es Carnot·v cyklus) dostaneme,
ºe kinetická teplota T zavedená vý²e je tzv. absolutní termodynamická teplota. To zna-
mená, ºe po d¥lení elementárního vym¥n¥ného tepla d̄Q touto teplotou dostaneme úplný
diferenciál stavové funkce (totiº entropie): dS = d̄Q/T .
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Obrázek 2.1: Mikrostav, makrostav a soubor

2.2 Pravd¥podobnost

2.2.1 Mikrostav, makrostav, soubor

Kaºdý v¥dní obor si zavádí vlastní terminologii. Nejinak je tomu ve statistické termody-
namice.

Termínem mikrostav (téº jen stav nebo kon�gurace) ozna£ujeme úplný okamºitý
stav (popis) systému. P°i kvantovém popisu reality to m·ºe být vlnová funkce, ψ. V p°í-
pad¥ pouºití klasické mechaniky si p°edstavte polohy a rychlosti1 v²ech £ástic v daném
okamºiku, pro N bodových £ástic tedy ψ = (r⃗1, . . . , r⃗N , v⃗1 . . . , v⃗N). Mikrostav je statický
pojem, v £ase se systém vyvíjí; tomuto £asovému vývoji °íkáme trajektorie.

Makrostav je to, co pozorujeme (nap°. tekutou vodu o ur£ité hustot¥ a vnit°ní ener-
gii). Základní my²lenkou statistické termodynamiky je, ºe makrostav vzniká jako pr·m¥r
obrovského mnoºství mikrostav·. Nap°. o tlaku plynu lze hovo°it pouze tehdy, jestliºe
náraz· molekul na st¥nu nasbíráme dostate£né mnoºství, tj. m¥°íme dost dlouho. Jinými
slovy, tlak je £asovou st°ední hodnotou okamºitého tlaku.

Jestliºe známe pro kaºdý mikrostav jeho pravd¥podobnost, mluvíme o statistickém
souboru. M·ºeme si ho p°edstavit jako nesmírn¥ velikou hromadu mikrostav· takovou,
ºe pravd¥podobnost, se kterou z této hromady vybereme mikrostav, je stejná jako prav-

1z teoretických d·vod· je²t¥ lépe hybnosti



KAPITOLA 2. STATISTICKÁ TERMODYNAMIKA LIGHT 16

d¥podobnost, ze které v náhodném £ase vybereme mikrostav z trajektorie.
Úkolem statistické termodynamiky je cesta od souboru k makrostavu, tedy popsat

vlastnosti statistického souboru a vypo£ítat z n¥j makroskopické m¥°itelné veli£iny,

2.2.2 Mikrokanonický soubor

Z p°edná²ek o kvantové teorii víte, ºe systému v pevném objemu V lze p°i°adit vlastní
kvantové stavy ψ tak, ºe kaºdému stavu (tedy mikrostavu) odpovídá hodnota vlastní
energie E(ψ). Je-li v systému mnoho £ástic, je po£et t¥chto stav· t¥ºko p°edstavitelné
obrovské £íslo, kterého se v²ak ºádný správný teoretik nezalekne. Krom¥ toho jsou stavy
zpravidla degenerované, tedy jedné hodnot¥ energie vyhovuje mnoho stav· ψ.

Uvaºujme nyní izolovaný systém. Krom¥ toho, ºe po£et £ástic se nem¥ní, nedochází
ani k vým¥n¥ energie v ºádné form¥ (teplo, práce). Energie systému E je tedy konstantou
a je rovna (aº na p°ípadnou aditivní konstantu) vnit°ní energii systému. Stále v²ak m·ºe
existovat mnoho zp·sob· (stav·), jak tuto energii dosáhnout. Základním p°edpokladem
statistické termodynamiky je demokracie: jestliºe nemáme ºádný d·vod, pro£ n¥jaký stav
preferovat, jsou v²echny stavy stejn¥ pravd¥podobné, coº zapí²eme takto

π(ψ) =
1

W
pro v²echny stavy ψ takové, ºe E(ψ) = E

kde π(ψ) ozna£uje pravd¥podobnost stavu ψ, E(ψ) je energie stavu a W je po£et stav·.
Tento p°edpoklad se nazývá ergodická hypotéza. Neplatí pro n¥které jednoduché sys-
témy, av²ak pro dostate£n¥ sloºité systémy, které se vyvíjejí chaoticky, vyhovuje dob°e.

Makrostav (to, co pozorujeme v p°írod¥) si m·ºeme p°edstavit tak, ºe tyto mikrostavy
rychle p°echázejí jeden na druhý. Pozorujeme-li systém dost dlouho, zjistíme, ºe pravd¥-
podobnost výskytu v²ech stav· je stejná.

Z kvantové teorie víte, co je to hodnota pozorovatelné (veli£iny) X ve stavu ψ, X(ψ);
nejjednodu²²ím p°íkladem je energie E , jiným t°eba vý²ka molekuly nad hladinou mo°e.
Makroskopická hodnota libovolné veli£inyX (tedy to, co nakonec m¥°íme v laborato°i jako
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výsledek sloºený ze v²ech moºných stav·) je dána aritmetickým pr·m¥rem p°es v²echny
moºné stavy, tedy

⟨X⟩ =
∑

ψX(ψ)

W
(2.4)

kde symbolem ⟨X⟩ je ozna£ena st°ední hodnota aX(ψ) je hodnota veli£inyX v kvantovém
stavu ψ; W =

∑
ψ 1 je po£et stav·.

P°íklad. �Kvantový� systém hrací kostka se po hodu vyskytuje v jednom z W = 6 stav·, které
m·ºeme symbolicky zapsat jako {1, 2, 3, 4, 5, 6}. P°edpokládejme, ºe hrajeme velmi primitivní
hru: hrá£ vsadí (dá banké°i) 1 korunu a hodí; padne-li 6, bere 5 K£, jinak nic. Kolik hrá£ v pr·m¥ru
vyhraje nebo prohraje v jednom kole?

�e²ení. Pozorovatelnou veli£inu �výhra� ozna£me symbolem X. Hodnoty této veli£iny v jed-
notlivých stavech jsou X(1) = X(2) = X(3) = X(4) = X(5) = −1 (nic nevyhraje, odevzdal ale
1 K£) a X(6) = 4 (vyhraje 5, ale 1 vsadil). Pr·m¥rná výhra je

⟨X⟩ =
∑

ψX(ψ)

W
=

−1− 1− 1− 1− 1 + 4

6
= −1

6

Hrá£ tedy v pr·m¥ru prohraje 1/6 K£ v jednom kole. Samoz°ejm¥ m·ºe náhodou vyhrát. Ale sedí-
-li u hracího stolu celý ve£er a sehraje celkem 1200 her, bude se jeho pr·m¥rná výhra pohybovat
kolem 1200× ⟨X⟩ = −200 K£.

Poznámka. Kvantová mechanika jiº obsahuje pojem pravd¥podobnosti, takºe formulace
ergodické hypotézy jako �pravd¥podobnosti stav· jsou stejné� je p°irozená. Pokud v²ak po-
uºíváme klasickou mechaniku, pak místo vlastní funkce ψ máme polohy a hybnosti v²ech
molekul, které tvo°í tzv. fázový prostor. P°ímým d·sledkem pohybových rovnic klasické
mechaniky (ve form¥ tzv. Hamiltonových rovnic) je, ºe se p°i £asovém vývoji zachovává ob-
jem (elementu) fázového prostoru (Liouville·v teorém). To si lze p°edstavit tak, ºe budeme
uvaºovat mrak blízkých bod· ve fázovém prostoru, tedy n¥kolik systém· s velmi podobnými
po£áte£ními polohami a hybnostmi. Systémy necháme vyvíjet v £ase. Toto je mechanická
verze vý²e uvedeného tvrzení �mikrostavy rychle p°echázejí jeden na druhý� . Liouville·v
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teorém °íká, ºe mrak bod· bude m¥nit tvar, ale hustota bod· z·stane stejná. Je-li sys-
tém dostate£n¥ chaotický, nav²tíví v²echny body nadplochy fázového prostoru odpovídající
stejné energii stejn¥ £asto.

V systému s nulovou potenciální energií to znamená, ºe trajektorie
£ástic vyplní prostor stejn¥ hust¥ (na obr. jsou trajektorie p¥ti £ástic
v boxu s odpudivými st¥nami). Statistická termodynamika vzniklá v 19.
století pouºívala jazyk klasické mechaniky, místo pravd¥podobnosti se
pouºívala hustota pravd¥podobnosti a místo rov. (2.4) byl jistý integrál.
Jazyk kvantové teorie se sumami je pro studenty jednodu²²í.

2.2.3 Kanonický soubor

P°edpokládejme nyní, ºe dovolíme systému vym¥¬ovat teplo
s okolím, tedy pono°íme ho do termostatu (který si m·ºeme
p°edstavit jako jiný mnohem v¥t²í systém). Energie systému
jiº nebude p°esn¥ konstantní, ale bude �uktuovat okolo jisté
st°ední hodnoty. (Pokud je vám tato p°edstava cizí, p°edstavte
si, ºe ná² systém je tvo°en jen jednou molekulou. Ta bude ob-
£as naráºet do molekul termostatu a jednou bude mít energii
vy²²í, jednou niº²í.) Poznamenejme je²t¥, ºe p°í£ina �uktuace energie na²eho systému je
v tom, ºe systém p°echází z jedné energetické hladiny na jinou, protoºe za konstantního
objemu jsou vlastní funkce ψ i energetické hladiny nem¥nné. Nem·ºeme v²ak jiº p°edpo-
kládat, ºe v²echny stavy (s r·znou energií) jsou stejn¥ pravd¥podobné, ale naopak jejich
zastoupení je dáno jistou funkcí π(E), která je v²ak jiº jen funkcí energie, nebo´ stavy se
stejnou energií mají stejnou pravd¥podobnost.

Pokusme se nyní odvodit tvar funkce π(E). K tomu p°edpokládejme, ºe ve styku s ter-
mostatem máme dva (nikoliv nutn¥ stejné) systémy, 1 a 2. Pravd¥podobnost, ºe systém
1 má energii E1, je π(E1), pravd¥podobnost, ºe systém 2 má energii E2, je π(E2). Nyní
systémy spojíme do jednoho, ale tak, aby se minimáln¥ ovliv¬ovaly. Energie spojeného
systému bude sou£tem energií obou subsystém·, E1+2 = E1 + E2. Pravd¥podobnost, ºe
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systém 1 nalezneme ve stavu s energií E1 a zárove¬ systém 2 nalezneme ve stavu s energií
E2, je dána sou£inem obou pravd¥podobností,

π(E1+2) = π(E1 + E2) = π(E1)π(E2)

Je to podobné, jako kdyº pravd¥podobnost padnutí ²estky p°i hodu jednou kostkou je 1/6
a padnutí dvou ²estek p°i hody dv¥ma kostkami je 1/36. Po zlogaritmování máme

lnπ(E1 + E2) = lnπ(E1) + lnπ(E2) (2.5)

Pokud má tato rovnice platit pro jakékoliv hodnoty E1 a E2, musí být lnπ(E) lineární
funkcí E, tedy

lnπ(Ei) = αi − βEi ⇒ π(Ei) = eαi−βEi (2.6)

kde αi a β jsou konstanty. Konstanta αi je p°itom aditivní, tedy α1+2 = α1+α2, a závisí jak
na systému tak na (zatím neznámé) teplot¥. Je dána normalizací, sou£et pravd¥podobností
se totiº musí rovnat jedni£ce,

1 =
∑
ψ

π(ψ) =
∑
ψ

eα−βE(ψ) = eα
∑
ψ

e−βE(ψ) ⇒ e−α =
∑
ψ

e−βE(ψ)

Její fyzikální význam odvodíme aº v odd. 2.3.
Konstanta β je daná vlastnostmi termostatu. Veli£ina, která je stejná v termostatu

i v systému (jsou v rovnováze), je podle 0. v¥ty empirická teplota, tedy β bude souviset
s teplotu. �íslo eα−βE(ψ) se nazývá Boltzmannova pravd¥podobnost. Bez normalizace,
tj. pouze

π(ψ) ∝ e−βE(ψ)

se nazývá Boltzmannova váha £i faktor.
Stav· se stejnou hodnotou energie m·ºe být (a obvykle je) mnoho. Kaºdý z nich

má danou Boltzmannovu pravd¥podobnost. Pravd¥podobnost toho, ºe systém má danou
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energii, je daná sou£inem Boltzmannovy pravd¥podobnosti a po£tu takových stav·; po-
£et kvantových stav· se stejnou energií se nazývá (stupe¬) degenerace dané energetické
hladiny, p°íp. statistická váha.

Vztah (2.4) pro st°ední hodnotu musíme zobecnit. V (2.4) byla pravd¥podobnost stavu
π(ψ) = 1/W , nyní je dána funkcí energie (2.6), π(ψ) = π(E(ψ)). Kaºdý stav zapo£teme
s pravd¥podobností, se kterou se vyskytuje,

⟨X⟩ =
∑
ψ

X(ψ)π(E(ψ)) =
∑
ψ

X(ψ)eα−βE(ψ) =

∑
ψX(ψ)e−βE(ψ)∑

ψ e
−βE(ψ) (2.7)

Nap°. vnit°ní energie je nyní dána st°ední hodnotou

U = ⟨E⟩ (2.8)

Poznámka. Moºná je na míst¥ pon¥kud ukecaná vsuvka ilustrující princip st°ední hodnoty.
�ekn¥me, ºe studujeme vliv nadmo°ské vý²ky na obsah hemoglobinu v krvi. Zajistíme si
vzorek obyvatel, kte°í ºijí ve vý²ce h = 0m nad mo°em (dejme tomu p°esn¥ji v rozsahu
vý²ek 0 aº 1m) a zjistíme, ºe mají v krvi ur£ité mnoºství hemoglobinu, které ozna£íme X(0).
Známe tedy funkci X(h), která udává pr·m¥rné mnoºství hemoglobinu v krvi (tato funkce
s vý²kou roste). Jaké je ale pr·m¥rné mnoºství hemoglobinu v krvi náhodn¥ vybraného
£lov¥ka? Jist¥ nem·ºeme pr·m¥rovat jen funkci X(h), protoºe na pob°eºí ºije víc lidí neº
ve velehorách. Ozna£me po£et lidí ºijící ve vý²ce h symbolem N(h). Tímto £íslem budeme
váºit zji²t¥né mnoºství hemoglobinu. St°ední obsah hemoglobinu v krvi je

⟨X⟩ =
∑

hX(h)N(h)∑
hN(h)

Toto je analogií pravé strany rov. (2.7). V²imn¥te si také, ºe
∑

hN(h) je celkový po£et lidí.
Ve spojitém p°ípad¥ (vý²ky ned¥líme po metru) p°ejdou sumy na integrály:

⟨X⟩ =
∫
X(h)N(h)dh∫
N(h)dh
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Dále si m·ºeme de�novat pravd¥podobnost, ºe £lov¥k ºije ve vý²ce h, vztahem π(h) =
N(h)/

∑
hN(h). Pak

⟨X⟩ =
∑
h

X(h)π(h) p°ípadn¥ ⟨X⟩ =
∫
X(h)π(h)dh

coº ov²em není nic jiného neº rov.(2.7).

Zbývá ur£it konstantu β. Protoºe vztahy platí pro libovolné systémy, zvolíme si ta-
kový, který umíme spo£ítat. Nejjednodu²²ím systémem je asi jednoatomový ideální plyn
(sloºený z hmotných bod·, viz odd. 2.1). Vypo£t¥me st°ední hodnotu energie jedné jeho
molekuly. Je-li v⃗ = (vx, vy, vz) rychlost molekuly (vektor) a m její hmotnost, je její energie
E = 1

2
mv⃗2 = 1

2
m(v2x + v2y + v2z). Podle (2.7) máme (pro spojité hodnoty v⃗ p°ejde sou£et

na integrál)

⟨E⟩ =
∑

ψ E(ψ)π(E(ψ))∑
ψ π(E(ψ))

=

∫
1
2
mv⃗2π(1

2
mv⃗2) dv⃗∫

π(1
2
mv⃗2) dv⃗

(2.9)

kde
∫
dv⃗ =

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dvxdvydvz (integruje se p°es v²echny moºné hodnoty rychlosti).

Po pon¥kud nep°íjemném výpo£tu dostaneme

⟨E⟩ = 3

2

1

β
(2.10)

Poznámka. Tento výpo£et bohuºel vyºaduje trochu matematiky. Snad si je²t¥ vzpomenete
na vzorec (Gauss·v integrál) ∫ ∞

−∞
exp(−Ax2)dx =

√
π

A
(2.11)

Uºite£ným trikem nejen ve statistické termodynamice je derivace podle parametru. Vztah
(2.11) zderivujeme podle parametru A,

∂

∂A

∫ ∞

−∞
exp(−Ax2)dx =

∂

∂A

√
π

A∫ ∞

−∞
(−x2) exp(−Ax2)dx = −1

2

√
π

A3
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Tento vztah spolu s (2.11) pouºijeme v (2.9) a dostaneme výsledek (2.10).

Energie jednoho molu je NA krát v¥t²í neº energie jedné molekuly, U = NA
3
2
1
β
, coº se

má rovnat U = 3
2
RT podle rovnice (2.3). Z toho dostaneme hledaný vztah pro β

β =
1

kBT

kde
kB = R/NA = 1.38065×10−23 JK−1

je tzv. Boltzmannova konstanta. Boltzmann·v faktor je tedy

e−E(ψ)/kBT (2.12)

Ale to uº jsme n¥kde vid¥li!

Ve vý²e uvedených vztazích je E(ψ) resp. E skute£ná energie daného systému molekul
(vyjád°ená v J); je-li systém jedna molekula, pak je to její energie. Budeme-li, jak je
v chemii zvykem, vyjad°ovat energii na jeden mol, tedy v Jmol−1, bude β = 1/RT a
p°íslu²né výrazy budou mít tvar

e−energie/RT

Ale to uº jste p°i studiu fyzikální chemie vid¥li!
� Aby mohla prob¥hnout chemická reakce, musí reagující látky mít ur£itou minimální
energii, tzv. aktiva£ní energii E∗. Podíl molekul, které získají tuto energii a zreagují
za jednotku £asu, je úm¥rný Boltzmannovu faktoru exp(−E∗/RT ). Pro rychlostní
konstantu pak dostaneme Arrheni·v vztah k = A exp(−E∗/RT ), kde A je konstanta
(ve skute£nosti na teplot¥ slab¥ závisí). Vidíme, ºe je-li aktiva£ní energie srovnatelná
s �tepelným kvantem� kBT , m·ºe reakce snadno prob¥hnout, naopak je-li aktiva£ní
energie mnohokrát v¥t²í neº kBT , bude hodnota exponenciály extrémn¥ malá a
rychlost reakce zanedbatelná.
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� Energie pot°ebná k p°enesení molekuly (v �chemických� jednotkách jednoho molu)
z kapaliny do páry je ∆výpHm, pravd¥podobnost nalezení molekuly v pá°e je pak
úm¥rná exp(−∆výpHm/RT ). Pravd¥podobnost nalezení molekuly je úm¥rná hustot¥
a ta je v ideálním plynu úm¥rná tlaku. Výsledek souhlasí s integrovaným tvarem
Clausiovy�Clapeyronovy rovnice

p = p0 exp

[
−∆výpHm

R

(
1

T
− 1

T0

)]
= const · exp

(
−∆výpHm

RT

)
který jste odvodili ve Fyzikální chemii I za p°edpokladu, ºe ∆výpHm nezávisí na
teplot¥.

A je²t¥ jednou jinak: barometrická rovnice

P°íklad. Vypo£t¥te tlak vzduchu ve vý²ce h = 8850m za teploty 0 ◦C, je-li na hladin¥ mo°e
normální tlak. P°edpokládejte, ºe zemská atmosféra je v rovnováze, tedy zanedbejte vítr, vliv
slune£ního zá°ení atd.

�e²ení. Energie molekuly o rychlosti v je dána vztahem

E = mgh+
1

2
mv⃗2

kde g je tíhové zrychlení. Druhý £len je (v pr·m¥ru) pro v²echny molekuly stejný, protoºe teplota
v rovnováze je nezávislá na vý²ce, a nemusíme jej proto uvaºovat (tj. £leny jej obsahující se
vykrátí). Hustota (po£et molekul v objemu) je úm¥rná pravd¥podobnosti π(E) = exp(−βmgh).
Tlak je úm¥rný pro ideální plyn hustot¥, tedy této pravd¥podobnosti, a hledaná závislost tlaku
na vý²ce (tzv. barometrická rovnice) je

p = pst exp(−βmgh) = pst exp

(
−mgh
kBT

)
= pst exp

(
−Mgh

RT

)
(2.13)
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Dosadíme st°ední molární hmotnost vzduchu M = 29 gmol−1 a máme

p = 101.325 kPa exp
(
−29×10−3 kgmol−1 · 9.81ms−2 · 8850m

8.314 JK−1mol−1 · 273K

)
= 33.4 kPa

(Jednotky v argumentu exponenciály se pokrátily, protoºe J = kgm2 s−2.)

Barometrickou rovnici m·ºeme také získat ze stavové rovnice ideálního plynu a pod-
mínky, ºe tlak v ur£ité vý²ce je dán tíhou ve²kerého vzduchu nad danýmmístem. Uvaºujme
pokles tlaku dp = p(h + dh) − p(h) p°i zm¥n¥ vý²ky o dh. Hydrostatický tlak sloupce
vzduchu o vý²ce dh je −dh gϱ (tlak s vý²kou klesá, proto záporné znaménko). Hustota je
podle stavové rovnice ideálního plynu rovna ϱ =Mp/(RT ), a proto

dp = −dh gϱ = −dhg
Mp

RT

po separaci prom¥nných a integraci s podmínkou p(0) = pst∫ p

pst

dp

p
= −

∫ h

0

dh
gM

RT

dostaneme op¥t barometrickou rovnici (2.13).
Nad vzorcem je uºite£né se zamyslet. Nech´ je molekula v ur£ité vý²ce. Pod vlivem

náraz· ostatních molekul a tíhové síly se m·ºe pohybovat nahoru i dol·; pravd¥podobnost,
ºe se bude pohybovat nahoru, je vºdy men²í, neº ºe se bude pohybovat dol·. Máme-li
molekulu u hladiny mo°e, dol· jiº ov²em utéci nem·ºe. Po dosazení h = 80 m snadno
zjistíme, ºe ve vý²ce 80 m je pravd¥podobost výskytu molekuly o 1 % men²í neº u hladiny
(tedy je 0.99), stejn¥ tak ve vý²ce 160 m je pravd¥podobost výskytu molekuly o 1 %
men²í neº ve vý²ce 80 m, celkem tedy 0.992 hodnoty u hladiny, protoºe na kaºdém míst¥
se m·ºe nezávisle �rozhodnout� , zda poputuje nahoru £i dol·, p°i£emº preference sm¥ru
dol· je v kaºdém míst¥ stejná. Jinými slovy, pravd¥podobost výskytu molekuly ve vý²ce
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160 m je sou£inem pravd¥podobností, ºe popoleze dvakrát o 80 m, zatímco její energie
je dvojnásobná.

P°edstavme si nyní, ºe máme molekuly dv¥; jsou ob¥ v ideálním plynu, takºe se neo-
vliv¬ují. Pravd¥podobnost, ºe nalezneme ob¥ dv¥ ve vý²ce 80 m, je rovna druhé mocnin¥
pravd¥podobnosti, ºe tam nalezneme jednu, totiº 0.992 násobku pravd¥podobnosti mo-
lekul u hladiny mo°e. Faktor 0.992 je stejný jako pro jednu molekulu u hladiny mo°e a
druhou ve vý²ce 160 m � protoºe v obou p°ípadech má spojený systém obou molekul
stejnou energii, a pravd¥podobnost závisí jen na energii.

2.3 Termodynamika

Vztahy p°edchozího oddílu nám umoº¬ují pracovat s pravd¥podobnostmi stav· a po£ítat
st°ední hodnoty veli£in, které lze vyjád°it jako funkce kon�gurace. Takovými funkcemi jsou
nap°íklad tlak a energie (a tedy i entalpie). Neumoº¬ují v²ak spo£ítat entropii a odvozené
veli£iny (Helmholtzova a Gibbsova energie2, které tvo°í jádro chemické termodynamiky.

Abychom odvodili korespondenci s termodynamikou, napi²me vnit°ní energii, která je
st°ední hodnotou energie

U =
∑
ψ

π(ψ)E(ψ)

Malá zm¥na této veli£iny je

dU =
∑
ψ

π(ψ) · dE(ψ) +
∑
ψ

dπ(ψ) · E(ψ) (2.14)

�len dE(ψ) znamená, ºe se zm¥nila energetická hladina (energie stavu ψ), £len dπ(ψ)
znamená, ºe se zm¥nila pravd¥podobnost výskytu stavu ψ. Z termodynamiky víme, ºe se

2V chemii se (nep°esn¥) pouºívá termín �volná energie� pro Gibbsovu nebo Helmholtzovu energii
(podle podmínek). Fe fyzice znamená termín �volná energie� pouze Helmholtzovu energii; Gibbsova
energie je �volná entalpie�
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tato zm¥na má rovnat
dU = −p dV + TdS (2.15)

Rovnají se oba vztahy?
První £len v (2.14) odpovídá vlivu zm¥ny energetických hladin E(ψ). Aby se tyto

hladiny zm¥nily, musíme zm¥nit vn¥j²í podmínky, nap°íklad objem. P°edstavme si proto,
ºe máme ve válci s pístem systém ve stavu ψ a tento píst posuneme o malé dx. Tím se
zm¥ní vlastní funkce ψ a následn¥ se energie zm¥ní o dE(ψ). Tato zm¥na energie se rovná
mechanické práci, tedy aº na znaménko sou£inu síly F a dráhy dx, tedy dE(ψ) = −Fdx =
−F/A · d(Ax) = −p(ψ) dV , je to tedy práce objemová (A je plocha pístu). Veli£ina p(ψ)
je tlak daného stavu, skute£ný tlak dostaneme jako st°ední hodnotu (váºený pr·m¥r) p°es
v²echny stavy, tedy p =

∑
ψ π(ψ)p(ψ). První £len v (2.14) je tedy objemová práce −p dV .

Druhý £len v (2.14) naopak zahrnuje vliv zm¥ny pravd¥podobnostního rozd¥lení π(ψ)
za konstantního objemu (a tedy nem¥nných stav· ψ i hladin energie E(ψ)). Bude tedy
odpovídat vým¥n¥ tepla; nap°. p°i dodání tepla vzroste zastoupení stav· s vy²²í energií na
úkor stav· s energií niº²í. Tento £len by tedy m¥l odpovídat £lenu TdS ve vztahu (2.15).
Abychom hledanou korespondenci dostali, vyjád°eme nejprve E(ψ) pomocí pravd¥podob-
nosti z (2.6),

E(ψ) = 1

β
[α− lnπ(ψ)]

a dosa¤me do druhého £lenu v (2.14),∑
ψ

dπ(ψ)E(ψ) =
∑
ψ

dπ(ψ)
1

β
[α− lnπ(ψ)] = − 1

β

∑
ψ

dπ(ψ) · lnπ(ψ)

P°i úprav¥ jsme pouºili vztah ∑
ψ

dπ(ψ) = 0 (2.16)

který snadno odvodíme diferencováním normovací podmínky
∑

ψ π(ψ) = 1 (vyjád°eno
slovy, abyste se nebáli derivací: kdyº π(ψ) vzroste, dπ(ψ) je kladné, kdyº π(ψ) klesne,
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je dπ(ψ) záporné; protoºe sou£et je jedna, musejí n¥které dπ(ψ) vzr·st a jiné klesnout).
Rovnici (2.16) pouºijeme nyní je²t¥ jednou, abychom ukázali, ºe∑

ψ

dπ(ψ) · lnπ(ψ) = d
∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ)

Druhý s£ítanec v (2.14) je tedy

∑
ψ

dπ(ψ) · E(ψ) = −kBT d

[∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ)

]

Porovnáním s TdS dostaneme entropii3 jako funkci pravd¥podobnosti stav·,

S = −kB
∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ) (2.17)

Vrátíme-li se zpátky k izolovanému systému, je π(ψ) = 1/W pro E = E(ψ) a π(ψ) = 0
pro E ̸= E(ψ) a máme

S = kB lnW (2.18)

kdeW je po£et stav·. Toto je slavná Boltzmannova rovnice pro entropii. Entropie je
tedy tím v¥t²í, £ím více zp·soby lze daný stav realizovat, p°i£emº závislost je logaritmická.
To souvisí s aditivitou entropie: Uvaºujeme-li op¥t spojené systémy 1+2, platí W1+2 =
W1W2, a proto S1+2 = S1 + S2.

Zbývá ur£it fyzikální význam parametru α. Z (2.17) po dosazení za lnπ z (2.6) dosta-
neme

S = −kB
∑
ψ

π(ψ)[α− βE(ψ)] = −kBα +
U

T
(2.19)

3P°esn¥ji: aº na aditivní konstantu, kterou poloºíme rovnu nule nap°. z toho d·vodu, aby byla entropie
aditivní
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a tedy

α =
U − TS

kBT
=

F

kBT

kde F je vám dob°e známá Helmholtzova energie. Z toho zárove¬ plyne d·leºitý vztah

F = −kBT ln

[∑
ψ

e−βE(ψ)

]
(2.20)

kde suma v hranatých závorkách je stejná jako ve jmenovateli (2.7), nazývá se kanonická
parti£ní funkce nebo statistická suma a obvykle se zna£í Q nebo Z. Její význam
je podobný po£tu v²ech kon�gurací W v mikrokanonickém souboru s tím, ºe jednotlivé
mikrostavy zde zapo£ítáváme s váhou úm¥rnou Boltzmannovu faktoru. Mikrostavy s ma-
lou energií4 mají vy²²í zastoupení, mikrostavy s vysokou energií vzhledem k kBT jsou
málo populované (jsou ²patn¥ dostupné). Parti£ní funkci m·ºeme tedy interpretovat jako
�po£et dostupných mikrostav·� .

Z (2.20) lze alespo¬ v principu spo£ítat libovolnou termodynamickou veli£inu (je to
opakování Fyzikální chemie pro bakalá°e)

p = −
(
∂F

∂V

)
T

, S = −
(
∂F

∂T

)
V

U = F + TS, H = U + pV, G = F + pV

Poznámka. Pravd¥podobnost stavu exponenciáln¥ klesá s energií, z £ehoº jsme usoudili,
ºe o stavy s vysokou energií (ve srovnání s kBT ) se nemusíme starat. Situace je ale pon¥kud
sloºit¥j²í. Po£et stav· s danou energií (£i v okolí dané energie) totiº roste, a to pro mnoho

4Zpravidla de�nujeme E(ψ) = 0 pro základní stav (s nejniº²í energií)
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£ástic docela rychle. Na²t¥stí v²ak neroste exponen-
ciáln¥, ale pouze algebraicky. Pro ilustraci uvaºujme
jeden harmonický oscilátor v n-tém vzbuzeném stavu
(n ≥ 0). Jeho energie je nhν (h je Planckova kon-
stanta a ν frekvence) a stavy nejsou degenerované, tj.
pro dané n (v okolí energie nhν) je stav jeden. Ale pro
N nezávislých oscilátor· m·ºeme celkovou energii
nhν = (n1+n2+· · ·+nN )hν sloºit z jednotlivých os-
cilátor· mnoha zp·soby, totiº °ádov¥ nN−1/N ! (pro
n≫ N). Po znásobení e−nhν/kBT dostaneme funkci,
která nejd°ív roste, ale po £ase p°ece jen exponenci-
ální klesání p°evládne, viz obr. vpravo. Výsledkem je
k°ivka p°ibliºující se Gaussov¥ k°ivce.

1 2 3 4 5

E

0

10

20

πππ(E)

E30 e−10E

10−14
 E

30

1014
 e

−10E

2.3.1 Ideální plyn nyní kvantov¥

Vypo£teme tlak a molární entropii jednoatomového ideálního plynu za teploty T v objemu
V . Podle výsledk·, které jste získali na p°edná²kách z kvantové teorie, je energie jedné
molekuly v nádob¥ tvaru kvádru o stranách a, b a c s pevnými st¥nami rovna

E =
h2

8m

(
n2
x

a2
+
n2
y

b2
+
n2
z

c2

)
(2.21)

kde nx, ny, nz jsou p°irozená £ísla � kvantová £ísla pro systém £ástice v krabici. Kanonická
parti£ní funkce je

Z1 =
∞∑

nx=1

∞∑
ny=1

∞∑
nz=1

exp(−βE)

Je-li nádoba dost velká, m·ºeme nahradit sumaci integrací

Z1 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

exp(−βE) dnxdnydnz
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a pouºít op¥t vzorce (2.11). Dostaneme

Z1 =
V

Λ3

kde V = abc je objem a

Λ =
h

(2πmkBT )1/2
(2.22)

je tzv. de Broglieova tepelná vlnová délka. Ta je rovna de Broglieov¥ vlnové délce,
λ = h/p = h/mv, kde p je hybnost £ástice a v její rychlost. Rychlost v je p°itom �typická�
rychlost za dané teploty; z Maxwellova�Boltzmannova rozd¥lení rychlostí se dá spo£ítat,
ºe v = (π/2)v, kde v je st°ední rychlost molekul.

Aby byl semiklasický popis p°esný, musí být typická (pr·m¥rná) vzdálenost molekul
mnohem v¥t²í neº Λ.

P°íklad. a) Vypo£t¥te Λ pro helium za teploty T = 2 K.
b) Srovnejte s typickou vzdáleností atom· v kapalin¥ (hustota ρ = 0.125 g cm−3).

�e²ení. a) Λ = h/(2πmkBT )
1/2 = hNA/(2πMRT )1/2 = 6.2 Å

b) r = (M/NAρ)
1/3 = 3.8 Å

Tepelná vlnová délka je srovnatelná (dokonce del²í) neº typická vzdálenost atom· v kapalném
heliu, a proto nelze o£ekávat platnost klasické statistické termodynamiky.

Molekuly ideálního plynu navzájem neinteragují, a proto E =
∑N

i=1Ei, kde se s£ítá
p°es v²echny molekuly v systému. Kdyby byly v²echny molekuly r·zné (ale se stejnou
hmotností m), dostali bychom

Z =
N∏
i=1

Zi = ZN
1
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Tak tomu ale není. V kvantovém popisu, ze kterého jsme vy²li, jsou stejné atomy neroz-
li²itelné5. Parti£ní funkci je proto nutno vyd¥lit po£tem zp·sob·, kterými lze molekuly
ozna£it (o£íslovat). Nejsme totiº v principu schopni rozli²it stav, kdy je molekula vody
£. 1 v levém horním rohu nádoby a molekula vody £. 2 v pravém spodním rohu nádoby od
stavu, kdy jsou tyto molekuly opa£n¥ o£íslovány. Po£et o£íslování N stejných molekul se
rovná N ! = 1 · 2 · 3 · · ·N . Správný výsledek je proto

Z =
1

N !
ZN

1

a podle (2.20) je Helmholtzova energie rovna

F = −kBT lnZ = −kBT
(
N ln

V

Λ3
− lnN !

)
= −kBT

(
N ln

V

Λ3
−N lnN +N

)
Pro odhad lnN ! jsme pouºili Stirling·v vzorec lnN ! ≈ N lnN −N , viz dodatek A.1.

Tlak je dán vztahem

p = −∂F
∂V

=
NkBT

V
=
nRT

V
coº je stavová rovnice ideálního plynu. Výpo£et entropie je pon¥kud zdlouhavý, protoºe
na teplot¥ závisí i Λ. Vyjde tzv. Sackurova�Tetrodeova formule

S = −∂F
∂T

= kBN

(
ln

V

NΛ3
+

5

2

)
5Z hlediska klasické teorie není tento p°edpoklad v·bec samoz°ejmý. Jeho vynechání v²ak vede k chyb-

ným hodnotám entropie, nap°. entropie vzroste po �smíchání� dvou stejných vzork· stejného plynu (tzv.
Gibbs·v paradox). Vy víte, ºe entropie vzroste pouze po smíchání r·zných plyn·. Naopak v postupu je
skryta je²t¥ jedna nesamoz°ejmost: p°edpokládáme totiº, ºe po£et moºných kvantových stav· molekuly
(popsaný £ísly nx, ny, nz) je mnohem v¥t²í neº po£et molekul. Pokud by tomu tak nebylo (za niº²ích
teplot), musíme uvaºovat jinak a mj. musíme rozli²it, jestli na²e £ástice jsou fermiony (nemohou být
ve stejném kvantovém stavu) nebo bosony (mohou). Pouze je-li po£et kvantových stav· dost velký, je
pravd¥podobnost �hádky� dvou £ástic o jeden kvantový stav malá.
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a po p°epo£tu na mol

Sm = R

(
ln

V

NAΛ3
+

5

2

)
= konst +R lnV + CVm lnT

kde CVm = 3
2
R, coº je správná hodnota pro jednoatomový plyn.

2.3.2 Semiklasická Helmholtzova energie

Velké systémy zpravidla nepopisujeme kvantov¥ (by´ s aproximacemi) jako ve vý²e uve-
deném p°íkladu, ale klasicky. P°edpokládejme, ºe systém se skládá z N atom·, jejichº
polohy popí²eme N vektory r⃗i, i = 1, 2, . . . , N . Místo rychlostí v⃗i pouºijeme (z d·vod·,
jeº vyºadují hlub²í znalosti mechaniky) hybnosti, p⃗i = mv⃗i. Energie systému atom· je
E = Epot + Ekin, kde o potenciální energii Epot (£asto se ozna£uje i U) se více dovíte
v následující kapitole a kinetická energie je Ekin =

∑N
i=1 p

2/2m. V tzv. semiklasické limit¥
(provedené ve vý²e uvedeném p°íkladu pro ideální plyn) p°ejde (2.20) na

F = −kBT ln

[
1

N !h3N

∫
e−βEdr⃗1 . . . dr⃗N dp⃗1 . . . dp⃗N

]
(2.23)

= −kBT ln

[
1

N !Λ3N

∫
e−βEpotdr⃗1 . . . dr⃗N

]
(2.24)

Tento vztah budeme £asto pouºívat. Aº na faktor 1/(N !h3N) je to p°ímo£ará aplikace
(2.20) na klasický soubor molekul. Jak jsme se jiº zmínili, £len 1/N ! vyplývá z nerozli²i-
telnosti molekul a jeho zanedbání vede ke ²patné hodnot¥ entropie. �len 1/h3N vyplývá
z kvantové teorie; bez n¥j se F li²í o konstantu � je vzhledem ke ²patnému standardnímu
stavu (a výraz by byl ²patn¥ i formáln¥, protoºe Z musí být bezrozm¥rné). Výraz

QN =

∫
e−βEpotdr⃗1 . . . dr⃗N



KAPITOLA 2. STATISTICKÁ TERMODYNAMIKA LIGHT 33

se nazývá kon�gura£ní integrál; je to integrál z Boltzmannova faktoru p°es v²echny
kon�gurace systému. Je²t¥ uve¤me výraz pro st°ední hodnotu veli£iny závislé pouze na
polohách (kon�guraci). Podle (2.7) platí

⟨X⟩ =
∫
X(r⃗1, . . . , r⃗N)e

−βEpotdr⃗1 . . . dr⃗N∫
e−βEpotdr⃗1 . . . dr⃗N

(2.25)

P°íklad. Aplikujte rovnici (2.24) na jednoatomový ideální plyn a vypo£t¥te tlak a chemický
potenciál.
�e²ení. Pro ideální plyn platí Epot = 0. Integrál v (2.24) je proto∫

dr⃗1 . . . dr⃗N =

∫
V
dr⃗1 ×

∫
V
dr⃗2 × · · · ×

∫
V
dr⃗N = V N

Op¥t pouºijeme Stirlingovu aproximaci lnN ! ≈ N lnN −N , viz odd. A.1. Vyjde

F = NkBT

[
lnN − 1 + ln

(
Λ3

V

)]
Z toho snadno vypo£teme tlak

p = −
(
∂F

∂V

)
T

= −NkBT
∂ ln(1/V )

∂V
=
NkBT

V
=
nRT

V
(2.26)

coº je stavová rovnice ideálního plynu, jeºto N = NAn a R = NAkB. Chemický potenciál
jednoatomového ideálního plynu spo£teme nejsnáze z rovnice pro otev°ený systém

dF = −SdT − pdV + µdN

Snadno zderivujeme

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

= kBT

[
lnN − 1 + ln

(
Λ3

V

)]
+NkBT

[
1

N

]
= kBT ln

(
NΛ3

V

)
= kBT ln

(
pΛ3

kBT

)
kde v poslední úprav¥ jsme pouºili stavovou rovnici ideálního plynu, pV = NkBT .
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2.3.3 Pravd¥podobnostní rozd¥lení molekulárních rychlostí

Rychlost molekul plynu se vlivem vzájemných sráºek neustále m¥ní, takºe stanovení sku-
te£né rychlosti vybrané molekuly v daném okamºiku není moºné. Ve velkém souboru
molekul lze v²ak pomocí statistických zákonitostí získat informaci o zastoupení rychlostí,
jimiº se molekuly pohybují. Pravd¥podobnost, ºe molekulu 1 nalezneme

� v krychli£ce o velikosti dx1dy1dz1 se sou°adnicemi v intervalu (x1, x1+dx1), (y1, y1+
dy1) a (z1, z1 + dz1) a zárove¬

� s rychlostmi v intervalu (v1x, v1x + dvx), (v1y, v1y + dvy), (v1z, v1z + dvz),
� a stejn¥ pro molekuly 2, 3, . . . , N ,

je úm¥rná Boltmannovu faktoru (2.12)

exp

(
−Epot + Ekin

kBT

)
= exp

(
−Epot

kBT

)

×
N∏
i=1

exp

(−1
2
miv

2
ix

kBT

)
exp

(
−1

2
miv

2
iy

kBT

)
exp

(−1
2
miv

2
iz

kBT

)
Pravd¥podobnost je vyjád°ena jako sou£in, protoºe jednotlivé sloºky kinetické energie
1
2
m1v

2
1x,

1
2
m1v

2
1y atd. jsou nezávislé navzájem i na potenciální energii. Proto pravd¥po-

dobnost, ºe x-ová sloºka rychlosti £ástice 1 je v intervalu (v1x, v1x + dvx), je úm¥rná

exp

(−1
2
m1v

2
1x

kBT

)
bez ohledu na polohy a rychlosti ostatních £ástic a sloºky rychlosti £ástice 1 v osách y
a z. Stejný vztah platí pro v²echny kartézské sloºky rychlosti a v²echny molekuly. Rov-
nici je zvykem normalizovat, tedy znásobit konstantou tak, aby normalizované rozd¥-
lení6 fx(vx)dvx udávalo p°ímo pravd¥podobnost, ºe rychlost ve sm¥ru x je v intervalu

6Také se pouºívají termíny (pravd¥podobnostní) rozloºení £i distribuce.
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(vx, vx + dvx). Pak platí normaliza£ní podmínka∫ +∞

−∞
fx(vx)dvx = 1

tj. pravd¥podobnost, ºe rychlost je jakákoliv (kdekoliv v intervalu (−∞,+∞)), je jedna.
Takto normalizovaná funkce se nazývá hustota pravd¥podobnosti. Podle Gaussova
integrálu (2.11) snadno najdete, ºe

fx(vx) =

√
m1

2πkBT
exp

(−1
2
m1v

2
1x

kBT

)
Ti, kdo dob°e poslouchali p°edná²ky z matematické statistiky, si jist¥ v²imli, ºe fx(vx)
není nic jiného neº Gaussovo rozloºení se sm¥rodatnou odchylkou σ = kBT/m.

Funkce fx(vx) je pro t°i teploty vynesena na obr. 2.2 vlevo. Se zvy²ující teplotou se
distribuce roz²i°uje, nebo´ stoupá zastoupení vy²²ích rychlostí.

Rozd¥lení na t°i kartézské sloºky se n¥kdy hodí, £ast¥ji nás ale zajímá, jaká je pravd¥-
podobnost, ºe rychlost v = |v⃗| je v intervalu (v, v+dv). Protoºe objem slupky (v, v+dv)
je 4πv2dv, je tato pravd¥podobnost

f(v) = 4π

(
m1

2πkBT

)3/2

exp

(−1
2
m1v

2

kBT

)
v2 (2.27)

Závislost f(v) je na obr. 2.2 vpravo. Vrchol funkce f(v), tj. nejpravd¥podobn¥j²í rychlost,
se s r·stem teploty posunuje k vy²²ím hodnotám. Plochy pod jednotlivými k°ivkami jsou
stejné, totiº jedna, nebo´ distrubuce jsou normalizované.

Vý²e uvedené vztahy se nazývají Maxwellovo nebo také Maxwellovo�Boltzman-
novo rozd¥lení (nebo rozloºení). P°i odvození jsme nikde nepouºili p°edpoklad, ºe látka
je v plynném stavu. Vztahy by tedy m¥ly platit i pro kapalinu nebo pevnou látku. Ome-
zením je v²ak pouºití klasické mechaniky, které je tím mén¥ oprávn¥né, £ím leh£í je atom
nebo molekula (kapalné hélium), £ím siln¥j²í je interakce (krystal) a £ím niº²í je teplota.
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Obrázek 2.2: Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení rychlostí pro dusík za r·zných teplot.
Vlevo: hustota pravd¥podobnosti nalezení sloºky vx rychlosti, vpravo: hustota pravd¥podob-
nosti nalezení rychlosti v

2.4 Je²t¥ n¥co o entropii

2.4.1 Ideální roztok

S ideálním roztokem jste se setkali v kurzu Fyzikální chemie 1.
Je to taková sm¥s, kde molekula nepozná, zda je obklopena kama-
rády stejného £i jiného druhu, v obou p°ípadech má stejnou energii i
�volnost pohybu� (entropii). Dostate£n¥ °ídká sm¥s ideálních plyn· je
ideální, protoºe kaºdá molekula je obklopena stejným vakuem. V ideál-
ním sm¥sném krystalu je energie v²ech kon�gurací stejná, pro energie
soused· platí E11 = E12 = E22.

S mícháním je v²ak spojena sm¥²ovací entropie. Pokusme se ji spo£ítat z Boltzmannovy
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rovnice pro sm¥sný krystal. Pouºijeme vzorec pro mikrokanonický soubor, protoºe podle
p°edpokladu se mícháním energie nem¥ní.

Smícháme N1 molekul látky 1 a N2 molekul látky 2. Po£et moºností, jak molekuly po
m°íºce rozmístit, je dán kombina£ním £íslem

W =

(
N

N1

)
=

N !

N1!N2!

Pro úpravy výraz· pouºijeme tzv. Stirling·v vzorec, lnN ! ≈ N lnN − N , viz Dodatek
A.1:

lnW = N lnN −N −N1 lnN1 +N1 −N2 lnN2 +N2

= (N1 +N2) lnN − (N1 +N2)−N1 lnN1 +N1 −N2 lnN2 +N2

a po reorganizaci £len·

S = kB lnW ≈ −kB
(
N1 ln

N1

N
+N2 ln

N2

N

)
nebo chcete-li pro jeden mol (x1 = N1/N)

Sm = −R (x1 lnx1 + x2 lnx2)

coº jste odvodili ve Fyzikální chemii 1 pro sm¥s ideálních plyn·. V²imn¥te si podobnosti
s rov. (2.17).

2.4.2 Reziduální entropie krystal·

Ve Fyzikální chemii 1 jste se dov¥d¥li, jak vypo£ítat entropii t°eba vodní páry z termoche-
mických dat integrací tepelné kapacity,

∫
dT Cp/T , od absolutní nuly s p°i£tením ∆H/T

za kaºdý fázový p°echod. To byl stav v¥d¥ní v 19. století. Ale ve t°icátých letech 20.
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Obrázek 2.3: Reziduální entropie.Vlevo: krystal hexagonálního ledu za nulové teploty obsahuje
chaotické uspo°ádání proton·, jeho entropie tedy není nulová. Vpravo: v krystalu CO má kaºdá
molekula náhodnou orientaci a tedy entropii kB ln 2

století umoºnila nová kvantová teorie nakrmit Boltzmannovu rovnici pro entropii údaji
odvozenými ze spektroskopických dat a kvantových výpo£t·.

Problém byl v tom, ºe ob¥ hodnoty nesouhlasily.
Nesoulad vy°e²il nositel Nobelovy ceny Linus Pauling. V²iml si, ºe krystal ledu za nu-

lové teploty není jedna p°esn¥ ur£ená kon�gurace, ale obsahuje chaotické pozice proton·
mezi atomy kyslíku, viz obr. 2.3. Po výpo£tu entropie odpovídající této neuspo°ádanosti
(reziduální neboli kon�gura£ní entropie) jiº ob¥ hodnoty souhlasily. Proto také t°etí zá-
kon termodynamiky vyºaduje, aby základní stav za nulové teploty byl jen jeden (ideální
krystal).

Jednodu²²ím p°íkladem reziduální entropie je krystal oxidu uhelnatého. Tato molekula
má malý dipólový moment a za dostate£n¥ nízké teploty v krystalu nerotuje. V krystalu
tak �zamrzne� chaos. Kaºdá molekula má dv¥ moºnosti orientace, které jsou (tém¥°)
stejn¥ pravd¥podobné. Reziduální entropie na jednu molekulu je tedy kB ln 2, molární
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reziduální entropie je Sm = NAkB ln 2 = R ln 2. Podobn¥ se chová oxid dusný NNO
(lineární molekula).

Poznámka. Výpo£et reziduální entropie ledu je sloºit¥j²í. V krystalu ledu je kaºdá mole-
kula vázaná £ty°mi vodíkovými vazbami k sousedním molekulám. Na kaºdé spojnici soused-
ních kyslík· je tedy jeden vodík; k jednomu z t¥chto kyslík· je vázán kovaletn¥, k druhému
vodíkovou vazbou. Molekula ledu v m°íºce m·ºe nabývat 6 =

(
4
2

)
orientací. Pokud by ale

byly v²echny molekuly oto£eny náhodn¥, v mnoha p°ípadech by se mezi sousedními kys-
líky setkaly bu¤ dva vodíky nebo dva elektronové páry a nedo²lo by k vytvo°ení vodíkové
vazby. Podle Paulinga m·ºeme °íci, ºe kaºdá vazba by byla s pravd¥podobností 1

2 ²patn¥.
Na jednu molekulu vody p°ipadají v m°íºce dv¥ vazby (nikoliv £ty°i, protoºe vazba spojuje
dv¥ molekuly). Entropii p°ipadající na molekulu vody m·ºeme proto odhadnout výrazem
kB ln(6/22), coº po znásobení NA dává molární reziduální entropii Sm = R ln 1.5. P°esn¥j²í
výpo£et (p°edpokládající stále, ºe energie v²ech kon�gurací jsou stejné, coº je také aproxi-
mace) dává Sm = R ln 1.50747.

2.4.3 Informa£ní entropie

Entropie je vyjád°ením chaosu. Udrºování °ádu v chaotickém prost°edí n¥co stojí � tím
více, £ím vy²²í je teplota. Vzpome¬te si na de�nici Gibbsovy energie

G = H − TS

Za teploty T tedy sníºení entropie o∆S stojí alespo¬ T∆S energie resp. reverzibilní práce.
Jako p°íklad uvaºujme informa£ní entropii DNA. Za p°edpokladu zcela náhodného

uspo°ádání pár· bází je molární informa£ní entropie rovnaR ln 4, protoºe máme £ty°i báze.
V ºivém organismu je ale pot°eba mít na daném míst¥ p°esn¥ danou bázi. Odpovídající
Gibbsova energie (p°i 37 ◦C) je

∆G = −RT ln 4 = −3.6 kJmol−1

To znamená, ºe p°i syntéze DNA pot°ebujeme krom¥ vlastní chemické energie vazeb na-
víc energii alespo¬ 3.6 kJmol−1 na jeden pár bází, abychom zajistili bezchybnou replikaci
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genetického kódu � ve skute£nosti ov²em mnohem více, protoºe procesy neprobíhají s te-
oreticky maximální ú£inností. Pro srovnání, dostupná Gibbsova energie reakce ATP →
ADP je (za b¥ºných podmínek v bu¬ce) rovna ∆rGm = −57 kJmol−1.

Poznámka. Tato úvaha je ilustrací obecného Landauerova principu: Jakákoliv logicky
nevratná operace, jako vymazání bitu, je doprovázena zvý²ením entropie minimáln¥ o kB ln 2
na bit v t¥ch stupních volnosti systému (za°ízení zpracovávajícím informace nebo okolí),
které nenesou informaci.

Pamatujte

V mikrokanonickém souboru mají v²echny mikrostavy (kon�gurace) stejnou energii a pravd¥-
podobnost. Entropie tohoto souboru je rovna kB lnW , kde W je po£et mikrostav·.

V kanonickém souboru o teplot¥ T je pravd¥podobnost nalezení mikrostavu ψ úm¥rná
Boltzmannovu faktoru exp(−E/kBT ). Entropie je daná rov. (2.17). I v tomto p°ípad¥ entropie
vyjad°uje neuspo°ádanost systému, tj. po£et mikrostav· (se zapo£tením jejich pravd¥podob-
ností), které m·ºe systém zaujmout.

Základní veli£inou statistické termodynamiky je kanonická parti£ní funkce. Podobn¥ jako
W v mikrokanonickém souboru udává po£et mikrostav·, ale zde je váºený jejich zastoupením
(Boltzmannovou pravd¥podobností). V kanonickém souboru je dána (2.20), v semiklasické
limit¥ pak v odd. 2.3.2. Z ní lze vypo£ítat Helmholtzovu energii a z ní jakoukoliv rovnováºnou
termodynamickou veli£inu.



Kapitola 3

Síly mezi molekulami

3.1 Plocha potenciální energie

V kvantové chemii se zavádí pojem (hyper)plocha potenciální energie (angl. Potential
Energy Surface, PES). Ta udává energii soustavy atom· v závislosti na polohách v²ech
atomových jader (p°i nejniº²í energii elektron·). Nap°. pro dva atomy vodíku ve velké
vzdálenosti je energie nulová, pokud je p°iblíºíme velmi blízko k sob¥, bude energie velká a
kladná. Pro vzdálenost proton· 74 pm (rovnováºná délka vazby H2) má energie minimum.

Poznámka. Smysluplnost pojmu PES je umoºn¥na tím, ºe elektrony jsou mnohem leh£í
neº atomová jádra, a proto se pohybují rychleji. Jádra pak m·ºeme aproximovat pevnými
bodovými náboji, mezi nimiº pobíhají lehké elektrony. Energii molekuly pak m·ºeme získat
°e²ením Schrödingerovy rovnice (pro elektrony). Výsledkem je energie molekuly jako funkce
poloh v²ech jader. Této apoximaci se °íká Bornova�Oppenheimerova.

PES je funkcí 3N sou°adnic, kde N je po£et jader. Hodnotu PES m·ºeme získat
metodami kvantové chemie. To je v²ak pro systémy v¥t²í neº malé výpo£etn¥ náro£ný
úkol. Proto bychom m¥li rádi dostate£n¥ jednoduchý vzorec, kam dosadíme polohy jader
a dostaneme potenciální energii. Takový vzorec se nazývá silovým polem. Potenciální
energie v silovém poli je sou£tem mnoha p°ísp¥vk·, které mají ur£itý funk£ní tvar. Para-
metry p°ísp¥vk· pro r·zné atomy (molekuly, skupiny) se tabelují.

Systém popsaný PES resp. silovým polem lze studovat v principu na kvantové nebo
klasické úrovni. Kvantový popis je p°esn¥j²í a u systém· za nízkých teplot (kapalné helium)

41
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se mu nevyhneme. Za vy²²ích teplot je d·leºitost kvantového chování men²í, av²ak ne za-
nedbatelná; typicky vibra£ní stupn¥ volnosti lze t¥ºko popisovat klasicky1. Pro mnoho jev·
v²ak mnohem jednodu²²í klasický popis vyhovuje. Metodám zaloºeným na pouºití PES
vyjád°ené vzorcem (silovým polem) v rámci klasické mechaniky se obecn¥ °íká molekulová
mechanika; molekulová mechanika v uº²ím smyslu ale nezahrnuje simulace (molekulovou
dynamiku a Monte Carlo).

Na klasické úrovni lze úsp¥²n¥ studovat mnoho systém· na r·zných prostorových
²kálách od mikroskopické (kapaliny, biologické makromolekuly, krystaly) p°es mezosko-
pickou (disperzní systémy) aº po makroskopickou (sypké materiály nebo t°eba kulová
hv¥zdokupa). Máme-li model (silové pole), m·ºeme rychleji neº p°i pouºití kvantové te-
orie studovat látku metodami �molekulárního modelování� , kterým rozumíme nejen si-
mulace, ale obecn¥ jakékoliv studie tvaru £i konformace molekul. �asto vysta£íme �jen�
s minimem potenciální energie (molekulová mechanika v uº²ím slova smyslu); výpo£tu
(lokálního) minima energie se n¥kdy °íká �optimalizace struktury� . Dal²ím pouºitím mo-
lekulové mechaniky je interpretace rozptylových a jiných (NMR) experiment·, tzv. re�-
nement, kdy se struktura stanovená s velkými experimentálními chybami doladí tak, aby
odpovídaly délky vazeb, atomy se nep°ekrývaly atd.

3.2 Jednoatomové molekuly

Uvaºujme pro jednoduchost nejprve síly mezi sféricky symetrickými objekty � atomy nebo
ionty. Vyjad°ujeme je pomocí potenciálu neboli interak£ní (potenciální) energie, která je
pouze funkcí vzdálenosti, r, obou £ástic, u(r).

1Nekvantový model (silové pole) vody není schopno popsat p°esn¥ tepelnou kapacitu kapalné vody
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3.2.1 Dva neutrální atomy

Dva atomy vzácného plynu (nap°. argonu) velmi daleko od sebe na sebe prakticky nep·-
sobí. Jejich interak£ní energie je nulová, limr→∞ u(r) = 0.

Jsou-li atomy blízko u sebe, musí se odpuzovat. Z kvantové mechaniky lze získat pro
energii odpuzování (repulze) aproximaci

urep(r) ∼ e−Br , B > 0 (3.1)

Typické hodnoty parametru B jsou °ádu 1011m−1 = 1/(10 pm).
Jsou-li molekuly dál od sebe, p°itahují se. Pro neutrální molekuly platí aproximace

udisp = −C

r6
(3.2)

Kvalitativní vysv¥tlení této disperzní neboli Londonovy energie lze získat pomocí me-
chanismu �uktuující dipól�indukovaný dipól.

Poznámka. Elektrony okolo jádra jsou v neustálém pohybu. I kdyº v pr·m¥ru je rozloºení
elektron· okolo jádra °ekn¥me argonu sféricky symetrické, v daném okamºiku to tak není.
V prvním p°iblíºení lze okamºité rozloºení náboje nahradit elektrickým dipólem. Za malý
okamºik má dipól jinou velikost a orientaci. Dipól okolo sebe budí elektrické pole, jehoº
intenzita ubývá se vzdáleností jako 1/r3. Jiný atom umíst¥ný do tohoto elektrického poli se
polarizuje � vznikne indukovaný dipól o velikosti, která je úm¥rná intenzit¥ pole, tj. 1/r3.
Tento dipól interaguje s p·vodním, energie je úm¥rná sou£inu intenzity pole a velikosti
dipólu a podle le Chatelierova�Braunova principu je záporná, protoºe indukovaný dipól
p·sobí proti zm¥n¥, která jej vyvolala. Energie tedy ubývá se vzdáleností jako 1/r3×1/r3 =
1/r6. Poznamenejme je²t¥, ºe pro velmi velké vzdálenosti (nad stovky nm) se z d·vodu
kone£né rychlosti ²í°ení elektrického pole nestihnou oba dipóly synchronizovat a energie
klesá je²t¥ rychleji � jako 1/r7; pro molekulové modelování nemá tento jev význam.

Spojením p°itaºlivé a odpudivé £ásti dostaneme potenciál, kterým se aproximují reálné
interakce. M·ºeme ho zapsat nap°. takto

u(r) = Ae−Br − C/r6 (3.3)
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Nazývá se exp-6, téº se pojí se jmény Buckingham, Tosi�Fumi, Born�Mayer aj. Exponen-
ciála ubývá pro dostate£n¥ velké vzdálenosti rychleji neº r−6, a proto potenciál ve velkých
vzdálenostech správn¥ vystihuje skute£nou interakci, −C/r6. P°i zmen²ování vzdálenosti
p°evládne odpuzování dané £lenem Ae−Br2.

V praxi se £asto pouºívá jednodu²²í tvar odpudivé £ásti potenciálu,

urep = const r−m (3.4)

kde m > 6. Spojením rov. (3.4) s prvním £lenem rov. (3.2) vznikne tzv. m�n neboli
Mie·v potenciál,

uMie(r) = 4ϵ
[(σ
r

)m
−
(σ
r

)n]
. (3.5)

Volba m = 12 a n = 6 dává jednoduchý a p°esto pom¥rn¥ realistický Lennard-Jones·v
(LJ) potenciál,

uLJ = 4ϵ

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
= ϵ

[(σvdW
r

)12
− 2

(σvdW
r

)6]
, (3.6)

jehoº pr·b¥h je ukázán na obr. 3.1. V (3.6) zna£í σvdW/2 van der Waals·v polom¥r,
σ = 2−1/6σvdW se n¥kdy nazývá kolizní pr·m¥r a ϵ je hloubka potenciálové jámy.

Poznámka. Protoºe se ukazuje, ºe strukturní vlastnosti molekulárních systém· neutrál-
ních £ástic jsou ur£eny p°edev²ím krátkodosahovými silami, studují se systémy tuhých £ástic
kopírujících tvar a velikost molekul a p°edstavující tak nejhrub²í aproximaci pro urep. Ty-
pickým p°íkladem je potenciál tuhých koulí (hard sphere, HS ),

uHS(r) =

{
∞ pro r < σ ,

0 pro r > σ .
(3.7)

2Bohuºel p°i je²t¥ men²ích vzdálenostech op¥t p°evládne záporný £len −C/r6 (jsme v oblasti vzdále-
ností, kdy p°edpoklady odvození disperzní interakce neplatí), coº je technická závada, kterou je nutno za
n¥kterých okolností opravit, jinak simulace m·ºe havarovat
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Obrázek 3.1: Vlevo: Lennard-Jones·v potenciál (3.6), uprost°ed: potenciál tuhých koulí (3.7),
vpravo: potenciál pravoúhlé jámy (3.8).

Teoreticky výhodným mezistupn¥m mezi realistickými spojitými potenciály a potenciálem
tuhých koulí je tzv. model pravoúhlé potenciálové jámy (square-well),

uSW(r) =


∞ pro r < σ ,

−ϵ pro σ < r < λσ ,

0 pro r > λσ ,

(3.8)

kde bezrozm¥rný parametr λ ur£uje dosah p°itaºlivé £ásti potenciálu. V limit¥ λ→ 1, ϵ→ ∞
dostaneme lepkavé tuhé koule (sticky hard spheres), v limit¥ λ→ ∞, ϵ→ 0 p°itaºlivé pozadí
(Kac·v potenciál).

3.2.2 Více atom·

Reálné systémy se skládají z mnoha atom·. M·ºeme být v poku²ení v²echny párové
interakce jednodu²e se£íst

U(r⃗N) ≈
∑
i<j

u(r⃗i, r⃗j) (3.9)



KAPITOLA 3. SÍLY MEZI MOLEKULAMI 46

kde u(r⃗i, r⃗j) = u(|r⃗j − r⃗j|) = u(r⃗ij) je párový p°ísp¥vek. Symbolem
∑

i<j ozna£ujeme
zkrácen¥ sou£et p°es v²echny páry, p°esn¥ji (pro N atom·)

∑
i<j

=
N∑
j=2

j−1∑
i=1

Bohuºel, tato tzv. aproximace párové aditivity neplatí p°esn¥. Budeme-li zkoumat
trojice atom· argonu, zjistíme, ºe odchylka

U(r⃗i, r⃗j, r⃗k)− u(rij, rjk)− u(rjk, rki)− u(rki, rij)

p°edstavuje okrouhle 10 % celé interakce. Zahrnutí t¥chto tzv. t°í£ásticových (obecn¥ více-
£ásticových) interakcí je v²ak sloºité (s výjimkou speciálního typu, tzv. polarizovatelnosti,
viz dále), a proto se zpravidla postupuje jinak. Párový potenciál nahradíme efektivní verzí,
která pro typické kon�gurace (nap°. v kapalin¥) jiº v pr·m¥rném smyslu v²echny mnoho-
£ásticové p°ísp¥vky obsahuje. Takové silové pole pak funguje dob°e pro kapalinu, naopak
v²ak popisuje h·°e volný pár £ástic a potaºmo plynnou fázi.

3.3 Ionty

Máme-li £ástice elektricky nabité, nap°. ionty s náboji q1 a q2, musíme k interak£ní energii
(nap°. Lennard-Jonesov¥) p°idat je²t¥ coulombickou interakci. V soustav¥ SI platí

uCoul(r) =
1

4πε0

q1q2
r

, (3.10)

kde ε0 je permitivita vakua. Tento potenciál ubývá s rostoucí vzdáleností velmi pomalu,
coº z hlediska simulací (ale i teorie) vede k °ad¥ komplikací.
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3.4 Polarizovatelnost

Coulombický potenciál (3.10) na jednotlivých interak£ních centrech nevystihuje celou elek-
trickou interakci molekul. P·sobí-li na atom (molekulu) i elektrické pole o intenzit¥ E⃗i,
dojde k deformaci elektronových obal· a ke vzniku (v prvním p°iblíºení) indukovaného
dipólu o velikosti

µ⃗i = αSI · E⃗i (3.11)

Pro sféricky symetrický atom je vektor µi rovnob¥ºný s E⃗i a tedy polarizovatelnost αSI je
skalár, obecn¥ ale pro nesymetrickou molekulu není µ⃗i rovnob¥ºné s E⃗i a αSI je tenzor.

Poznámka. Jednotkou polarizovatelnosti v SI je Cm2V−1 = C2m2 J−1. Obvykle se ale
uvádí veli£ina α = αSI/(4πϵ0), které se správn¥ v SI °íká objem polarizovatelnosti,
vzhledem k lenosti a konzervativnosti v¥dc· ale nej£ast¥ji usly²íte jen �polarizovatelnost� .
Je totoºná s polarizovatelností v soustav¥ CGS (která je ve ²kole zakázaná, a£ teoretiky stále
hojn¥ pouºívaná). Její rozm¥r je m3, nej£ast¥ji se ale uvádí v Å3 (1 Å = 10−10m). Objem
polarizovatelnosti je °ádov¥ roven desetin¥ objemu molekuly. Objem polarizovatelnosti v Å3

p°evedeme na SI znásobením faktorem 1.11265 · 10−40.

Protoºe indukované dipóly budí op¥t elektrostatické pole, je výsledný potenciál sou-
stavy polarizovatelných molekul dán implicitn¥ (nutno °e²it rovnici pro self-konzistentní
pole) a není ani párov¥ aditivní, coº prodraºuje jakékoliv výpo£ty. Proto se krom¥ speciál-
ních simula£ních metod, které jsou jiº mimo záb¥r t¥chto skript, £ast¥ji pouºívají efektivní
potenciály.

3.5 Víceatomové molekuly

Sv¥t jednoatomových molekul by byl velmi chudý. Zpravidla pot°ebujeme studovat mo-
lekuly od malých (nap°. voda) po velké (nap°. proteiny). Základním stavebním prvkem
model· je atom £i p°esn¥ji °e£eno atomové jádro; n¥kdy (zvlá²t¥ u star²ích model·) se ali-
fatické skupiny jako -CH3 nahrazují jedním �sjednoceným� neboli �roz²í°eným� atomem
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Obrázek 3.2: Oligopeptid v silovém poli CHARMM22 (vlevo), jeho parciální náboje (v e,
uprost°ed) a model vody TIP4P (záporný náboj je posunut z kyslíku do bodu M).

(anglicky �united� nebo �extended� atom � viz obr. 3.2), výjime£n¥ se naopak p°idává
pomocné centrum mimo atomy (model vody TIP4P). Po£et typ· atom· je v²ak v¥t²í neº
chemických prvk·, protoºe nap°. atom uhlíku ve skupin¥ >C=O má jiné vlastnosti neº
v benzenu. Atomy také zpravidla nesou parciální náboje, viz obr. 3.2.

Síly mezi atomy v silovém poli se d¥lí na vazebné (bonded) a nevazebné (non-
bonded). Nevazebné síly p·sobí mezi atomy na r·zných molekulách a také mezi atomy
jedné molekuly, které nejsou ovlivn¥ny chemickými vazbami. Atomy odd¥lené více neº
t°emi vazbami v °et¥zci (nap°. koncové vodíky v propanu CH3-CH2-CH3) jiº interagují
jen nevazebn¥, atomy spojené vazbou (symbolicky 1�2) £i odd¥lené dv¥ma vazbami (1�3)
interagují jen vazebnými silami, atomy odd¥lené t°emi vazbami v °et¥zci (1�4) jsou mezní
p°ípad, ve kterém se zpravidla kombinují oba druhy sil.
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3.5.1 Nevazebné síly

I mezi atomy schovanými v molekulách p·sobí stejné síly jako mezi volnými atomy: od-
pudivé, Londonovy p°itaºlivé a elektrické.

Nenabitá £ást

Odpudivé a Londonovy p°itaºlivé síly se obvykle spojují do Lennard-Jonesova potenciálu
(3.6) nebo exp-6.

Parametry Lennard-Jonesova potenciálu se tabelují jako parametry pro jednotlivé
druhy atom·. Rozli²ují se p°itom atomy s r·znými chemickými vlastnostmi, nap°. C
v karbonylové skupin¥ >CO má jiné parametry neº C v methylu -CH3. Studujeme-li
látky sloºené z více druh· atom·, °ekn¥m¥ oxid uhli£itý CO2, pot°ebujeme krom¥ inter-
akce C..C a O..O je²t¥ k°íºovou interakci C..O. Tyto parametry po£ítáme z vhodných
kombina£ních pravidel. Pro Lennard-Jones·v potenciál se £asto pouºívá Lorentzovo�
Berthelotovo pravidlo

σij =
σi + σj

2
, ϵij =

√
ϵiϵj,

tj. atomové polom¥ry jsou aditivní a energie jsou dány geometrickým pr·m¥rem. V no-
v¥j²ích silových polích se zpravidla pouºívá geometrický pr·m¥r i pro σ.

Coulombovy síly

Elektrony v molekule jsou rozloºeny mnohem sloºit¥ji neº u sféricky symetrických iont·.
Toto rozloºení náboj· se snaºíme vystihnout pomocí parciálních náboj· umíst¥ných (ob-
vykle) na atomových jádrech, mén¥ £asto pomocí elektrických dipól· (£i vy²²ích multi-
pól·) umíst¥ných tamtéº. Náboje interagují Coulombovým potenciálem (3.10).

Parciální náboje m·ºeme získat z vhodného kvantov¥ chemického softwaru. Standardní
metodou je CHELPG (CHarges from Electrostatic Potentials using a Grid based method):
okolo molekuly rozmístíme testovací body a hledáme takové rozmíst¥ní parciálních náboj·
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na jádrech, aby pole v testovacích bodech co nejlépe odpovídalo kvantov¥-chemickému
výpo£tu.

Abychom u²et°ili výpo£etní £as, síly pro vzdálenost atom�atom v¥t²í neº ur£itá vzdá-
lenost se zanedbávají. Protoºe v²ak jen zanedbání (useknutí, cuto� ) potenciálu by vedlo
ke skoku v potenciálu a tedy k nekone£né síle, coº vadí p°edev²ím v molekulové dyna-
mice, potenciál se bu¤ posune o konstantu, aby byl spojitý, nebo se vyhladí, p°ípadn¥
se kombinují oba postupy. Obvyklé vzdálenosti, od kterých se zanedbávají disperzní síly,
jsou 8�15 Å nebo 2.5�4 σ. Chyba zp·sobená zanedbáním se m·ºe do zna£né míry omezit
p°i£tením korekce, kterou zpravidla po£ítáme za p°edpokladu, ºe ve v¥t²í vzdálenosti neº
je useknutí jsou ostatní atomy rozmíst¥ny rovnom¥rn¥.

Vý²e uvedený trik lze pouºít v nouzi i pro elektrostatické síly, je v²ak nutno pe£liv¥
kombinovat useknutí, posun potenciálu a vyhlazení, protoºe elektrostatické síly jsou silné.
O n¥co lep²í metodou je nahrazení polárních skupin (nap°. >C=O) od ur£ité vzdálenosti
bodovým dipólem, který se pak jiº lépe spojit¥ �usekává� ; silové pole je totiº obvykle navr-
ºeno po skupinách, které jsou elektricky neutrální. Nyní ale nej£ast¥ji pouºívají speciální
metody, Ewaldova sumace a metoda reak£ního pole, které °e²í problém elektrostatické
interakce pomocí dob°e de�novaných aproximací.

Ewaldova sumace

je zaloºena na se£tení interakcí v periodických okrajových podmínkách p°es v²echny perio-
dické obrazy náboj· v simula£ní bu¬ce. To ale matematicky znamená se£íst trojrozm¥rnou
nekone£nou °adu, která je²t¥ ke v²emu pomalu (a jen relativn¥) konverguje. Matematic-
kým trikem se tato °ada p°evede na dv¥ °ady, které v²ak konvergují mnohem rychleji.

Poznámka. Tento trik se dá interpretovat tak, ºe bodové náboje odstíníme Gaussovým
rozloºením stejného náboje opa£ného znaménka. V ur£ité vzdálenosti (která se volí men²í neº
polovina hrany simula£ní bu¬ky) je náboj prakticky odstín¥n. Interakce stín¥ných náboj·
je dána místo funkce qiqj/(4πϵ0rij) funkcí qiqjerfc(αrij)/(4πϵ0rij), která rychle ubývá se
vzdáleností; α je konstanta. Zbývá zapo£íst interakci Gaussovsky rozmytých náboj·. To
se po£ítá v k-prostoru pomocí Fourierovy transformace nábojového rozloºení. Pro v¥t²í
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systémy se p°itom dosáhne vy²²í efektivity vyuºitím m°íºky (particle mesh) a algoritmu
tzv. rychlé Fourierovy transformace.

Metoda reak£ního pole

je vhodná jen pro dipolární systémy. Interakci vybraného dipólu s ostatními dipóly po-
£ítáme pln¥ jen do ur£itého �cuto�u� . V²echny vzdálen¥j²í dipóly nahradíme spojitým
dielektrikem, které se elektrickým polem vybraného dipólu polarizuje.

3.5.2 Vazebné síly

Vazby, pokud nejsou v simulaci pevné, se obvykle aproximují harmonickým potenciálem

Ubond(r) =
Kbond

2
(r − r0)

2 (3.12)

kde r je vzdálenost atom·, r0 její rovnováºná hodnota a Kbond silová konstanta (tuhost
vazby).

Podobn¥ se °e²í vazebné úhly, tedy síly 1-3:

Uangle(α) =
Kangle

2
(α− α0)

2 . (3.13)

Síly 1�4 jsou dvojí. Vlastní torze (proper torsions) tvaru

Udih(ϕ) =
Kdih

2
cos(nϕ) , (3.14)

kde ϕ je tzv. diedrický úhel (viz obr. 3.3) a n je £íslo, nap°. pro torzní potenciál C�C�C�C
v butanu je n = 3, p°ípadn¥ se s£ítá n¥kolik £len· pro n = 0, 1, 2, 3.
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Obrázek 3.3: Vlastní (vlevo) a nevlastní (vpravo) torze

Nevlastní torze (improper torsions) slouºí ke �zpevn¥ní� skupin s sp2 hybridizací jako
H2C=O, kde uhlík leºí v rovin¥ s ostatními atomy, p°ípadn¥ k zaji²t¥ní tetraedrické ge-
ometrie t°í vazeb okolo skupiny CH, jestliºe je tato reprezentována jedním interak£ním
centrem (viz CH1E obr. 3.2):

Uimprop(ϕ) =
Kimprop

2
(ϕ− ϕ0)

2 (3.15)

Popis interakce mezi molekulami vychází z toho, ºe molekula je sloºena z atom·. Tyto
atomy nejsou v molekule �ztraceny� , ale atom jedné molekuly m·ºe interagovat s atomy
jiné molekuly. Molekula se tedy skládá z interak£ních center a mezimolekulární potenciál
lze psát ve tvaru

u(1, 2) =
∑
a∈{1}

∑
b∈{2}

uab(|r⃗2,b − r⃗1,a|) (3.16)

kde symbolické prom¥nné (1,2) ozna£ují soubor sou°adnic molekul 1 a 2 a r⃗i,a zna£í polo-
hový vektor interak£ního centra a na molekule i. Za potenciál uab(r), který závisí pouze
na vzdálenosti mezi centry, se volí n¥který z jednoduchých párových potenciál·; obvyklá
je kombinace coulombické (3.10) a neutrální (nap°. (3.6)) interakce.

Interak£ní centra nej£ast¥ji odpovídají p°ímo jednotlivým atomovým jádr·m v mole-
kule, v závislosti na úrovni aproximace interakcí mohou v²ak odpovídat i celým skupinám
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atom· (�united� nebo �extended� atom), p°ípadn¥ naopak mohou být v molekule po-
mocná centra mimo jádra. Pro malé molekuly se obvykle rozloºení t¥chto center povaºuje
za �xní a molekula nebude tedy mít ºádné vnit°ní stupn¥ volnosti (je �tuhá�). Potom
jednu molekulu popisujeme krom¥ polohy referen£ního bodu (�centra� , obvykle t¥ºi²t¥)
je²t¥ orientací, coº je pro lineární molekuly vektor osy molekuly (£i ekvivalentn¥ dva úhly
ve sférických sou°adnicích) a pro obecné molekuly bu¤ orienta£ní matice nebo t°i Eulerovy
úhly, p°ípadn¥ kvaternion.

3.6 Vn¥j²í síly

P·sobí-li na systém vn¥j²í pole (gravita£ní, elektromagnetické), umíme obvykle napsat
téº p°íslu²nou interak£ní energii. St¥ny nádoby jsou v²ak také vn¥j²ím polem a podobn¥
lze chápat i kapalinu uzav°enou v póru, molekuly adsorbované na povrchu tuhé látky,
apod. Pot°ebujeme proto i potenciálový model materiálu, s kterým ná² systém interaguje.
Nejp°esn¥j²í ale také nejnáro£n¥j²í je sloºit st¥nu £i pór z jednotlivých atom·. Tak se
modelují p°edev²ím r·zné pórézní materiály, nap°. zeolity. Je-li danou st¥nou krystal,
musíme rozli²it r·zné krystalové roviny. N¥kdy sta£í jen jedna vrstva atom·, ale i tak m·ºe
jejich po£et snadno p°ekro£it tisícovku. Na druhém konci zjednodu²ování je, podobn¥ jako
model tuhých koulí pro atomy, model tuhé bezstrukturní st¥ny. Je-li rovina tuhé st¥ny
v kartézských sou°adnicích de�nována rovnicí z = 0, je potenciální energie £ástice o
sou°adnicích r⃗ = (x, y, z) dána vztahem

Utuh stna(r⃗) =

{
∞, pro z < 0,

0 pro z ≥ 0
(3.17)

Mezistupn¥m vhodným pro realisti£t¥j²í potenciály je model m¥kké bezstrukturní st¥ny.
P°edstavme si, ºe v poloprostoru z > 0 jsou rovnom¥rn¥ rozmíst¥ny £ástice s £íselnou
hustotou ρ. Atomy vn¥ st¥ny nech´ interagují s £ásticemi st¥ny potenciálem u(r). Od-
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hlédneme-li od jednotlivých atom· a budeme-li látku st¥ny povaºovat za kontinuum, do-
staneme efektivní potenciál £ástice-st¥na po integraci p°es poloprostor z > 0:

Umkk stna(r⃗) =

∫
z′>0

u(r⃗ + r⃗′)dr⃗′ =

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dy′
∫ ∞

0

dz′u(r⃗ + r⃗′) (3.18)

Speciáln¥ pro Lennard-Jones·v potenciál u = uLJ, viz (3.6), který je typu 12�6, dostaneme
po integraci potenciál typu 9�3:

ULJ−stna(r⃗) = πϵρ

[
4

45

(σ
z

)9
− 2

3

(σ
z

)3]
(3.19)

Poznámka. Integrál v (3.18) vypo£teme tak, ºe nejprve integrujeme p°es roviny z′ = const
v polárních sou°adnicích r′, ϕ′ místo x′, y′ a nakonec zintegrujeme p°es z′.

Pamatujte

Klasický systém bodových £ástic popisuji pomocí energie, která je funkcí poloh v²ech atomo-
vých jader (hyperplocha potenciální energie). Matematický zápis této funkce jako (zpravidla)
sou£et p°ísp¥vk· r·zných typ· spolu s parametry pro r·zné £leny sou£tu se nazývá silové pole.
P°ísp¥vky se d¥lí na vazebné a nevazebné. Vazebné p°ísp¥vky popisují vibrace vazeb a úhl·,
torze aj. Nevazebné p°ísp¥vky se skládají z Coulombické interakce mezi (plnými nebo parci-
álními) náboji, z krátkodosahové repulze (obv. typu e−Br nebo r−12) a disperzní interakce
(−r−6).



Kapitola 4

Klasické m°íºkové modely

M°íºkové modely se pouºívají v mnoha oblastech fyziky i chemie, a proto je obtíºné podat
vy£erpávající de�nici. Podstatné je, ºe prostorové sou°adnice jsou diskrétní a jejich po£et
je kone£ný. Obvykle se vychází z n¥jaké pravidelné (krystalové) m°íºky, nap°. kubické.
Kaºdému vrcholu m°íºky ozna£enému indexem i je p°i°azena prom¥nná si, p°ípadn¥ n-tice
prom¥nných (vektor). Ty mohou nabývat hodnot z jisté mnoºiny, která m·ºe být diskrétní
i spojitá. Model je de�nován interak£ní (téº kon�gura£ní) energií U({si}) (n¥kdy se nazývá
Hamiltonián).

4.1 Ising·v model

P·vodní motivací pro vytvo°ení tohoto modelu bylo studium feromagnetismu, má v²ak
°adu aplikací i v dal²ích oblastech. S kaºdým vrcholem m°íºky je spojena skalární pro-
m¥nná si, která se nazývá spin a která nabývá dvou hodnot +1 nebo −1 (viz obr. 4.1).

Kon�gura£ní energie je dána vztahem

U = −J
∑
<i,j>

sisj + h
∑
i

si (4.1)

kde J je síla interakce (pro feromagnet je J > 0) a h je vn¥j²í magnetické pole. První
suma je p°es v²echny dvojice nejbliº²ích soused· < i, j > (hrany m°íºky) a druhá suma
p°es v²echny vrcholy. Ising·v model je exaktn¥ °e²itelný v jedné a pro h = 0 i ve dvou
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- + - - + + - - - - -

- - - + + - - + - - +

+ - + + + + + + - + +

+ + + + + + - + - + +

+ + + + + - + + + + +

- - + - - - + + + + -

- - + + + + + - - - -

- + + - + - + - - - +

- - - + + - - - + + -

+ - - + - - - - + - -

- - - - + - - + + - -

Obrázek 4.1: Schéma Isingova modelu v rovin¥ (vlevo) a m°íºkového modelu polymeru (vpravo)

dimenzích, ve fyzikáln¥ zajímavých t°ech dimenzích musíme pouºít bu¤ aproximativní
°e²ení nebo simulace.

V¥°í se, ºe chování reálné látky v blízkém okolí kritického bodu (pro magnet Curieova
bodu) je stejné (p°esn¥ji pat°í do stejné t°ídy univerzality) jako Ising·v model. Nap°.
pro hustoty kapaliny a páry blízko kritické teploty Tc platí ρ(l) − ρ(g) ∝ (Tc − T )β, kde
β ≈ 0.326419(3).

4.2 M°íºkový plyn

Je to nejhrub²í model pro systém N klasicky interagujících £ástic. Celý uvaºovaný pro-
stor, a´ uº plochu £i objem, si rozd¥líme na malé bu¬ky a p°edpokládáme, ºe £ástice
leºí ve st°edech bun¥k. Skalární prom¥nná ni spojená s vrcholem i má význam po£tu
£ástic v bu¬ce. Odpudivé síly mezi £ásticemi popí²eme tak, ºe budeme uvaºovat nejvý²e
jednu £ástici v bu¬ce, tedy ni ∈ {0, 1} (víc se jich tam nevejde), p°itaºlivou interakci pak
m·ºeme omezit jen na sousedící bu¬ky obsazené £ásticemi. Uvaºujeme-li m°íºkový plyn
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nízká teplota rychle ochlazený systém vysoká teplota kritický bod
0.8Tkrit 5Tkrit → 0.5Tkrit 1.25Tkrit Tkrit

Obrázek 4.2: Typické kon�gurace dvoudimenzionálního Isingova modelu

v grandkanonickém souboru, tedy s prom¥nným po£tem £ástic a chemickým potenciálem
µ, je jeho interak£ní energie rovna

U = ϵ
∑
<i,j>

ninj − µ
∑
i

ni (4.2)

kde ϵ je energie páru £ástic. Ze substituce ni = (1 + si)/2 vyplývá, ºe (4.2) je, aº na
de�nici konstant, ekvivalentní Isingov¥ energii (4.1).

4.3 Binární slitina

Model slitiny, jejíº dva atomy jsou natolik podobné, ºe se mohou zam¥¬ovat v krystalové
m°íºce, lze popsat energií

U = −
∑
<i,j>

ϵkikj +
∑
i

µki , ki ∈ { , }

kde ϵ , , ϵ , a ϵ , jsou energie interakce sousedních atom· a µ , µ jejich chemické
potenciály. Model je ekvivalentní m°íºkovému plynu (ni = 0 ∼ ki = , ni = 1 ∼ ki = ).
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Existují r·zná zobecn¥ní Isingova modelu. Spinová prom¥nná si m·ºe nabývat více
neº dvou diskrétních hodnot (Pottsovy modely), nebo m·ºe být i spojitá, nap°. omezená
na sféru s2i = 1 (spojitý Heisenberg·v model). Významnou aplikací jsou kvantové teorie
pole, kde obor hodnot spinových prom¥nných je grupa transformací, nap°. SU(2), SO(3)
aj.

4.4 Model polymeru

Jiným p°íkladem klasického m°íºkového modelu je model polymeru, obr. 4.1. Zde se ob-
vykle pracuje s hranami m°íºky, které bu¤ jsou nebo nejsou obsazeny £lánkem polymer-
ního °et¥zce. Podmínkou je, ºe se °et¥zec nesmí protínat. Pokud £lánky jiº nijak neintera-
gují a neuvaºujeme rozv¥tvené °et¥zce, je model ekvivalentní tzv. náhodné procházce bez
protínání (random self-avoiding walk).

Pamatujte

Nejznám¥j²ím m°íºkovým systémem je Ising·v model. Ten je moºno interpretovat jako model
feromagnetu, kde atomy s magnetickým momentem (spinem) nabývají jen dvou orientací.
Sousedící spiny jsou rády orientovány stejným sm¥rem (záporná energie). Tímto modelem lze
kvalitativn¥ popsat i rovnováhu kondenzovaná fáze�pára nebo binární slitinu.



Kapitola 5

Molekulová dynamika

V metod¥ molekulové dynamiky (MD) sledujeme vývoj systému sloºeného z atom· (mo-
lekul) v �reálném� £ase. Podle typu modelu m·ºeme rozli²it r·zné metody

� Tuhé koule a dal²í modely s nespojitým potenciálem. Tyto £ástice se pohybují pro-
storem rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e, dokud se nesrazí. V okamºiku nárazu zm¥ní sm¥r
(podle zákon· pruºného rázu: celková energie i hybnost se nem¥ní).
Algoritmus takové simulace je °ízen událostmi. Vytvo°íme si tabulku v²ech moº-
ných sráºek koulí, p°ípadn¥ dal²ích moºných událostí (m¥°ení v rovnom¥rných £a-
sových intervalech ap.). Vybereme událost, ke které dojde nejd°íve a provedeme ji;
zpravidla je pak nutné p°epo£ítat n¥které dal²í události (molekuly zm¥nily sm¥r).

� Klasická molekulová dynamika se spojitým potenciálem. T¥mito metodami se bu-
deme v dal²ím textu zabývat podrobn¥ji.

� Dynamika s náhodnými silami. N¥které stupn¥ volnosti (rozpou²t¥dlo, nahrazení
v¥t²í skupiny atom· jedním �coarse-grained� atomem) nahradíme Gaussovsky ná-
hodnými �²´ouchanci� . Systém jinak simulujeme stejn¥ jako v klasické MD. Aby
²´ouchance systém nezah°ívaly, p°idáváme t°ení (molekuly se rovnom¥rn¥ zpoma-
lují); ud¥láme-li to správn¥, dostaneme systém p°i zadané teplot¥ T (Langevin·v
termostat). Postup se téº nazývá Brownowská dynamika. Ztrácíme tím ale zcela
hydrodynamické chování (proud¥ní kapaliny; nap°. nelze stanovit viskozitu) a neza-
chovává se hybnost.
Sloºit¥j²í varianta zvaná disipativní £ásticová dynamika ²´ouchá náhodn¥ symetricky
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vºdy do páru £ástic. Zachovává se tak hybnost a lze studovat i hydrodynamické
jevy. Tyto metody jsou vhodné pro velmi velké systémy, kdy si nem·ºeme dovolit
atomární rozli²ení.

� Metoda dráhového integrálu (path integral) umoº¬uje správn¥ popsat kvantové cho-
vání jader. Nap°. jsou správn¥ popsány nulové kmity lehkých atom· (vodíku). P·-
vodní systém je v²ak stále popsán potenciální energií (silovým polem) na Bornov¥�
Oppenheimerov¥ úrovni. �asová náro£nost zna£n¥ stoupá.

� Kvantové simulace typu Car�Parrinello (a odvozené) nepot°ebují meziatomový po-
tenciál, protoºe integrují v £ase vývoj vlnové funkce. I p°es mnoºství aproximací
jsou velmi £asov¥ náro£né.

5.1 Klasická molekulová dynamika

Uvaºujme atomární systém popsaný vektory poloh atom· r⃗i, i = 1, . . . , N ; t¥chto 3N £ísel
zapí²eme úsporn¥ jako r⃗N . Interakce jsou popsány mezimolekulovým potenciálem neboli
silovým polem, U(r⃗N).

Abychom mohli studovat vývoj systému, pot°ebujeme síly. Ty jsou dány gradientem
potenciálu

f⃗i = −∂U(r⃗
N)

∂r⃗i
i = 1, . . . , N (5.1)

To je celkem N vektor·, tj. celkem 3N £ísel.

Poznámka. Párové síly jsou dány sou£tem párových p°ísp¥vk· p°es v²echny dvojice mo-
lekul:

U =
∑
i<j

u(rij)

Síla na £ástici i je pak

f⃗i =

N∑
j=1

j ̸=i

f⃗ji ≡ −
N∑
j=1

j ̸=i

du(rji)

drji

r⃗ji
rji
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kde pouºíváme zna£ení r⃗ij = r⃗j − r⃗i = −r⃗ji, rij = |r⃗ij |. Síla na atom i je tedy rovna sou£tu
párových sil ode v²ech ostatních atom·. Zárove¬ platí f⃗ji = −f⃗ij (Newton·v zákon akce a
reakce).

Podle druhého Newtonova zákona se £ástice, na kterou p·sobí síla f⃗i, se pohybuje se
zrychlením

d2r⃗

dt2
≡ ¨⃗ri =

f⃗i
mi

, i = 1, . . . , N

Abychom tuto soustavu oby£ejných diferenciálních rovnic druhého °ádu mohli °e²it, po-
t°ebujeme znát po£áte£ní podmínky. To jsou polohy r⃗i(0) a rychlosti ˙⃗ri(0) v po£áte£ním
£ase (bez újmy na obecnosti pokládáme t = 0).

V metod¥ molekulové dynamiky pro spojité potenciály °e²íme tuto rovnici metodou
kone£ných diferencí. Výsledkem je tzv. trajektorie, tj. posloupnost kon�gurací r⃗i(t) a
rychlostí ˙⃗ri(t) pro diskrétní £asy t = kh, kde k je celé £íslo a h integra£ní krok (prom¥nný
krok nebudeme uvaºovat).

Numerické matematika vyvinula celou °adu integra£ních metod:
� Rungeovy�Kuttovy metody umoº¬ují zm¥nu integra£ního kroku a jsou vy²²ího °ádu,
tj. velmi p°esné. Nejsou v²ak £asov¥ reverzibilní (viz dále) a pot°ebují n¥kolik vý-
po£t· pravé strany (tj. sil) na integra£ní krok, takºe nejsou efektivní. Prakticky se
pro MD nepouºívají.

� Metody typu prediktor�korektor vycházejí ze znalosti trajektorie v n¥kolika p°edcho-
zích £asech (historie). Z této historie predikují následující hodnotu, která je up°es-
n¥na korekcí, jeº je jiº zaloºena na výpo£tu pravé strany. V MD se n¥kdy pouºívá
varianta zvaná Gearova metoda.

� Symplektické metody jsou nejen £asov¥ reverzibilní, ale pro dynamické systémy za-
ji²´ují, ºe celková energie1 je aproximována s ur£itou chybou, která v £ase neroste a

1Klasická mechanika zavádí tzv. Hamilton·v formalismus, ve kterém je systém popsán polohami r⃗N a
(sdruºenými) hybnostmi p⃗N a vyvíjí se podle tzv. Hamiltonových rovnic, které jsou ekvivalentní Newtono-
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kterou lze zkrácením intega£ního kroku zmen²it. Takové chování je pro MD ideální.
Nejjednodu²²í i nej£ast¥ji pouºívanou symplektickou metodou je Verletova metoda
(a ekvivalentní varianty).

5.1.1 Verletova metoda

Z Taylorova rozvoje vyplývá následující vzorec pro výpo£et druhé derivace

¨⃗ri(t) =
r⃗i(t− h)− 2r⃗i(t) + r⃗i(t+ h)

h2
+O(h2)

Symbol O(h2) znamená, ºe chyba je °ádov¥ h2. Po reorganizaci a zanedbání chyby máme

r⃗i(t+ h) = 2r⃗i(t)− r⃗i(t− h) + h2
f⃗i(t)

mi

(5.2)

To je jiº návod pro výpo£et poloh £ástic v £ase t+ h, známe-li jejich polohy v £asech t a
t−h a síly v £ase t. Není to v²ak °e²ení po£áte£ní úlohy, jak jsme si stanovili vý²e. Pokud
známe v £ase t = 0 polohy a rychlosti, musíme si je²t¥ dopo£ítat odpovídající polohu
v £ase t = −h, nap°. Taylorovým rozvojem

r⃗i(−h) = r⃗i(0)− h ˙⃗ri(0) +
h2

2

f⃗i(0)

mi

+O(h3)

nebo s men²í p°esností bez £lenu se silami. Ze znalosti poloh v £asech t = 0 a t = −h pak
vypo£teme polohy v £ase t = h, pak t = 2h, atd.

Ve vzorci v²ak bohuºel nevystupují rychlosti, které pot°ebujeme nap°. pro výpo£et ki-
netické energie a potaºmo teploty. M·ºeme si je (po provedení Verletova kroku) dopo£ítat

vým pohybovým rovnicím. Podle t¥chto rovnic se zachovává objem elementu fázového prostoru dr⃗Ndp⃗N .
Symplektické metody aproximují toto zachování s ur£itou omezenou chybou, která v £ase neroste.
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Obrázek 5.1: Metoda leap-frog

takto
˙⃗ri(t) =

r⃗i(t+ h)− r⃗i(t− h)

2h

Existují v²ak i jiné moºnosti.

Poznámka.

Verletovu metodu £asto uvidíte v n¥kterém jiném ekvivalentním tvaru. Trajektorie je to-
toºná, n¥kdy jsou v²ak mírn¥ (tj. aº na chybu O(h2)) odli²né rychlosti. Nejnázorn¥j²í je tzv.
metoda leap-frog. Protoºe rychlost je dráha (tj. zm¥na polohy) za jednotku £asu (totiº h),
m·ºeme pro pr·m¥rnou rychlost v intervalu (t, t+ h) napsat

v⃗(t,t+h) =
r⃗(t+ h)− r⃗(t)

h

Pokud se tato rychlost nem¥ní p°íli² prudce, je p°ibliºn¥ rovna rychlosti v polovin¥ tohoto
intervalu,

v⃗(t+ h/2) =
r⃗(t+ h)− r⃗(t)

h

Podobn¥ zrychlení je zm¥na rychlosti za jednotku £asu, tedy

a⃗(t) =
v⃗(t+ h/2)− v⃗(t− h/2)

h
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coº je ov²em rovno f⃗/m. Algoritmus jednoho kroku metody leap-frog je proto dán aplikací
dvou dosazení

v⃗(t+ h/2) = v⃗(t− h/2) + h
f⃗

m
r⃗(t+ h) = r⃗(t) + v⃗(t+ h/2)h

Rychlosti zde známe v polovi£ních £asech. Rychlost v £ase t dostaneme nap°. jako pr·m¥r

˙⃗ri(t) =
v⃗(t+ h/2) + v⃗(t− h/2)

2

z £ehoº lze snadno odvodit ekvivalenci s Verletovou metodou.

Rovnice (5.2) se nezm¥ní, jestliºe zam¥níme t → −t a h → −h. Verletova metoda
je tedy £asov¥ reverzibilní. To mj. znamená, ºe celková energie nemá ºádný trend
(drift), tj. systematicky neroste ani neklesá. To neznamená, ºe je celková energie úpln¥
p°esn¥ konstantní (jak by m¥la správn¥ být): náhodn¥ kolísá s p°esností danou výrazem
O(h2), který jsme p°i odvození zanedbali2. Pokud aplikujeme Verletovu metodu na ob¥h
planety okolo Slunce, bude obíhat v podstat¥ správn¥ po elipse, jejíº parametry se nem¥ní
(energie je konstantní), ale tato elipsa se bude pon¥kud stá£et, coº neodpovídá realit¥.
Blíºe chemickým aplikacím je integrace harmonického oscilátoru. Energie je op¥t p¥kn¥
konstantní, ale frekvence se od p°esné pon¥kud li²í. V reálných simulacích nám mírná
zm¥na frekvence nevadí, ale zm¥na energie by nám vadila. Proto je Verletova metoda (a
její klony) tak populární.

Nevýhodou Verletovy metody je, ºe rychlost v £ase t známe aº po provedení kroku.
Nem·ºeme proto (bez dal²ích úprav) integrovat rovnice s pravou stranou obsahující rych-
losti; tohoto tvaru jsou nap°. rovnice popisující rotaci tuhého t¥lesa £i Nosé·v�Hoover·v
termostat.

Existují symplektické metody vy²²ího °ádu. V¥t²í význam má v²ak jiná kategorie me-
tod na podobném principu: metody n¥kolikanásobného kroku (multiple timestep methods).

2Jak jsme se jiº zmínili, je to dokonce je²t¥ lep²í, chyba je omezená, protoºe metoda je symplektická
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Obrázek 5.2: Vývoj celkové energie v závislosti na metod¥ integrace a délce kroku h = 0.005 ps
( ), h = 0.01 ps ( a h = 0.02 ps ( ; n¥které k°ivky jsou pro p°ehlednost posunuty
o vhodný násobek 100K. Výsledky simulace 216 atom· Lennard-Jonesova modelu argonu p°i
teplot¥ p°ibliºn¥ 150K a hustot¥ 1344 kgm−3.
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Pokud je £ást silového pole odpov¥dná za rychlé pohyby (nap°. vibrace vazeb) rychlá i
k výpo£tu, integrujeme tyto rychlé pohyby s krátkým integra£ním krokem. Jednou za n¥-
kolik rychlých krok· spo£teme v²echny síly (i ty, které se m¥ní pomalu, ale jejichº výpo£et
je náro£n¥j²í) a provedeme �superkrok� .

5.1.2 Gearovy metody

Tyto metody vycházejí ze znalosti historie v n¥kolika p°edchozích £asech, r⃗(t)N , r⃗(t−h)N ,
r⃗(t− 2h)N , . . . Na základ¥ t¥chto hodnot predikujeme pomocí polynomu3 hodnotu r⃗p(t+
h)N .

Hodnoty r⃗(t)N , r⃗(t − h)N , r⃗(t − 2h)N jsou obecn¥ nep°esné a chyby se po provedení
predikce propagují do dal²ích krok·; pokud bychom jenom predikovali a nepouºili v·bec
pravou stranu (síly), chyby by exponenciáln¥ rychle rostly. Stejn¥ jako jsme predikovali
r⃗(t + h)N , m·ºeme predikovat i druhou derivaci ¨⃗rp(t + h)N . Tu ov²em m·ºeme nezávisle
vypo£ítat ze sil, které spo£teme v predikovaných polohách: ¨⃗r(t+ h)N = f(r⃗p(t+ h)N)/m.
Tu²íme, ºe toto vypo£tené zrychlení bude asi lep²í. Chyba, které bychom se dopustili,
kdybychom zrychlení nevypo£etli, je rovna rozdílu E = ¨⃗r(t + h)N − ¨⃗rp(t + h)N . Trik
vedoucí k fungující integra£ní metod¥ je dán tím, ºe chybu E (jiné kritérium nep°esnosti
kroku nemáme!) ponásobíme ur£itými koe�cienty (naleznete je ve speciální literatu°e) a
p°i£teme k historii tak, abychom dostali �správné� zrychlení (to je krok zvaný korektor).
To lze ud¥lat mnoha zp·soby. Volíme takový zp·sob, aby chyby, které se i po korekci
propagují z kroku do kroku, nerostly, ale naopak po n¥kolika krocích vym°ely.

Metoda vyuºívající pouze t°i body historie je �náhodou� ekvivalentní Verletov¥ me-
tod¥. Metody vy²²ího °ádu jsou p°esn¥j²í (nap°. p°i integraci pohybu planety nedávají
takový posun perihelia, frekvence harmonického oscilátoru je p°esn¥j²í), bohuºel v²ak
nejsou £asov¥ reverzibilní, a proto celková energie bu¤ systematicky klesá nebo roste.

3Zpravidla se pouºívá jiné, av²ak zcela ekvivalentní vyjád°ení � místo historie známe krom¥ r⃗(t)N je²t¥
derivace ˙⃗r(t)N , ¨⃗r(t)N , atd.; Taylor·v rozvoj v bodech t, t− h, . . . je práv¥ vý²e uvedená historie.
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Výhodou metody je v²ak, ºe ji lze bez problému pouºít i pro pravou stranu pouºívající
rychlosti.

5.2 Volba integrátoru a integra£ní krok

Obecn¥ lze vzhledem k jednoduchosti a dobrému zachování energie doporu£it Verletovu
metodu. Pokud nevadí drift energie (nap°. proto, ºe stejn¥ pouºíváme termostat) a naopak
máme sloºit¥j²í systém s pravou stranou obsahující rychlosti, lze volit Gearovu integraci.

V obou p°ípadech je nutno zvolit vhodný integra£ní krok. P°íli² krátký krok je nee-
fektivní � nejpomalej²í £ást simulace, výpo£et sil, se provádí zbyte£n¥ £asto. P°íli² dlouhý
krok vede k velkým chybám, které mohou vést i ke krachu simulace (dojde k p°ekryvu
£ástic, síla vzroste nad únosnou mez a v p°í²tím kroku se £ástice posune op¥t do oblasti
p°ekryvu nebo n¥kam do velké vzdálenosti). Verletova metoda je p°itom mnohem odol-
n¥j²í. Základním kritériem vhodné délky kroku je p°itom práv¥ p°esnost zachování celkové
energie. �ím leh£í atom, tím se pohybuje rychleji a tím musí být krok krat²í. Pro sys-
témy obsahující vodíky za b¥ºných podmínek se volí krok okolo 1 fs; n¥kdy pouºívané 2
fs jiº vedou k chyb¥ p°es kelvin v teplot¥ po£ítané z r·zných subsystém· (nap°. translace
a rotace). Pro modely bez vodík· (nap°. kapalný argon) sta£í n¥kolikanásobek. Pokud
se nezajímáme o kinetické vlastnosti a sta£í nám st°ední hodnoty v rovnováze, m·ºeme
zm¥nit hmostnosti atom· v rámci molekuly, nap°. ud¥lat vodík t¥º²í, pak totiº se bude
pohybovat pomaleji a m·ºeme si dovolit o n¥co del²í £asový krok; abychom nezm¥nili hus-
totu, je vhodné redistribuovat hmotnosti tak, ºe se celková hmotnost molekuly nezm¥ní.
Tímto trikem m·ºe ov²em dojít ke zm¥n¥ relaxa£ních £as· a ke zpomalení konvergence,
zku²enost v²ak ukazuje, ºe obvykle n¥jakou rychlost získáme.
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5.3 Teplota

Vý²e uvedená simulace dává mikrokanonický soubor s konstantní celkovou energií. (Krom¥
toho se mohou zachovávat i dal²í integrály pohybu, nap°. hybnost.) Teplotu stanovíme
z kinetické energie pomocí ekviparti£ního principu

Tkin =
Ekin

1
2
kBf

(5.3)

kde f je po£et stup¬· volnosti. Ten je roven 3N minus po£et zachovávajících se veli£in
(nap°. pro kapalinu v periodických okrajových podmínkách je f = 3N − 4: od£ítáme
1 za zachování energie a 3 za zachování hybnosti; moment hybnosti se v periodických
okrajových podmínkách nezachovává).

Teplota Tkin �uktuuje v pr·b¥hu simulace. �ím v¥t²í systém, tím jsou �uktuace men²í
(typická velikost odchylky od pr·m¥ru je úm¥rná N−1/2). Teplotu pak spo£teme jako
£asovou st°ední hodnotu.

P°íklad. Kolik integrál· pohybu (stup¬· volnosti) se zachovává p°i
simulaci tekutiny v nekone£n¥ dlouhém válcovém póru, je-li systém
periodický ve sm¥ru osy válce?

�e²ení. Systém je transla£n¥ invariantní ve sm¥ru osy válce, bude se tedy zachovávat hybnost
(v simulaci ji nastavíme na 0). Dále je systém rota£ne invariantní kolem téºe osy, bude se tedy
zachovávat moment hybnosti okolo této osy (v simulaci ho nastavíme na 0). Dále se zachovává
celková energie. Pro výpo£et teploty pouºijeme f = 3N − 3.

5.4 Molekulová dynamika za konstantní teploty

Simulace za konstantní energie (mikrokanonické) jsou nepraktické. Abychom m¥li systém
za konstantní teploty T , musíme p°idat termostat. Metody m·ºeme rozd¥lit na ty, které
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dávají skute£ný kanonický soubor, a metody p°ibliºné. Pro p°esné kanonické metody platí,
ºe pravd¥podobnost nalezení kon�gurace s celkovou energií Etot je úm¥rná Boltzmannovu
faktoru exp(−Etot/kBT ). Z toho mj. plyne, jak �uktuuje skute£ná (kinetická) teplota
okolo teploty termostatu T 4. P°ibliºné metody dávají sice v pr·m¥ru správnou teplotu,
⟨Tkin⟩ = T , ale �uktuace jsou jiné.

5.4.1 Berendsenova metoda

Nejznám¥j²í p°ibliºnou metodou je metoda p°e²kálování rychlostí. Protoºe kinetická tep-
lota je úm¥rná sou£tu kvadrátu rychlostí, m·ºeme po dokon£ení kroku znásobit v²echny
rychlosti faktorem (T/Tkin)

1/2, tj.

v⃗i,new = v⃗i(T/Tkin)
1/2

Kinetická teplota spo£tená po znásobení je rovna T . P°i dal²ím vývoji by se ov²em op¥t
odchýlila, a tak je je nutno násobit po kaºdém kroku. To v²ak (zvlá²t¥ pro malé systémy)
naru²uje pohybové rovnice. Proto se provede podobný krok správným sm¥rem � je-li
skute£ná teplota p°íli² vysoká, rychlosti se sníºí, ale jen o tro²ku

v⃗i,new = v⃗i(T/Tkin)
q, q < 1/2

Po mnoha t¥chto krocích teplota za£ne �uktuovat okolo nastavené. Metodu lze p°epsat5

do diferenciálního tvaru, který se nazývá Berendsenova metoda

¨⃗ri =
f⃗i
mi

− q

h

Tkin − T

T
(5.4)

�len s q/h je vlastn¥ t°ení. Je-li teplota p°íli² vysoká, £ástice brzdí, a naopak.

4Z t¥chto �uktuací lze nap°. spo£ítat tepelnou kapacitu systému.
5Spo£t¥te rozdíl v⃗i,new − v⃗i b¥hem jednoho kroku h, vyjád°ete ho pomocí ∆T = Tkin − T a p°edpo-

kládejte, ºe ∆T ≪ T .
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Berendsenova metoda je schopna rychle ochladit nerovnováºný systém, trpí v²ak jed-
ním neduhem. Budeme-li simulovat klastr (malou kapku) ve vakuu (bez toho, abychom
um¥le drºeli moment hybnosti na nule), dostaneme £asem nikoliv kapku dané teploty, ale
rychle rotující krystalek o nulové teplot¥ (�ying icecube) � kinetická energie sice formáln¥
odpovídá dané teplot¥, ale je schovaná jen v jednom pohybu. V periodických okrajových
podmínkách je tento artefakt mén¥ významný, ale stejn¥ se doporu£uje udrºovat q co
nejmen²í.

Poznámka. �len q/h lze také zapsat jako 1/(2τ), kde τ je typický korela£ní £as. Berensen·v
termostat se chová jako reálný termostat, kterému také trvá n¥jakou dobu, neº se teplota
zkumavky ustálí. Abychom vztah pro τ odvodili, zanedbejme síly v (5.4), znásobme (5.4)
výrazem mi

˙⃗ri a se£t¥me p°es v²ech N £ástic. Dostaneme

1

2
Ṫkin = − q

h

Tkin − T

T
Tkin

Po p°evodu na ∆T
1

2
∆̇T = − q

h

∆T

T
Tkin ≈ − q

h
∆T

jeºto T ≈ Tkin. �e²ení je ∆T = exp(−t/τ), τ = h/(2q), tj. teplota Tkin se p°ibliºuje nasta-
vené T exponenciáln¥ s £asovou konstantou (korela£ním £asem) τ . Vzhledem k zanedbání sil
platí toto jen pro ideální plyn, v reálném systému je to v²ak stále dobrá °ádová aproximace
(platí tím h·°, £ím víc se li²í tepelná kapacita od ideální).

5.4.2 Andersenova metoda

P°esný kanonický soubor dávají metody zaloºené na p°i°azení rychlosti z Maxwellova�
Boltzmannova rozd¥lení rychlostí. V Andersenov¥ metod¥ si (ob£as) zvolíme náhodn¥
£ástici, o její p·vodní rychlost se nezajímáme a vybereme novou rychlost z Maxwellova�
Boltzmannova rozd¥lení,

π(ẋi) =
1

σ
√
2π

exp

(
− ẋ2i
2σ2

)
, σ2 =

〈
ẋ2i
〉
=
kBT

mi
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Tabulka 5.1: Srovnání termostat·
Nosé�Hoover
⊕ kanonický
⊕ velmi kvalitní
⊕ vhodný i pro malé systémy

(po roz²í°ení na N-H °et¥zec)

⊖ oscilace, decoupling
(nutno pe£liv¥ nastavit τ)

⊖ hor²í pro start
⊖ pohybové rovnice s rychlostí

Berendsen
⊕ jednoduchý
⊕ exponenciální relaxace

(tj. vhodný i pro start)

⊖ �ying icecube
⊖ nekanonický
⊖ velmi ²patný pro malé systémy

Andersen, Maxwell�Boltzmann, Langevin
⊕ kanonický
⊕ exponenciální relaxace

⊖ ztracena kinetika
⊖ problémy u dynamiky s vazbami

To lze interpretovat, jako kdyby se dot£ená £ástice vykoupala v termostatu; v pravd¥-
podobnostním smyslu má teplotu termostatu. M·ºeme také toto p°i°adit nové rychlosti
jednou za £as pro v²echny £ástice najednou (Maxwellova metoda).

I kdyº tato metoda dává správný kanonický soubor a vzorkuje i hybnost (tedy f = 3N
bez ohledu na okrajové podmínky), má jednu vadu � nezachovává kinetiku. Veli£iny jako
difuzivita nebo viskozita nelze takto po£ítat. Také p°i výpo£tu po£tu stup¬· volnosti si
musíme uv¥domit, ºe integrály pohybu se nezachovávají.

Variantou s malými �²´ouchanci� je jiº zmín¥ný Langevin·v termostat.
V²echny tyto metody relaxují k nastavené teplot¥ exponenciáln¥ � jako reálný ter-

mostat.
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Obrázek 5.3: Srovnání termostat· na p°íkladu simulace SPC/E vody startované z �kubického
krystalu� (viz vpravo). CM znamená, ºe se termostatují jen translace (pohyb t¥ºi²t¥), IN zna-
mená, ºe se termostatují jen rotace. � celková kinetická teplota, � jen z rychlosti t¥ºi²t¥, �
jen z rotací

5.4.3 Nosé�Hoover

�asto pouºívaný kanonický termostat, který zárove¬ nem¥ní kinetické vlastnosti. Hlavní
my²lenkou je p°idání dal²í dynamické prom¥nné (stupn¥ volnosti) s k pohybovým rovni-
cím. Tato prom¥nná má rovn¥º �rychlost� ṡ, a proto i kinetickou energii Ms

2
ṡ2 i potenciální

energii, která se rovná −fkBT ln s (T je teplota a f po£et stup¬· volnosti). Pohybové rov-
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nice vyjád°ené (z d·vod·, které zde nelze vysv¥tlit) pomocí logaritmu ξ = ln s jsou

¨⃗ri =
f⃗i
mi

− ˙⃗riξ̇

ξ̈ =

(
Tkin
T

− 1

)
τ−2

kde τ je £asová konstanta termostatu je

τ =

√
Ms

fkBT

Celková energie tohoto roz²í°eného systému se zachovává, nás v²ak ve výsledku prom¥nná
s (resp. ξ) nezajímá, a proto vlastn¥ sledujeme st°ední hodnotu p°es v²echny hodnoty
prom¥nné s. Lze ukázat, ºe (pro ergodický systém) vznikne kanonický soubor, p°i£emº
správn¥ kanonicky jsou i veli£iny obsahující rychlosti.

Rozdíl oproti ostatním metodám je, ºe (po zjednodu²ení) je výsledná rovnice druhého
°ádu (jako harmonický oscilátor). Proto p°i startu z velmi nerovnováºné kon�gurace do-
chází k oscilacím a teplota nerelaxuje dost rychle k nastavené. To, jak metoda pracuje, je
citlivé na stanovení parametru (£asu oscilace) τ . Je-li p°íli² dlouhý, neinteraguje pomocná
prom¥nná s (ξ) se zbytkem systému, a oscilace se dlouho drºí. Výhodn¥j²í je mít τ co
nejkrat²í, ale tak, abychom nemuseli zkracovat integra£ní krok.

Existuje i kanonická varianta Berendsenova termostatu.

5.5 Dynamika s vazbami

Pokud p°i integraci pohybových rovnic poºadujeme, aby se zachovávaly n¥jaké veli£iny
(nap°. vzdálenosti atom·, tj. délky chemických vazeb), mluvíme o dynamice s vazbami
(constraint dynamics). P°ípad, kdy �xujeme délky vazeb, je asi nej£ast¥j²í. Alternativou
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jsou vazby popsané (nej£ast¥ji) harmonickým potenciálem. D·vodem k �xování vazeb je
n¥kolik:

� Vazby vibrují rychle, pot°ebovali bychom tedy p°íli² krátký integra£ní krok. (Tento
problém lze nicmén¥ °e²it metodami n¥kolikanásobného kroku.)

� Vazby vibrují rychle, a proto je p°enos energie mezi vibra£ními a ostatními stupni
volnosti pomalý. (Lze napravit nap°. Andersonovým termostatem, tím v²ak ztrácíme
£asový vývoj.)

� Rychle vibrující jsou v realit¥ kvantovány (a £asto jsou v nulovém bodu), takºe
integrace klasickou mechanikou stejn¥ nemá smysl.

P°edstavme si, ºe máme klasický systém s vibrujícími vazbami a vazebnými úhly a ºe
zvy²ujeme tuhost harmonických potenciál· (pruºin). Tím dochází jednak k zvy²ování frek-
vencí, jednak k zmen²ování amplitudy vibrací. Av²ak limita pro nekone£n¥ velké tuhosti
není rovna systému s pevnými vazbami! Uvaºujme nap°íklad °et¥zec C�C�C�C (united-
-atom model butanu) s tím, ºe torzní potenciál je nulový. Potom (v limit¥ nekone£n¥ velké
tuhosti) je rozd¥lení diedrických úhl· uniformní, molekulu najdeme se stejnou pravd¥po-
dobností v konformaci syn i anti. Nikoli v²ak, pokud za�xujeme jak vazby, tak úhly, zde
je v¥t²í pravd¥podobnost syn konformace. Hlavní potíº je zde s �xováním úhl·; dá se uká-
zat, ºe u v¥t²iny chemických systém· dává �xace vazeb (s ohebnými úhly) výsledky málo
odli²né od limity pro nekone£né tuhosti. Ostatn¥, �xovat úhly není dobré z fyzikálních
d·vod·, molekula je pak nerealisticky rigidní; výjimkou jsou tuhé molekuly nap°. vody
(�xací obou vazeb i úhlu dostaneme tuhé t¥leso).

5.5.1 SHAKE

Nejb¥ºn¥j²í metodou pro integraci pohybových rovnic s vazbami je algoritmus SHAKE.
Je zaloºen na Verletov¥ integraci. Probereme si ho nejprve na p°íkladu matematického
kyvadla délce l (hmotný bod na neroztaºitelné niti), viz obr. 5.4.

P°edstavme si, ºe pouºijeme rovnici (5.2) pro jeden krok integrace bez ohledu na
p°ítomnost vazeb, ale s tím, ºe v p°edchozích krocích byly vazby spln¥ny; toto ozna£íme
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r⃗(t− h)

r⃗(t)

r⃗(t+ h)

r⃗SHAKE(t+ h)

λr⃗(t)

Obrázek 5.4: Algoritmus SHAKE pro matematické kyvadlo

indexem Verlet. V £ase t+h vazby spln¥ny nebudou. Spln¥ny by byly, kdybychom od vn¥j²í
síly f⃗ p·sobící na závaºí ode£etli odst°edivou sílu. Pak bychom mohli vlákno p°est°ihnout,
protoºe síla p·sobící podél vlákna by byla p°esn¥ nahrazena odst°edivou silou:

r⃗(t+ h) = r⃗Verlet(t+ h)− h2

m
f⃗c(t) ≡ 2r⃗(t)− r⃗(t− h) + h2

f⃗(t)− f⃗c(t)

m
(5.5)

Fiktivní sílu f⃗c(t) neznáme, známe v²ak její sm¥r, který je rovnob¥ºný s vláknem, tj. r⃗(t),
coº zapí²eme takto:

h2f⃗c(t)

m
= λr⃗(t) (5.6)

kde λ je neznámé. Spo£teme ho z podmínky, ºe v £ase t + h budou mít vazby správné
délky. Pro na²e kyvadlo tedy

|r⃗(t+ h)| = |r⃗(t)| = l (5.7)
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z £ehoº po umocn¥ní na druhou vypo£teme, zanedbávajíce £leny vy²²ího °ádu,

λ =
|r⃗Verlet(t+ h)|2 − |r⃗(t)|2

2r⃗Verlet(t+ h) · r⃗(t)
(5.8)

Pro dva atomy i a j spojené vazbou modi�kujeme vý²e uvedené vzorce tak, aby odst°edivé
síly p·sobící na oba atomy m¥ly stejnou velikost a opa£ná znaménka, tedy opravný vektor
λr⃗(t) se rozd¥lí v inverzním pom¥ru hmotností:

r⃗i(t+ h) = r⃗Verlet,i(t+ h) + λ
1/mi

1/mi + 1/mj

r⃗ij , (5.9)

r⃗j(t+ h) = r⃗Verlet,j(t+ h)− λ
1/mj

1/mi + 1/mj

r⃗ij , (5.10)

kde

λ =
|r⃗Verlet,ij(t+ h)|2 − |r⃗ij(t)|2

2r⃗Verlet,ij(t+ h) · r⃗ij(t)
(5.11)

a r⃗Verlet,i je dáno vzorcem (5.2).
Vý²e uvedený postup zachovává t¥ºi²t¥ i hybnost soustavy atom·, coº je podstatné

pro bezproblémovou aplikaci na sloºité molekuly. Pro n¥ totiº postupujeme itera£n¥. Pro-
cházíme v²emi vazbami v cyklu a aplikujeme vý²e uvedenou korekci. Jelikoº vazby jsou
obecn¥ spojené, korigováním jedné vazby m·ºeme zp·sobit chybu vazb¥ jiné. Postup proto
opakujeme tak dlouho, aº bude chyba v²ech vazeb men²í neº n¥jaká p°edem daná p°es-
nost; proto také nevadilo, ºe jsme v (5.8) zanedbali £leny vy²²ího °ádu (stejn¥ m·ºeme
nahradit jmenovatel (5.8) t°eba |r⃗(t)|2 = l2).

Poznámka. Podobn¥ jako v lineárních itera£ních metodách m·ºeme konvergenci urychlit
zavedením relaxace: λ vypo£tené pomocí (5.8) znásobíme jistým £íslem q. Ukazuje se, ºe
vhodná hodnota je asi q = 1.3, coº souvisí s typickou velikostí vazebných úhl·.
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Algoritmus SHAKE m·ºeme pouºít i pro MD rigidních molekul; pro osov¥ symetrické
molekuly sta£í jedna vazba, pro nesymetrické jsou nutny t°i do trojúhelníka. Je nevhodné
(ale p°i dostate£né pe£livosti ne nemoºné) mít úlohu p°eur£enu zavedením více vazeb, pro
simulaci methanu je tedy vhodné zvolit nap°. £ty°i vodíky jako referen£ní a polohu uhlíku
z nich po£ítat a rovn¥º p°epo£ítat síly podle zákon· platných pro tuhá t¥lesa.

Algoritmus SHAKE je zaloºen na Verletov¥ metod¥ a má proto jednu podstatnou
výhodu: je £asov¥ reverzibilní s p°esností, kterou dosáhneme p°i iteracích pro délky vazeb.

Pamatujte

Molekulová dynamika je zaloºena na integraci Newtonových pohybových rovnic. Nejb¥ºn¥j²í
metodou integrace je Verletova metoda a její varianty, nap°. leap-frog. Tato metoda je £asov¥
reverzibilní, z £ehoº vyplývá dobré zachování celkové energie. Dostanu tedy mikrokanonický
soubor a teplotu stanovím z kinetické energie.

Chci-li simulovat za konstantní teploty, musím p°idat termostat. Mezi b¥ºné termostaty
pat°í Berensen·v zaloºený na p°e²kálování v²ech rychlostí, Nosé·v-Hoover·v pouºívající doda-
te£ný stupe¬ volnosti, a stochastické termostaty zaloºené na náhodných silách.

Nahrazení vibrujících vazeb vazbami pevné délky mi umoºní prodlouºit integra£ní krok a
zlep²í konvergenci. Systém s vazbami není limitou vibrujícího systému pro nekone£né silové
konstanty oscilátor·, bývá to v²ak dobrá aproximace. K integraci pohybových rovnic slouºí
nap°. algoritmus SHAKE integrovaný do Verletovy metody.
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Monte Carlo

Smyslem po£íta£ových simulací je generovat kon�gurace systému mnoha £ástic a tyto
kon�gurace pak pouºít ke stanovení r·zných termodynamických £i strukturních veli£in,
coº obvykle p°edstavuje výpo£et n¥jaké st°ední hodnoty. Metoda MC generuje kon�gurace
práv¥ s ohledem na efektivní výpo£et st°edních hodnot. Název metody pak pochází z toho,
ºe na rozdíl od deterministické MD pouºívá generátor náhodných £ísel, tj. po£íta£ový kód,
který produkuje náhodná £ísla s danými statistickými vlastnostmi.

6.1 Monte Carlo integrace

�asto pot°ebujeme spo£ítat mnohodimenzionální integrál. M·ºeme vyuºít metodu �náhodného
st°ílení� , téº známou jako naivní Monte Carlo.

Poznámka. Nepo£íta£ovým p°íkladem Monte Carlo integrace je Bu�onova jehla. M¥jme
linkovaný papír s linkami vzdálenými d. Pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ hozená jehla délky
l, l ≤ d, protne linku, je 2l/πd.
Tento vzorec odvodíme následovn¥. Podle obr. 6.1 je pravd¥podobnost protnutí rovna po-
m¥ru obsahu modré oblasti k celkové plo²e oblasti (d/2)× (π/2),

π =
1

d/2

∫ d/2

0

dz
1

π/2

∫ π/2

0

(
z <

l

2
cos θ

)
dθ =

1

d/2

1

π/2

∫ π/2

0

l

2
cos θ dθ =

2l

πd

kde výraz (a < b) dává 1, pokud nerovnost platí, jinak 0. Nech´ házíme ncelkem krát a z toho

78
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Obrázek 6.1: K výpo£tu pravd¥podobnosti protnutí linky náhodn¥ hozenou jehlou. Poloha jehly
je popsaná vzdáleností od linky z a úhlem θ, k protnutí dojde v oblasti parametr· vyzna£ené na
obrázku vpravo

jehla protne linku nprotne krát. �íslo π vypo£teme podle vzorce

π ≈ 2l

πd
, kde π =

nprotne
ncelkem

Dále nás zajímá, s jakou p°esností jsme π stanovili. Dá se ukázat, ºe standardní chyba
odhadu π je

δπ ≈
√

π(1− π)

n− 1

Obecn¥ p°i výpo£tu integrálu funkce f(x1, . . . , xD) p°es oblast Ω v D-rozm¥rném
prostoru platí: ∫

Ω

f(x1, . . . , xD)dx1 . . . dxD ≈ |Ω|
n

n∑
k=1

f(x
(k)
1 , . . . , x

(k)
D ) (6.1)

kde (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
D ) zna£í k-tý náhodný bod v oblasti Ω, jejíº D-objem je |Ω|. Metoda

náhodného st°ílení není p°íli² p°esná, je v²ak jednoduchá a v mnoha p°ípadech sloºitých
mnohonásobných integrál· jediná moºná.
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Poznámka. Zkusme spo£ítat integrál
∫ 1

0
sin(1/x) dx. Integrand vypadá velmi o²kliv¥, takºe

b¥ºné metody (jako Simpsonovo pravidlo) by bez dal²ích úprav byly nep°esné. Výpo£et
metodou MC je velmi jednoduchý, v snadno pochopitelném �pseudokódu� nap°.:

n := 1000000000

sum := 0

FOR i:=1 TO n

sum := sum + sin(1/u0,1)
END

PRINT sum/n 0 1
x

-1

0

1

s
in

(1
/x

)

kde u0,1 je náhodné £íslo z intervalu (0, 1) (v r·zných programovacích jazycích dostupné
nap°. jako rand() nebo random(1) apod.). Pouºili jsme vzorec (6.1) s Ω = (0, 1), takºe
|Ω| = 1.
Vý²e uvedený kód implementovaný v C mi dal 0.504086; snadno lze dopo£ítat i standardní
chybu tohoto výsledku, 0.000020. Výpo£et trval 46 s na 1 procesoru Intel Core DUO E8600,
3.33 GHz. P°esná hodnota je1 sin(1)− Ci(1) = 0.50406706.

6.2 Importance sampling

V p°ípad¥ výpo£tu st°ední hodnoty systému mnoha £ástic, rov. (7.1), v²ak tato metoda
zcela selhává z jednoho prostého d·vodu: náhodný výb¥r ned¥lá rozdíl mezi kon�gura-
cemi, které mají velkou pravd¥podobnost výskytu a tudíº podstatn¥ p°ispívají k hodnot¥
⟨X⟩, a málo pravd¥podobnými £i p°ímo nemoºnými. Nejjednodu²eji se tato skute£nost
demonstruje na p°ípadu systému N tuhých koulí. Generovat náhodn¥ kon�gurace tohoto
systému znamená náhodn¥ volit polohy N koulí v objemu V (náhodn¥ vybírat kon�guraci
r⃗N,(k) v (7.1)) a vypo£ítat vºdy sou£in funkce X s Boltzmannovým faktorem exp(−βU).
Pro libovolnou kon�guraci v²ak s velikou pravd¥podobností (pro vysoké hustoty tém¥°

1v systému Maple: integrate(sin(1/x),x=0..1); evalf(%);

v systému Mathematica: Integrate[Sin[1/x],{x,0,1}]//N
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s jistotou) dojde k tomu, ºe alespo¬ dv¥ koule se budou protínat, a tedy Boltzmann·v
faktor bude nula. Pravd¥podobnost získání moºné kon�gurace je tém¥° nula a výraz (7.1)
nebude v·bec de�nován (d¥lení nuly nulou).

�e²ení, které se nabízí k odstran¥ní tohoto problému, je toto: p°i výpo£tu st°ední
hodnoty nebudeme uvaºovat libovolné kon�gurace, ale p°ednostn¥ ty, které podstatn¥
p°ispívají k hodnot¥ integrálu (angl. importance sampling). Otázkou pak je

1. jak toto realizovat a
2. dostaneme-li správný odhad ⟨X⟩.

Pokud se týká problému 1., je samoz°ejm¥ obtíºné vytvo°it moºnou (dostate£n¥ pravd¥po-
dobnou) kon�guraci pouhým vkládáním £ástic do prázdného prostoru (viz vý²e uvedený
p°íklad). Máme-li v²ak n¥jakou (dostate£n¥ pravd¥podobnou) kon�guraci, pak by jiº ne-
m¥l být takový problém z této kon�gurace vytvo°it jinou dostate£n¥ pravd¥podobnou
kon�guraci. Intuitivn¥ lze tedy navrhnout následující schéma, které pro jednoduchost vy-
sv¥tlíme op¥t na systému tuhých koulí. V tomto p°ípad¥ je totiº Boltzmann·v faktor
bu¤ nula, nebo jedna, a tedy kaºdá kon�gurace, ve které nedochází k p°ekryvu ºádných
koulí, má stejnou pravd¥podobnost výskytu, zatímco kon�gurace s p°ekryvem se nikdy
nevyskytnou. P°edpokládejme tedy, ºe se nám poda°ilo n¥jakým zp·sobem vytvo°it moº-
nou kon�guraci. Zm¥níme-li nyní polohu jedné (nebo i více) koulí tak, ºe op¥t nedojde
k p°ekryvu, dostaneme dal²í moºnou kon�guraci, a tak m·ºeme pokra£ovat a vytvo°it
posloupnost kon�gurací, která bude na²í vybranou posloupností v kanonickém souboru.

Jak uvidíme dále, lze vý²e uvedený princip roz²í°it a najít vhodnou vybranou posloup-
nost kon�gurací k výpo£tu st°ední hodnoty i ve sloºit¥j²ím p°ípad¥, kdy Boltzmann·v
faktor nabývá více hodnot neº jen dvou. Rigorózn¥ se tento problém °e²í pomocí Marko-
vových °et¥zc·, coº nakonec zajistí i správnost výsledku (bod 2.). Zkusme to v²ak nejprve
zcela intuitivn¥ a napi²me algoritmus zvaný Metropolisova metoda

1. Vybereme £ástici, i (nap°. náhodn¥)
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2. Zkusíme s ní náhodn¥ hýbnout, nap°.:

xzki = xi + u(−d,d) ,

yzki = yi + u(−d,d) ,

zzki = zi + u(−d,d)

u(−d,d) je náhodné £íslo rovnom¥rn¥ rozd¥lené v intervalu (−d, d). To znamená, ºe
pravd¥podobnost opa£ného pohybu je stejná

3. Spo£teme zm¥nu potenciální energie, ∆U = U zk − U
4. � Je-li ∆U ≤ 0, zm¥nu p°ijmeme a pokra£ujeme s novou kon�gurací

� Je-li ∆U > 0, zm¥nu p°ijmeme s pravd¥podobností exp(−β∆U); to znamená, ºe
s pravd¥podobností 1− exp(−β∆U) pokra£ujeme se starou kon�gurací

Tento MC krok opakujeme mnohokrát.

Poznámka. �P°ijmout s pravd¥podobností π� se realizuje následujícím algoritmem:
IF u(0,1) < π
THEN p°ijmout
ELSE odmítnout

Pokud vám tento algoritmus d¥lá potíºe, uv¥domte si, ºe funguje u obou limitních p°ípad·:
pro π = 0 není podmínka u(0,1) < π nikdy spln¥na (v²echna náhodná £ísla z intervalu (0, 1)
jsou v¥t²í neº π = 0; pro π = 1 je pomínka spln¥na vºdy (v²echna náhodná £ísla z intervalu
(0, 1) jsou men²í neº π = 1).

Pro£ dostaneme správný kanonický soubor? Nech´ p°i pohybu z kon�gurace A na B
dojde ke zvý²ení energie, U(B)−U(A) = ∆U > 0. Pak daný zku²ební pohyb (novou kon-
�guraci B) p°ijmeme s pravd¥podobností exp(−β∆U) < 1. Se stejnou pravd¥podobností,
se kterou jsme se pokusili A zm¥nit na B, se n¥kdy pokusíme zm¥nit B na A (protoºe
v kroku 2 je pravd¥podobností opa£ného pohybu stejná). Takovou zm¥nu ale vºdy p°i-
jmeme, protoºe nyní U(A)− U(B) = ∆U < 0. Zm¥nu A → B provádíme s pravd¥podob-
ností exp(−β∆U), zm¥nu B → A vºdy, tedy A → B provádíme exp(−β∆U) krát £ast¥ji
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neº B → A. Proto pro pom¥r pravd¥podobností platí

π(B)

π(A)
= exp(−β∆U) = exp[−βU(B)]

exp[−βU(A)]

bez ohledu na to, zda je ∆U kladné £i záporné (A a B vystupují v úvahách zcela symet-
ricky). Stejná úvaha platí pro v²echny uvaºované páry zm¥n kon�gurací, v²echny pom¥ry
jsou dány pom¥rem Boltzmannových pravd¥podobností, tedy pravd¥podobnost nalezení
jakékoliv dosaºitelné kon�gurace musí být úm¥rná Boltzmannovu faktoru.

6.3 Trocha teorie: náhodné veli£iny

Zkusme nyní to samé formulovat trochu v¥de£t¥ji.
Symbolem S ozna£me náhodnou veli£inu. Ta nabývá hodnoty z jisté (pro jednodu-

chost kone£né) mnoºiny stav· (pro nás: kon�gurací) {Ai}, i = 1, . . . ,M , s jistou pravd¥-
podobnosti π(Ai) = πi, p°i£emº platí

∑
i πi = 1. Náhodnou veli£inou m·ºe být nap°. hod

hrací kostkou. PakM = 6 a πi = 1/6 (je-li kostka zcela pravidelná a jestliºe ne�xlujeme).
Markov·v °et¥zec je posloupnost náhodných veli£in S(k), k = 1, . . . ,∞ taková, ºe

událost, kterou pozorujeme v �£ase� k + 1, závisí na tom, jaká událost byla pozorována
v £ase k. Konkrétn¥, jestliºe se v £ase k vyskytne událost Ai s pravd¥podobností π

(k)
i (tj.

náhodná veli£ina S(k) nabývá hodnoty Ai s pravd¥podobností π
(k)
i ), pak v £ase k + 1 se

událost Aj vyskytne s pravd¥podobností, pro kterou platí

π
(k+1)
j =

M∑
i=1

π
(k)
i Wi→j (6.2)

nebo zapsáno vektorov¥ pro π = (π1, . . . ,πM) (°ádkový vektor)

π(k+1) = π(k) ·W (6.3)



KAPITOLA 6. MONTE CARLO 84

Veli£ina W se nazývá matice p°echodu. Prvky Wi→j ≡ W (Ai → Aj) mají fyzikální
význam pravd¥podobnosti p°echodu ze stavuAi do stavuAj (jsou tedy nezáporné). Matice
p°echodu musí spl¬ovat normovací podmínku

M∑
j=1

Wi→j = 1 pro v²echna i (6.4)

Tato podmínka znamená, ºe z kon�gurace Ai vznikne (s pravd¥podobností jedna) jedna
z kon�gurací Aj, j = 1, . . .M .

Markovovým °et¥zcem m·ºe být t°eba posloupnost hod· (jednou) kostkou. M·ºeme
zde p°ipustit, ºe p°i jednom hodu je £íslo, které padne, pon¥kud ovlivn¥no p°edchozí
polohou (nedostate£n¥ kostkou v dlani zat°epeme), není v²ak (p°ímo) ovlivn¥nou polohou
p°ed dv¥ma hody.

Máme-li Markov·v °et¥zec, m·ºeme si poloºit °adu otázek. Nap°íklad, vyjdu-li ze
stavu Ai, jaká je pravd¥podobnost toho, ºe po k krocích dojdu do stavu Aj? Jak bude
záviset výskyt stavu Aj na k? Tyto otázky osv¥tlíme nejlépe na p°íkladu.

Poznámka. Mám v kancelá°i po£íta£. Ten mi vºdy funguje, ale hor²í je to se sítí, ta n¥kdy
funguje, n¥kdy ne. Dlouhodobým pozorováním jsem zjistil, ºe

1. funguje-li sí´ dnes, je 90% pravd¥podobnost, ºe bude fungovat i zítra
(tj. spadne s pravd¥podobností 10 %);

2. nefunguje-li sí´ dnes, pak s pravd¥podobností 70 % nebude fungovat ani zítra
(aj´áci ji spraví s pravd¥podobností 30 %) .

Stav sít¥ tedy nabývá dvou hodnot, A1 = funguje a A2 = nefunguje. Pravd¥podobnosti
v £ase k lze popsat dvourozm¥rným vektorem

π(k) = (π
(k)
1 ,π

(k)
2 ).

Matice p°echodu je v tomto p°ípad¥

W =

(
0.9 0.1

0.3 0.7

)
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Jestliºe tedy v£era byl stav sít¥ popsán vektorem π(1), pak pro dne²ní stav platí:

π(2) = π(1) ·W

Tedy nap°. je-li π(1) = (1, 0), pak π(2) = (0.9, 0.1), a je-li π(1) = (0, 1), pak π(2) = (0.3, 0.7).
Takto mohu pokra£ovat a druhý den mám rozloºení

π(3) = π(2) ·W = π(1) ·W2

a tedy

π(3) =

{
(0.84, 0.16), je-li π(1) = (1, 0),

(0.48, 0.52), je-li π(1) = (0, 1)

Pokra£uji-li dále, zjistím, ºe rozloºení π(k) pro velká k nebude uº v·bec záviset na π(1) a
dostanu tzv. limitní rozloºení

lim
n→∞

π(n) = π = (0.75.0.25) (6.5)

tedy pr·m¥rná pravd¥podobnost fungování je 75%. Opravdu je tomu tak ale vºdycky?
Zkusme n¥co jiného. Byl jsem na dovolené a nevím, zda v£era sí´ fungovala nebo ne. Jeden
kolega °íká, ºe sí´ nefungovala, druhý tvrdí, ºe ano. Pravd¥podobnosti pro a proti jsou tedy
asi stejné a po£áte£ní stav proto vezmeme ve tvaru

π(1) = (0.5, 0.5)

Jaká je tedy pravd¥podobnost, ºe sí´ bude fungovat, aº dnes p°ijdu do práce?

π(2) = π(1) ·W = (0.6, 0.4)

a tedy pravd¥podobnost je 60%. Budu-li nyní pokra£ovat ve výpo£tu pravd¥podobnosti dál,
zjistím, ºe po n¥kolika dnech dostanu op¥t rozloºení (6.5).
Ve statistické fyzice nás zajímá m¥°ení veli£in. Zde m·ºe jako p°íklad veli£iny (pozorova-
telné) slouºit výd¥lek: jestliºe sí´ funguje, vyd¥lám X(funguje) = 2000K£ za den, jestliºe
nefunguje, nemohu pracovat a beru pouze X(nefunguje) = 500K£. Pr·m¥rný výd¥lek je
dán st°ední hodnotou

⟨X⟩ = π(funguje)X(funguje) + π(nefunguje)X(nefunguje) .= 1625K£
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Matice p°echodu v na²em jednoduchém p°íkladu má tu vlastnost, ºe systém ztrácí
�pam¥´� , tj. po jisté dob¥ pravd¥podobnost πj nalezení jevu Aj v·bec nezávisí na tom,
z jakého rozloºení jsme vy²li. A jak tento p°íklad souvisí s p·vodním problémem vybrané
posloupnosti, s níº budeme procházet kon�gura£ní prostor? Jednodu²e. M¥jme posloup-
nost stav· £ili nyní kon�gurací {A(k)}nk=1 vybranou z Markovova °et¥zce {S(1),S(2), . . . }
s limitním rozloºením

πj =
exp(−βUj)∑M
k=1 exp(−βUk)

≡ exp(−βUj)
Q

(6.6)

kde jsme ozna£ili Uj = U(Aj). Pak st°ední hodnota veli£iny X podél tohoto °et¥zce,

X =
1

n

n∑
k=1

X(k) (6.7)

kde X(k) = X(A(k)), bude pro rostoucí n konvergovat k souborové st°ední hodnot¥ dané
vztahem

⟨X⟩ =
M∑
j=1

πjX(Aj) ≡
M∑
j=1

πjXj . (6.8)

Zbývá ur£it podmínky, za kterých π(k) = π(1) ·Wk konverguje k limitnímu rozloºení
π. Jestliºe:

1. v²echny stavy jsou dosaºitelné z libovolného stavu v kone£ném £ase s nenulovou
pravd¥podobností a

2. ºádný stav není periodický (stav Ai je periodický, jestliºe existuje perioda m taková,
ºe je-li π(k)

i = 0, pak π
(k+m)
i = 0 a je-li π(k)

i ̸= 0, pak π
(k+m)
i ̸= 0),

pak se mnoºina stav· nazývá ergodická a pro libovolné po£áte£ní rozloºení pravd¥podob-
ností π(1) existuje limita π = limk→∞ π(k). Rozloºení pravd¥podobnosti π je tedy °e²ením
rovnice

π ·W = π (6.9)
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a toto °e²ení je jediné.

Poznámka. Jinými slovy, vektor stav· π je vlastním levým vektorem stochastické matice
W. Lze ukázat, ºe v²echna dal²í vlastní £ísla jsou v absolutní hodnot¥ men²í neº 1.

6.3.1 Ur£ení matice p°echodu

Pot°ebujeme tedy zkonstruovat posloupnost (Markov·v °et¥zec) kon�gurací tak, aby se
pravd¥podobnost výskytu jednotlivých kon�gurací rovnala Boltzmannov¥ váze (6.6), která
tak bude p°edstavovat limitní rozloºení jisté, zatím neznámé matice p°echodu. Toto je
práv¥ opa£ný problém neº ten, který se obvykle °e²í v teorii Markovových °et¥zc·, tj.
k dané matici p°echodu nalézt limitní rozd¥lení.

Pro ur£ení matice p°echodu máme celkem t°i podmínky:

Wi→j ≥ 0 pro v²echna i, j = 1, . . . ,M (6.10)
M∑
j=1

Wi→j = 1 pro v²echna i = 1, . . . ,M (6.11)

π ·W = π . (6.12)

Poslední rovnice vyjad°uje podmínku tzv. detailní rovnováhy. Toto je nutná podmínka za-
ji²´ující vlastnosti limitního (stacionárního) rozloºení pravd¥podobnosti. Umíme ji splnit,
poºadujeme-li siln¥j²í podmínku, tzv. podmínku mikroskopické reverzibility. Sta£í, aby

πiWi→j = πjWj→i (6.13)

a podmínka detailní rovnováhy je spln¥na.
Poznámka. Platnost podmínky (6.12) za p°edpokladu platnosti (6.13) snadno uká-
ºeme, aplikujeme-li operátor

∑M
i=1 na ob¥ strany rovnice (6.13) a dosadíme-li jedni£ku

za
∑M

i=1Wj→i (viz rov. (6.11)) na pravé stran¥.
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Rovnice (6.10)�(6.12) neur£ují matici p°echodu jednozna£n¥. Soustava (6.11) a (6.12)
totiº p°edstavuje celkem 2M rovnic pro M ×M neznámých.

Vyuºijme nyní toho, ºe πi = exp(−βUi)/Q je limitní rozloºení. Po dosazení do (6.13)
dostaneme bu¤

Wj→i

Wi→j

=
πi

πj

= exp[−β(Ui − Uj)] (6.14)

nebo Wj→i = Wi→j = 0. Jak je vid¥t, poda°ilo se nám zbavit, alespo¬ v pom¥ru prav-
d¥podobností, neznámé funkce Q; v obecném p°ípad¥ (jsou-li πi jiné neº Boltzmannovy
pravd¥podobnosti) tento výsledek znamená, ºe nám sta£í zadat jen relativní pravd¥po-
dobnosti a nemusíme se starat o sou£et £ísel πi.

Metropolisova metoda.

Snadno se nyní p°esv¥d£íme, ºe matice p°echodu de�novaná vztahy

Wi→j =


αi→j pro i ̸= j a πj ≥ πi,

αi→j
πj

πi

pro i ̸= j a πj < πi,

1−
∑
k, k ̸=i

Wi→k pro i = j

(6.15)

kde αi→j je libovolná symetrická2 stochastická (tj. platí pro ni (6.10) a (6.11)) matice,
spl¬uje podmínku mikroskopické reverzibility. Toto je matice navrºená Metropolisem a
pouºívaná dodnes (a odpovídající algoritmu na str. 81). Poznamenejme je²t¥, ºe první
dva °ádky v (6.15) lze zapsat kompaktn¥ jako

Wi→j = αi→j min

{
1,

πj

πi

}
pro i ̸= j (6.16)

Algoritmus jsme jiº uvedli. Zopakujme si ho nyní v£etn¥ po£íta£ového �pseudokódu�:
2Roz²í°ení na nesymetrické matice pochází od W. K. Hastingse
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1. Zvolíme £ástici, kterou se bude hýbat, m°íºkový bod, . . .
2. Azk := A(k) + zm¥níme náhodn¥ polohu (spin) vybrané £ástice
3. ∆U := U(Azk)− U(A(k)) ≡ U zk − U (k)

4. Kon�guraci p°ijmeme (A(k+1) = Azk) s pravd¥podobností ppij,
v opa£ném p°ípad¥ odmítneme:

Varianta 1 Varianta 2 Varianta 3

u := u(0,1) u := u(0,1) IF ∆U < 0

IF u < min{1, e−β∆U} IF u < e−β∆U THEN A(k+1) := Azk

THEN A(k+1) := Azk THEN A(k+1) := Azk ELSE

ELSE A(k+1) := A(k) ELSE A(k+1) := A(k) u := u(0,1)

IF u < e−β∆U

THEN A(k+1) := Azk

ELSE A(k+1) := A(k)

5. k := k + 1 a opakujeme od za£átku

Metoda tepelné lázn¥.

Jinou moºností, pouºívanou p°edev²ím pro m°íºkové modely s krátkodosahovým potenci-
álem, je tzv. metoda tepelné lázn¥ (heat-bath method). Vybereme si m°íºkový bod (p°íp.
i skupinu) a pro jeho dané okolí vypo£teme Boltzmannovy faktory v²ech jeho moºných
stav·. Se£teme, faktory vyd¥líme sou£tem (£áste£nou statistickou sumou), £ímº dosta-
neme Boltzmannovy pravd¥podobnosti. Nový spin vybereme z této mnoºiny s Boltzman-
novou pravd¥podobností. Metodu lze interpretovat tak, ºe daný spin �pono°íme do lázn¥�
s danou teplotou. Metoda tepelné lázn¥ je vhodnou alternativou, jestliºe Metropolisova
metoda se stane neefektivní pro p°íli² mnoho odmítnutých kon�gurací. Výhodná je tehdy,
pokud lze v²echny pravd¥podobnosti pro v²echna okolí p°edem tabelovat.

Poznámka. Více matematicky: P°edpokládejme, ºe umíme spo£ítat £áste£nou statistickou



KAPITOLA 6. MONTE CARLO 90

sumu pro jistou podmnoºinu Cpart celého kon�gura£ního prostoru C, který p°edpokládáme
diskrétní. Matice p°echodu metody tepelné lázn¥ je

Wi→j = exp(−βUj) /
∑

Ak∈Cpart

exp(−βUk) pro Ai, Aj ∈ Cpart (6.17)

Abychom byli konkrétní, zvolme si za Cpart mnoºinu v²ech kon�gurací li²ících se jen hodno-
tou prom¥nné na jednom m°íºkovém bodu b. Tuto prom¥nnou (spin) ozna£íme sb. Pak lze
napsat

W (sb → s′b) = exp[−βU(s′b)] /
∑
s∗b

exp[−βU(s∗b)] (6.18)

kde závislost veli£in na ostatních spinech, které se v daném kroku nem¥ní, jiº nevyzna£ujeme.
Kon�gurace spinu sb vybíráme tedy s Boltzmannovou váhou danou energiemi kon�gurací a
teplotou, coº si lze p°edstavit jako pono°ení spinu do termostatu £i �tepelné lázn¥� o dané
teplot¥ T . Spin tak �zapomene� na p°edchozí stav a Wi→j nezávisí na Ai.

6.3.2 Zku²ební zm¥na kon�gurace

Zbývá odpov¥d¥t na otázku, co je matice αi→j vystupující v maticích p°echodu (6.15). Tato
matice udává podmín¥nou pravd¥podobnost generování zku²ební kon�gurace Aj z kon�-
gurace Ai. Pro klasický spojitý systém budeme mít místo matice funkci α(r⃗N → r⃗′N).

Ve standardní Metropolisov¥ metod¥ je tato matice symetrická. Máme-li tedy kon-
�guraci Ai, pak kon�guraci Aj musíme vygenerovat s pravd¥podobností stejnou, jakou
bychom z kon�gurace Aj generovali kon�guraci Ai. Podobn¥ je tomu ve spojitém p°ípad¥,
kde pravd¥podobnost je nahrazena hustotou pravd¥podobnosti; nesmíme jen zapomenout
na to, ºe tato hustota pravd¥podobnosti je de�novaná vzhledem ke kartézským prom¥n-
ným r⃗N a m·ºe se zm¥nit, jestliºe bychom cht¥li p°ejít k jiným sou°adnicím (nap°. sféric-
kým). Dále musíme mít p°i návrhu zku²ebního posunutí na pam¥ti ergodi£nost, tedy aby
systém mohl (pomocí co nejmen²ího po£tu krok·) p°echázet z jedné £ásti kon�gura£ního
prostoru do jiné. Speciáln¥ ve spojitých modelech je nutno dát pozor na to, aby systém
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snadno p°ekonal velké potenciálové bariéry, nap°. u vnit°ních stup¬· volnosti. Podobn¥
u n¥kterých m°íºkových model· m·ºe nastat situace, kdy není moºné jednu kon�guraci
p°em¥nit na druhou pouze postupnými zám¥nami jednotlivých spin·; pak je nutné m¥nit
v jednom kroku celou skupinu spin· najednou.

Uve¤me n¥kolik p°íklad·.

Diskrétní m°íºový systém.

U simulace Isingova feromagnetu máme dva stavy, + a −. Zku²ební zm¥na kon�gurace je
jednoduchá: vybereme (náhodn¥) spin a zm¥níme jeho hodnotu na opa£nou. Pak apliku-
jeme Metropolisovo kritérium, zda tuto zm¥nu p°ijememe.3

Atomární systém.

Zku²ební translace m·ºe být dána krokem 2 na str. 82. Asi efektivn¥j²í je mít ve troj-
rozm¥rném prostoru toto zku²ební posunutí izotropní, nap°. uvnit° koule o polom¥ru d.
Podstatné je, aby k opa£nému pohybu do²lo se stejnou pravd¥podobností.

Sm¥si

Mikroreverzibilitu musíme zachovat ve v²ech krocích návrhu algoritmu. Kdybychom na-
p°íklad simulovali ternární sm¥s sloºenou z molekul A, B a C a st°ídali pohyby v po°adí

[: (náhodná molekula typu A) (náhodná molekula typu B) (náhodná molekula typu C) :]

([: :] zna£í repetici), nebylo by to správné, protoºe opa£né po°adí C, B, A není stejné.
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Obrázek 6.2: Závislost standardní chyby m¥°ení viriálového tlaku δP na maximální délce zku-
²ebního posunutí d (vlevo) a na zlomku p°ijatých kon�gurací χ (vpravo). Kaºdý bod byl získán
z 107 MC krok· (krok = pokus pohnout jednou £ásticí) na systému 64 LJ atom· (σ = 1, ϵ = 1)
p°i T = 1.2, ρ = 0.8.

6.3.3 Zlomek p°ijetí a nastavení parametr·

D·leºitou charakteristikou MC simulací je tzv. zlomek p°ijetí (acceptance ratio), £ili pom¥r

χ =
po£et p°ijatých kon�gurací

po£et v²ech generovaných kon�gurací
(6.19)

3Pro tento jednodudchý systém existují mnohem efektivn¥j²í metody, v nichº se p°eklápí celé oblasti
m°íºky najednou
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Uvaºujeme-li simulace klasických spojitých systém·, bude tento pom¥r z°ejm¥ záviset na
velikosti zku²ebního posunutí d v rovnici xzki = xi+u(−d,d) £i v jiné podobné. Bude-li nap°.
d p°íli² malé, bude zm¥na energie v jednom kroku malá, Boltzmann·v faktor exp(−β∆U)
blízký jedni£ce, tém¥° kaºdá kon�gurace bude p°ijata a χ bude blízké jedni£ce, ale efekti-
vita simulace bude nízká, protoºe kon�gurace se od sebe málo li²í. Bude-li d velké, bude
zm¥na energie v jednom kroku velká a v¥t²inou kladná, Boltzmann·v faktor exp(−β∆U)
blízký nule a tém¥° kaºdá kon�gurace bude odmítnuta, coº je z°ejm¥ také neefektivní.
Existuje proto jistá optimální hodnota zlomku p°ijatých kon�gurací, která mnohdy leºí
okolo χ = 1/3.

Ve speciálních p°ípadech m·ºe být optimální χ jiné. P°íkladem jsou °ídké systémy,
zvlá²t¥ blízko kritického bodu: zde je efektivn¥j²í mít délku zku²ebního posunutí srovnatel-
nou s velikostí simulovaného systému i za cenu velmi malého zlomku p°ijatých kon�gurací
(t°eba 1%) neº malou zm¥nu kon�gurace v jednom kroku.

6.4 Rosenbluthovo vzorkování

Simulace polymer· (MC i MD) jsou zvlá²t¥ obtíºné, protoºe pohyby dlouhých a £asto
propletených °et¥zc· jsou navzájem brºd¥ny a dlouho trvá, neº se zm¥ní konformace. To
je fyzikální vlastnost, kterou lze t¥ºko vylep²it v molekulové dynamice, jeº simuluje reál-
nou dynamiku s fyzikáln¥ dlouhými relaxa£ními £asy. Moºnosti metod MC jak efektivn¥
vzorkovat kon�gura£ní prostor jsou v¥t²í. Zjevn¥ nebudou p°íli² efektivní lokální pohyby
jednoho £lánku °et¥zce. Je v²ak moºné rotovat najednou n¥kolika £lánky; za p°íklad nech´
slouºí tzv �crankshaft move� : \/\ → /\/. Je²t¥ efektivn¥j²í je (u lineárních °et¥zc·) po-
hyb zvaný �reptation� (housenkový pohyb): £lánek z jednoho konce p°emístíme na druhý
konec.

Jinou metodou je zapomenout na to, co jsme se dosud o metodách MC nau£ili, a
snaºit se vytvo°it kon�guraci polymeru od za£átku. I kdyº to m·ºe být obtíºné, výhodou
je, ºe kon�gurace jsou zcela nekorelované.
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p =
1

4× 3× 3× 3
p =

1

4× 3× 3× 2

Obrázek 6.3: Budujeme lineární °et¥zec na m°íºce jako náhodnou procházku bez protínání tak,
ºe v okamºiku p°idání £lánku (£ervené ty£inky) volíme náhodn¥ pokra£ování. �et¥zec vpravo má
v¥t²í pravd¥podobnost, protoºe v posledním kroku jsme volili jen ze dvou pokra£ování, zatímco
vlevo ze t°í

Abychom si vysv¥tlili princip, uvaºujme nejprve polymer v dobrém rozpou²t¥dle4.
Tento polymer lze popsat modelem náhodné procházky bez protínání. Navíc pro jedno-
duchost poloºme polymer na m°íºku, viz obr. 6.3. Budujme °et¥zec od malého £tvere£ku.
Na za£átku máme 4 moºnosti, jak vést první vazbu. Pro druhou vazbu máme ale jen t°i
moºnosti, protoºe nem·ºe zpátky. To samé platí pro t°etí vazbu. Ale £tvrté vazby se li²í
u kon�gurace vlevo a vpravo: zatímco vlevo jsme si vybrali jednu ze t°í moºností, vpravo
máme jen dv¥ (vazba doleva by vedla k p°ekryvu s po£áte£ním £lánkem). Kon�guraci
vpravo proto dostaneme £ast¥ji, neº bychom m¥li.

�e²ením je znásobit váhu takto získané kon�gurace £íslem, které se rovná sou£inu v²ech
t¥chto moºností (tj. jmenovatelem zlomk·). Tomuto sou£inu R se °íká Rosenbluthova váha

4V dobrém rozpou²t¥dle se °et¥zec polymeru rozvine, protoºe jeho £lánky se p°itahují p°ednostn¥
k molekulám rozpou²t¥dla, resp. se navzájem odpuzují. Naopak ve ²patném rozpou²t¥dle se svine, protoºe
je výhodn¥j²í, aby sousedily dva £lánky neº £lánek a rozpou²t¥dlo. Theta-rozpou²t¥dlo (θ-rozpou²t¥dlo)
je �n¥co mezi� � £lánek interaguje stejn¥ s molekulou rozpou²t¥dla jako s jiným £lánkem.
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kon�gurace:

R =
N∏
i=1

Ri

kde sou£in je p°es v²echny £lánky postupn¥ budovaného °et¥zce. U náhodné procházky jsou
Ri celá £ísla � po£ty pokra£ování. Zobecn¥ní na libovolnou interak£ní energii je p°ímo£aré,
místo nuly (nelze pokra£ovat, protoºe by se atomy p°ekrývaly) a jedni£ky (lze pokra£ovat)
máme Boltzmann·v faktor zm¥ny potenciální energie po p°idání jednoho £lánku,

Ri =
k∑
l=1

exp[−βUi(l)]

kde sou£et je p°es v²echna pokra£ování °et¥zce v daném kroku i a Ui(l) zna£í energii
daného pokra£ování (u 2D systému z obr. 6.3 bylo k = 4). Dal²í £lánek z k vybíráme
s pravd¥podobností úm¥rnou Boltzmannov¥ faktoru exp[−βUi(l)]/Ri.

Princip lze zobecnit i na reálný °et¥zec (tj. není na m°íºce) tak, ºe místo k pokra£ování
na m°íºce (ve sm¥rech ±x, ±y . . . ) generujeme ur£itý po£et k náhodných sm¥r·. Je
uºite£né si uv¥domit, ºe pro k = 1 generujeme zcela náhodný °et¥zec, jehoº váha je pak
dána Boltzmannovým faktorem, protoºe

R =
N∏
i=1

Ri =
N∏
i=1

exp[−βUi(1)] = exp

[
−β

N∑
i=1

Ui(1)

]

kde Ui(1) je zm¥na energie po p°idání £lánku a sou£et není nic jiného neº celková poten-
ciální energie. Dostáváme tedy �naivní� Monte Carlo integraci (která asi nebude p°íli²
efektivní). Naopak pro velmi velké k vybíráme dal²í £lánek ve shod¥ s Boltzmannovou
pravd¥podobností (metoda tepelné lázn¥) a generovaný °et¥zec vzorkuje kanonické roz-
d¥lení pravd¥podobností mnohem lépe. I p°es to je metoda tím mén¥ efektivní, £ím del²í
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°et¥zec tvo°íme; typicky má v¥t²ina °et¥zc· malé váhy (nejsou signi�kantní) a málo °et¥zc·
váhy velké (ty nás zajímají).

Pamatujte

Metody Monte Carlo jsou zaloºeny na pouºití (pseudo)náhodných £ísel. Nap°. n¥kolikanásobný
ur£itý integrál lze vy£íslit metodou náhodného st°ílení.

V simulacích tvo°íme posloupnost kon�gurací, které se vyskytují s pravd¥podobnostmi
platnými v daném souboru (v kanonickém souboru to jsou Boltzmannovy pravd¥podobnosti).
Metropolisova metoda je zaloºena na provád¥ní náhodných pohyb· (nap°. posunutí) molekul;
pohyb musí být symetrický, tj. pravd¥podobnost posunu vlevo a vpravo o stejnou vzdálenost
musí být stejná. Pokud tento pohyb vede ke sníºení energie, p°ijmeme ho. Pokud pohyb vede
ke zvý²ení energie o ∆U , p°ijmeme ho s pravd¥podobností e−∆U/kBT . Tento algoritmus je
mikroskopicky reverzibilní.

Velikost náhodných pohyb· se nastavuje podle zlomku p°ijatých kon�gurací. Optimální
hodnota bývá kolem t°etiny.



Kapitola 7

M¥°ení veli£in v simulacích

Veli£iny stanovované v simulacích m·ºeme zhruba rozd¥lit na
1. Makroskopické veli£iny:

(a) Mechanické veli£iny (energie, tlak atd.),

(b) Entropické veli£iny (chemický potenciál).

2. Strukturní (mikroskopické) veli£iny.
3. Dal²í pomocné veli£iny vypovídající o vývoji a stavu systému (parametry uspo°á-

dání, integrály pohybu v MD).
4. Transportní vlastnosti (kinetické veli£iny, nap°. difuzivita a viskozita).
Simulace produkuje posloupnost kon�gurací £ili trajektorii. P°eváºná v¥t²ina veli£inX

�m¥°ených� v pr·b¥hu simulace je dána aritmetickým pr·m¥rem (ozna£íme ho X) hodnot
stanovených z jednotlivých kon�gurací, Xi

1. Tímto pr·m¥rem aproximujeme skute£nou
st°ední hodnotu, ⟨X⟩:

⟨X⟩ ≈ X =
1

M

M∑
i=1

Xi (7.1)

K tomu, aby X bylo dobrým odhadem ⟨X⟩, musí být spln¥ny dv¥ podmínky:

1Obvykle nepouºíváme v²echny kon�gurace, ale provedeme n¥kolik MC £i MD krok·, aby se kon�gu-
race dostate£n¥ zm¥nila, neº provedeme m¥°ení. Nap°. v MD m·ºe být £asový krok 1 fs, ale vzorkujeme
po 10 fs, v MC mezi dv¥ma m¥°eními hýbneme kaºdou £ásticí alespo¬ jednou.

97
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Obrázek 7.1: P°ed zapo£etím �m¥°ení� st°edních hodnot musíme systém zrovnováºnit. Závislost
tlaku na £ase simulace pro model vody startovaný z pravidelného rozmíst¥ní molekul vody

� Systém musí být v rovnováze, tj. na grafu Xi (n¥kdy nazývaný konvergen£ní pro�l)
nesmí být patrný ºádný trend. P°ed zapo£etím m¥°ení (produktivního b¥hu) mu-
síme tedy dostate£n¥ dlouho simulovat (míchat, zrovnováº¬ovat) a sledovat vývoj
systému, viz obr. 7.1.

� M¥°íme dostate£n¥ dlouho.

Poznámka. Aritmetický pr·m¥r je (asi nejjednodu²²ím) p°íkladem statistiky, tedy me-
tody (vzorce, algoritmu) jak z výb¥ru hodnot z jistého pravd¥podobnostního rozd¥lení (tj.
z nam¥°ených dat) získat výsledek. Dal²ími p°íklady statistik jsou váºený pr·m¥r, medián
nebo �uktuace.
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nekorelovaná data

korelovaná data (korela£ní koe�cient = 0.9)

korelovaná data (korela£ní koe�cient = 0.99)

korelovaná data (kombinace r·zných korelací)

Obrázek 7.2: R·zn¥ korelovaná data. Korela£ní £as je vyzna£en vodorovnou £ervenou úse£kou

7.1 Odhad chyby aritmetického pr·m¥ru

Krom¥ st°ední hodnoty nás ov²em zajímá, jak p°esný je výsledek. P°esnost vyjad°ujeme
pomocí standardní chyby (nejistoty2) σX ,

σ2
X = ⟨(X − ⟨X⟩)2⟩ (7.2)

2Termín chyba se pouºívá v matematické statistice, termín nejistota v metrologii, kde zahrnuje kritické
posouzení v²ech faktor· (systematických i náhodných) ovliv¬ujících p°esnost výsledku. Vzhledem k tomu,
ºe jiný zdroj nep°esnosti výsledku neº zp·sobený stochastickými (náhodnými) p°í£inami zde neuvaºujeme,
p°idrºíme se terminologie matematické statistiky
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Poznámka. P°esn¥ je standardní chyba de�novaná jako sm¥rodatná (standardní) odchylka
dané statistiky (zde aritmetického pr·m¥ru (7.1)) od p°esné hodnoty statistiky pro danou
náhodnou veli£inu X (zde ⟨X⟩). Vyjad°uje tedy na²e znalosti o p°esnosti výsledku.
V simulaci £i reálném m¥°ení zpravidla máme jen jednu sérii m¥°ení Xi, i = 1, . . . ,M , a tedy
jeden aritmetický pr·m¥r X, který ov²em nevyjde p°esn¥ jako správná st°ední hodnota ⟨X⟩
(kterou p°edem neznáme). Kdybychom v²ak provedli tu samou simulaci mnohokrát, dostali
bychom mnoho výsledk· X, které by se pon¥kud li²ily; jejich aritmetický pr·m¥r by se blíºil
k ⟨X⟩ mnohem lépe. Protoºe v²ak X je také náhodná veli£ina, má ur£ité rozd¥lení, totiº
mnohdy Gaussovo; zjevn¥ také platí ⟨X⟩ = ⟨X⟩ (aritmetický pr·m¥r je nestranný odhad).
Pokud stanovíme σX a rozd¥lení je Gaussovo, víme, ºe s pravd¥podobností 68 % bude ⟨X⟩
v intervalu hodnot X±σX a s pravd¥podobností 95 % v intervalu X±2σX . Potíº je v tom,
ºe odhad σX musíme zaloºit na jedné posloupnosti hodnot Xi, protoºe nic jiného nemáme.

Pokud by hodnoty Xi byly nezávislé, nebyl by s odhadem standardní chyby σX problém;
následující vzore£ek jist¥ znáte

σ2
X ≈

∑M
i=1(Xi −X)2

M(M − 1)
(7.3)

Tak je tomu v simulacích málokdy, protoºe data jsou korelovaná, viz obr. 7.2. To je proto,
ºe i jednotlivé kon�gurace jsou korelované. Vzorec (7.2) lze po náhrad¥ st°ední hodnoty
⟨X⟩ odhadem (7.1) upravit na

σ2
X ≈

∑M
i=1(Xi −X)2

M(M − 1)
× (1 + 2τ)

kde τ je korela£ní £as (téº délka). Lze pro n¥j odvodit vztah

τ =
∞∑
k=1

ck, ck =
⟨∆Xi∆Xi+k⟩

⟨∆X2⟩

kde ∆Xi = Xi − ⟨X⟩, coº p°i výpo£tu aproximujeme rozdílem ∆Xi ≈ Xi − X. �íslo ck
se nazývá autokorela£ní koe�cient. Lidov¥ vyjád°eno, korela£ní £as vyjad°uje £as (po£et
krok·), za který se hodnoty veli£iny X �podstatn¥ zm¥ní� .
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Obrázek 7.3: Odhad chyby pr·m¥ru korelovaných dat. Vlevo: zpr·m¥rujeme dostate£n¥ dlouhé
bloky, které jiº lze povaºovat za nekorelované. Vpravo: nakreslíme kumulativní klouzavý pr·m¥r
(od za£átku simulace), standardní chyba je zhruba 0.6 krát rozdíl maximum − minimum z druhé
poloviny tohoto klouzavého pr·m¥ru. (Obrázky jsou ze stejných dat, ale osy y mají r·zná m¥°ítka)

Chceme-li tedy odhadnout chyby aritmetického pr·m¥ru z korelovaných dat, musíme
bu¤ znát odhad τ nebo n¥jak korelace odstranit. Asi nej£ast¥ji pouºívaná je bloková
metoda: posloupnost dat se rozd¥lí na bloky, které jsou del²í neº τ , takºe je m·ºeme
povaºovat za nekorelované. Vypo£teme pr·m¥ry p°es bloky a z t¥chto blokových pr·m¥r·
pak odhadneme chyby podle vzorce (7.3). Druhou dosti p°ibliºnou le£ v praxi vyhovující
metodou je metoda zaloºená na kumulativním klouzavém pr·m¥ru od za£átku simulace
(cumulative running (moving) average). Vyná²íme graf veli£iny

X̃i =
1

n

n∑
i=1

Xi

v závislosti na n. Tomuto grafu se n¥kdy (také) °íká konvergen£ní pro�l, protoºe X = X̃n

a limn→∞ X̃n = ⟨X⟩, tj. hodnoty konvergují ke st°ední hodnot¥. Stanovíme minimum X̃min

a maximum X̃max z druhé poloviny grafu (tj. pro n ∈ {M/2, . . . ,M}). Standardní chyba
je p°ibliºn¥ rovna

σX ≈ 0.6(X̃max − X̃min)
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Výsledek je zhruba stejn¥ kvalitní, jako kdybychom pouºili 8 aº 10 blok· (nic moc, ale
nemáme-li dost dat, je to lep²í neº nic).

Chybu zapisujeme ve tvaru 12.3±0.4 nebo v jednotkách posledního místa jako 12.3(4),
p°ípadn¥ pomocí indexu 12.34 (ale toto m·ºe také znamenat 12.34 s tím, ºe poslední 4 jiº
není p°íli² p°esná). Ve fyzice se tím rozumí standardní chyba, tj. výsledek je v intervalu
(11.9, 12.7) s pravd¥podobností 68 %. V biologii a mezi inºenýry je v²ak obvyklej²í uvád¥t
chybu na hladin¥ významnosti 95 %, která je rovna dvojnásobku standardní chyby3. Pokud
tedy uvádíme veli£inu s chybou (a to bychom m¥li!), musíme také dodat, jakou chybu
máme na mysli.

7.2 Mechanické veli£iny

7.2.1 Energie a teplota

Jiº jsme se setkali s kinetickou energií, z níº se po£ítá (v klasických simulacích) teplota,
viz rov. (5.3). Vnit°ní energie E4 je pr·m¥rem z kinetické i potenciální energie,

E = ⟨Ekin + Epot⟩ =

〈
N∑
i=1

m

2
v2i

〉
+
〈
U(rN)

〉
Protoºe kinetická £ást je jaksi triviální (je stejná i pro ideální plyn), n¥kdy se udává
jen ⟨U⟩; °íká se jí také reziduální vnit°ní energie. Úplná vnit°ní energie ov²em kinetickou
energii zahrnuje. Neznáme-li Ekin (nap°. v MC, kde T je parametrem simulace), pouºijeme
rov. (5.3).

Poznámka. Termín �reziduální� zna£í vzhledem ke standardnímu stavu ideální plyn p°i
stejné teplot¥, stejném objemu i stejném sloºení, jako má daný systém. Tyto veli£iny jsou

3Pro hnidopichy více desetinných míst: 1.959964 násobek
4Místo Epot budeme v dal²ím textu pouºívat symbol U = U(rN ) = mezimolekulový potenciál. Vnit°ní

energii pak ozna£íme E = E(T, V ).
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uºite£né v kanonickém (NVT) souboru. Téº se (mén¥ p°esn¥) pouºívá termín �dodatkový�
resp �excess�. Pro bezstrukturní £ástice, které v této kapitole uvaºujeme, je kinetická £ást
stejná jako pro jednoatomový ideální plyn a termínem �reziduální� není problém. Pokud
bychom m¥li molekulový model sloºený z atom· a potenciál U(rN ) by obsahoval intra-
molekulární p°ísp¥vky, není ⟨U(rN )⟩ reziduální vnit°ní energií podle této de�nice, výrazy
uvedené v dal²í £ásti této kapitoly v²ak budou stále platit.

7.2.2 Tlak

Pokud simulujeme za konstantního objemu, po£ítáme i dal²í základní mechanickou veli-
£inu, totiº tlak. Pouºijeme vztah (2.26) vlevo, nespokojíme se v²ak s ideálním plynem a
dosadíme za F celý vzorec (2.24), jen jsme zm¥nili symbol pro potenciální energii (místo
Epot pí²eme U).

βP =
1

QNV T

∂QNV T

∂V
, QNV T =

1

N !Λ3N

∫
V N

exp [−βU(r⃗1, . . . , r⃗N)] dr⃗1 . . . dr⃗N (7.4)

Potíº výpo£tu je v tom, ºe derivujeme p°es objem, který nemáme v integrandu, ale v me-
zích integrace. Pom·ºeme si trikem: zavedeme bezrozm¥rné (p°e²kálované) sou°adnice ξ⃗i:

r⃗i = V 1/3ξ⃗i

Integrál (7.4) je celkem 3N rozm¥rný, a proto Jacobián transformace je V N (pro jeden
vektor platí dr⃗i = V dξ⃗i), a proto

QNV T =

∫
1N

exp
[
−βU(V 1/3ξ⃗1, V

1/3ξ⃗N)
]
V Ndξ⃗1 · · · dξ⃗N

Kaºdý vektor ξ⃗i se integruje p°es jednotkovou periodickou krychli. Za integrálem je sou£in:
po derivaci £lenu V N dostaneme (po d¥lení QNV T podle (7.4)) ideální £ást stejn¥ jako
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v (2.26), u druhého £lenu zatím jen zderivujeme exponenciálu (a vyd¥líme QNV T , coº
vede ke st°ední hodnot¥):

P =
N

V
kT −

〈(
∂U(V 1/3ξ⃗N)

∂V

)
ξ⃗1,...,ξ⃗N

〉

Toto jiº je uºite£ný vzorec, jedin¥ musíme derivaci podle V po£ítat v simulacích nu-
mericky, nap°.: (

∂U

∂V

)
ξ⃗1,...,ξ⃗N

≈ U(V +∆V )− U(V −∆V )

2∆V
(7.5)

Metoda se nazývá virtuální zm¥na objemu, protoºe objem m¥níme jen pro ú£ely výpo-
£tu derivace a se zm¥n¥ným objemem nesimulujeme. Provádíme tedy normální simulaci
a ob£as zm¥níme objem o +∆V a −∆V , kde ∆V je dostate£n¥ malé. Zárove¬ se zm¥nou
objemu p°e²kálujeme v²echny sou°adnice stejným faktorem [(V ±∆V )/V ]1/3. Celou kon-
�guraci tedy �nafoukneme� nebo �stla£íme� (p°itom necháme ξi nezm¥n¥né), spo£teme
potenciální energii U a pak derivaci (7.5).

Derivaci m·ºeme spo£ítat i analyticky, protoºe V se vyskytuje ve v²ech N vektoro-
vých argumentech U , pouºijeme vzorec pro derivaci sloºené funkce mnoha prom¥nných a
dostaneme sou£et:(

∂U(V 1/3ξ⃗N)

∂V

)
ξ⃗1,...,ξ⃗N

=
N∑
i=1

1

3
V −2/3ξ⃗i ·

∂U

∂r⃗i
=

1

3V

N∑
i=1

r⃗i ·
∂U

∂r⃗i
= − 1

3V

N∑
i=1

r⃗i · f⃗i

kde f⃗i je síla na £ástici i. (Sou£et vpravo se n¥kdy nazývá viriál sil).
Poznámka. Ve skute£nosti tento obecný vzorec nelze jednodu²e pouºít v periodických
okrajových podmínkách. Za p°edpokladu párové aditivity a dosahu potenciálu men²ího neº
je polovina boxu m·ºeme odvodit

P = ρkT − 1

3V

∑
i<j

⟨riju′(rij)⟩ = ρkT +
1

3V

∑
i<j

⟨rijfij⟩
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kde f je párová síla.

7.3 Entropické veli£iny

Veli£iny, které v sob¥ obsahují entropii, coº jsou zvlá²t¥ Helmholtzova energie a chemický
potenciál, nelze spo£ítat jako jednoduchou st°ední hodnotu. Pouºívá se n¥kolik p°ístup·:

� metoda termodynamické integrace, kdy podobn¥ jako v termodynamice integru-
jeme (mechanické veli£iny) p°es teplotu a objem (p°íp. tlak £i dal²í veli£iny jako
�zapojovací parametr�);

� metoda vkládání £ástice, kdy z pravd¥podobnosti vloºení spo£teme chemický po-
tenciál,

� výpo£et reverzibilní práce integrací síly,
� metoda lokální hustoty.

7.3.1 Metoda termodynamické integrace

Chceme-li stanovit (nap°.) Helmholtzovu energii, musíme ji znát v n¥jakém vhodném
bod¥, nap°. pro ideální plyn nebo ve stavu krystalu (ideální Einstein·v krystal). Potom
si vzpomeneme na kurz fyzikální chemie, kde jsme odvodili vzorce(

∂F

∂V

)
T

= −P ∂(βF )

∂β
= E

Tyto vztahy budeme integrovat numericky. Musíme proto pseudom¥°it v mnoha bodech
(hodnotách p a T 5) a pak integrovat nap°. lichob¥ºníkovým (jsou-li body blízko u sebe)

5Existují ra�nované metody, kdy lze provést sérii simulací pro r·zné nap°. teploty a z dat pak spo-
£ítat hodnoty veli£in p°i libovolné teplot¥ uvnit° intervalu (multiple histogram reweighting), dále lze
sérii simulací provád¥t paraleln¥ s tím, ºe mezi jednotlivými simulacem ob£as �p°eskakujeme� (parallel
tempering).
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nebo Simpsonovým pravidlem.
Potenciální energie se vyskytuje ve statisticko-termodynamických vztazích násobená

inverzní teplotou β = 1/kBT . Pokud tedy m¥níme teplotu, je to to samé, jako bychom po-
tenciál znásobili faktorem rovným inverznímu pom¥ru teplot. My²lenku m·ºeme roz²í°it
zavedením tzv. zapojovacího parametru. Chceme spo£ítat rozdíl Helmholtzových energií
systém· popsaných potenciálními energiemi U1 a U0; pro názornost si m·ºete t°eba p°ed-
stavit ion a jeho nenabitou variantu, z rozdílu pak lze spo£ítat t°eba aktivitní koe�cient
iontu. Ob¥ energie spojíme

U(λ) = U0 + λ(U1 − U0)

Derivace kon�gura£ního integrálu je

∂Q

∂λ
=

∫
∂

∂λ
e−βUdr⃗N = −β

∫
∂U(λ)

∂λ
e−βU(λ)dr⃗N

a rozdíl Helmholtzových energií

F (1) = F (0) +

∫ 1

0

〈
∂U(λ)

∂λ

〉
λ

dλ = F (0) +

∫ 1

0

⟨U1 − U0⟩λdλ

kde simulujeme n¥kolik systém· li²ících se hodnotou λ (nap°. ion, ion s polovi£ním nábo-
jem a ion bez náboje).

7.3.2 Widomova metoda vkládání £ástice

Chemický potenciál je de�nován jako zm¥na Gibbsovy energie p°i vratném p°idání £ástice
(v chemii molu £ástic) k systému za konstantní teploty a tlaku,

µi =

(
∂G

∂Ni

)
T,p,Nj ,j ̸=i
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P°esn¥ji slovem �p°idání� rozumíme p°esun ze standardního stavu, dostaneme tedy che-
mický potenciál vzhledem ke standardnímu stavu. Protoºe zm¥na Gibbsovy energie je
rovna práci (jiné neº objemové), vyjad°uje chemický potenciál jakýsi energetický obsah
dané £ástice, její schopnost konat práci (p°i£emº je k dispozici dost tepla z termostatu a
dost energie z barostatu, v²e p°evád¥no vratn¥). Tuto my²lenku m·ºeme p°evést do formy
pouºitelné v simulacích n¥kolika zp·soby.

Uvaºujme otev°ený systém a pro jednoduchost zápisu nikoliv sm¥s, ale £istou látku.
Protoºe se lépe pracuje s konstantním objemem, napí²eme vztah pro zm¥nu Helmholtzovy
energie v otev°eném systému. Platí

dF = −SdT − PdV + µdN

Chemický potenciál je pak dán podobn¥,

βµ =

(
∂(βF )

∂N

)
V,T

= −
(
∂ lnZNV T

∂N

)
V,T

Po£et £ástic N ale není spojitá veli£ina, takºe nejmen²í diference je rovna jedné,

∂ lnZNV T
∂N

=
lnZN+1,V T − lnZNV T

(N + 1)−N
= ln

(
ZN+1,V T

ZNV T

)
e−βµ =

ZN+1,V T

ZNV T
=

1

(N + 1)Λ3

QN+1

QN

≈ 1

NΛ3

QN+1

QN

Po porovnání s chemickým potenciálem jednoatomového ideálního plynu (vnit°ní stupn¥
volnosti zde pro jednoduchost neuvaºujeme), µid = kBT ln(NΛ3/V ), dostaneme

exp(−βµres) = exp[−β(µ− µid)] =
1

V

QN+1

QN

kde µres = µ − µid je tzv. reziduální chemický potenciál, tj. vztaºený k ideálnímu plynu
za dané teploty a objemu.
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Rozepi²me nyní energii systému N + 1 £ástic jako

UN+1 = UN +Ψ(N)

kde Ψ je energie interakce (N +1)-ní £ástice s N £ásticemi. Kon�gura£ní integrál systému
N + 1 £ástic je pak

QN+1 =

∫
exp(−βUN+1) dr⃗1 . . . dr⃗N+1

=

∫
exp(−βUN − βΨ)dr⃗1 . . . dr⃗N+1

= QN

∫
⟨e−βΨ⟩N dr⃗N+1

Pod integrálem máme st°ední hodnotu po£ítanou v systému N £ástic, který simulujeme.
Poslední integrál p°es dr⃗N+1 spo£teme metodou Monte Carlo (náhodné st°ílení); objem
oblasti je

∫
1dr⃗N+1 = V , a proto

exp(−βµres) =
1

V

∫
⟨e−βΨ⟩Ndr⃗N+1 = (⟨e−βΨ⟩N)N+1 (7.6)

kde symbol (X)N+1 zna£í st°ední hodnotu veli£iny X p°es polohy (N + 1)-ní £ástice
v objemu V .

Celý postup je tedy zaloºen na normální NV T simulaci (MC nebo MD). Do systému
ob£as vloºíme (N + 1)-ní £ástici a spo£ítáme, o kolik se zm¥nila energie (totiº o Ψ).
Vloºená £ástice je virtuální (�ktivní, ghost), tedy není sou£ástí simulovaného systému.
Z mnoha t¥chto virtuálních vloºení £ástice spo£teme st°ední hodnotu Boltzmannova fak-
toru ⟨e−βΨ⟩N a podle vzorce (7.6) pak reziduální chemický potenciál.

Metoda selhává pro p°íli² velké rozpu²t¥nce v hustých systémech. Existuje varianta
postupného vkládání. Nejprve vloºíme malou £ástici a stanovíme její chemický potenciál.
Pak simulujeme systém s touto malou £ásticí (jiº není virtuální, ale reálná). �ástici se
pokou²íme zv¥t²it (p°idat náboje ap.) a op¥t stanovíme st°ední hodnotu Boltzmannova
faktoru; logaritmus této st°ední hodnoty je p°ísp¥vek k chemickému potenciálu.
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Obrázek 7.4: Vlevo: chemický potenciál lze stanovit integrací st°ední síly nam¥°ené pro £ástici
v r·zných polohách. Vpravo: necháme-li na £ástice p·sobit vn¥j²í pole, rozmístí se tak, aby sou£et
chemického + vn¥j²ího potenciálu byl konstantní

7.3.3 Reverzibilní práce integrací st°ední síly

Z termodynamiky víme, ºe chemický potenciál je roven vratné práci. Pokud budeme £ástici
drºet (molekulu nap°. za t¥ºi²t¥) pevn¥ na míst¥, m·ºeme v pr·b¥hu simulace stanovit
st°ední sílu, která na £ástici v daném systému p·sobí. Integrací této síly po dráze získáme
chemický potenciál resp. jeho zm¥nu mezi dv¥ma stavy

∆µi = −
∫ r⃗i(2)

r⃗i(1)

⟨f⃗i⟩ · dr⃗i

kde f⃗i je síla p·sobící na £ástici i. Nutno provést sérii simulací pro r·zné polohy £ástice.

7.3.4 Metoda lokální hustoty/koncentrace

Nech´ na rozpu²t¥nce i p·sobí vn¥j²í potenciál U ext
i (r⃗) (nap°. �gravitace�). V rovnováze

je sou£et chemického a vn¥j²ího potenciálu konstantní

µi(r⃗) + U ext
i (r⃗) = const
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Obrázek 7.5: Radiální distribu£ní funkce vyjad°uje, kolikrát je v pr·m¥ru víc £ástic ve vzdále-
nosti r okolo vybrané £ástice neº by tomu bylo v ideálním plynu

£ili
∆µi = µi(r⃗2)− µi(r⃗1) = −[U ext

i (r⃗2)− U ext
i (r⃗1)]

P°i výpo£tu v simulaci po£káme na ustavení rovnováhy a potom nam¥°íme histogram
hustot £i koncentrací £ástice i. Je-li nap°. potenciál U(r⃗1) tak vysoký, ºe koncentrace
v této poloze je velmi nízká a aktivitní koe�cient jedni£ka, snadno vypo£teme chemický
potenciál rozpu²t¥nce. Ze simulace pak získáme chemický potenciál (a tedy i aktivitní
koe�cient) v oblasti vysokých koncentrací.

7.4 Strukturní veli£iny

Základní strukturní veli£inou ve fyzice tekutin je radiální distribu£ní funkce (RDF, téº
párová korela£ní nebo distribu£ní funkce). Vyjad°uje pravd¥podobnost nalezení £ástice ve
vzdálenosti r od jiné £ástice. Tato pravd¥podobnost je normalizovaná tak, ºe pro nekore-
lované £ástice (idelní plyn) je hodnota RDF rovna jedni£ce (a proto také pro kapaliny je
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Obrázek 7.6: Vlevo: Radiální distribu£ní kapalného argonu, vpravo: distribu£ní funkce modelu
kapalné vody

RDF pro ob¥ £ástice daleko od sebe rovna 1). Radiální distribu£ní funkci dostaneme in-
verzní Fourierovou transformací rozptylových dat. Nej£ast¥ji se pouºívá rozptyl neutron·
nebo rentgenova zá°ení.

M¥jme N molekul ideálního plynu v objemu V . Jaká je pravd¥podobnost, ºe naleznu
v objemu dV £ástici (tj. kteroukoliv z N £ástic)? Je rovna NdV/V . Jaká je pravd¥po-
dobost, ºe naleznu £ástici v objemu dV ve vzdálenosti r od vybrané £ástice (£erven¥ na
obr. 7.5 vlevo)? Je rovna (N−1)dV/V , protoºe £ervenou £ástici uº neuvaºujeme a protoºe
£ástice ideálního plynu se neovliv¬ují; a ov²em m·ºeme pro N velké napsat jen NdV/V .
Jinak tomu ale je v husté kapalin¥. Pravd¥podobnost nalezení £ástice závisí na vzdále-
nosti (nap°. velmi blízko nebude uº ºádná, protoºe molekuly se nep°ekrývají). Tento vliv
vyjád°íme faktorem g(r). Pro velké vzdálenosti v kapalin¥ platí, ºe g(r) → 1 (stejn¥ jako
v ideálním plynu), protoºe molekuly jiº o sob¥ nev¥dí.

Radiální distribu£ní funkce (RDF) jednoduchých tekutin (se sféricky symetrickými
molekulami) odráºejí slupkovou strukturu, viz obr. 7.6 vlevo. Kolem kaºdé molekuly je
mírn¥ nepravidelná �slupka� molekul, v podstat¥ ve vzdálenosti odpovídající minimu po-
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tenciálu (krom¥ velkých tlak·). Této slupce odpovídá první vrchol na RDF. Slupka prv-
ních soused· pon¥kud brání molekulám v p°ístupu, a proto následuje minimum. Druhé
slupce odpovídá jiº mén¥ významné maximum. Naproti tomu struktura vody je ovliv-
n¥na tetraedrickým uspo°ádáním vodíkových vazeb, a proto druhé maximum je blíºe, viz
obr. 7.6 vpravo.

Poznámka. Matematicky je RDF izotropní a homogenní tekutiny dána vztahem

g(r) ≡ g(r12) =
N(N − 1)

ρ2QNVT

∫
· · ·
∫

exp[−βU(r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N )] dr⃗3 . . . dr⃗N

Stejn¥ jako Boltzmann·v faktor exp[−βU(r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N )]/QNV T udává pravd¥podobnost,
ºe £ástice 1. . .N nalezneme v daných polohách, po integraci p°es dr⃗3 . . . dr⃗N dostaneme
pravd¥podobnost, ºe £ástice 1 a 2 mají polohy r⃗1, r⃗2 pro v²echny moºné polohy ostatních
£ástic. Protoºe kapalina je homogenní a izotropní (na rozdíl t°eba od krystalu), m·ºeme
napsat g(r⃗1, r⃗2) = g(r12) jen jako funkci vzdálenosti. Faktor N(N − 1)/ρ2 zaji²´uje, ºe
g(r) = 1− 1/N pro ideální plyn.

Radiální distribu£ní funkci v simulacích po£ítáme tak, ºe projdeme v²echny páry £ástic
a zapo£teme jedni£ku do p°ihrádky histogramu odpovídající ur£itému rozsahu vzdáleností,
dejme tomu [i∆r, (i+ 1)∆r), kde ∆r je malé.

�asto je názorn¥j²í veli£ina zvaná kumulativní koordina£ní £íslo (kumulativní RDF).
Je de�nována vztahem

N(r) = ρ

∫ r

0

g(r′)4πr′2dr′

Integruje se p°es element objemu dV = 4πr′2dr′ (povrch koule 4πr′2 krát dr′). Po£et £ástic
ideálního plynu v tomto objemu by byl dV N/V , v kapalin¥ pak g(r)dV N/V . Veli£ina
N(r) vyjad°uje proto pr·m¥rný po£et molekul do vzdálenosti r. �asto se integruje do
vzdálenosti odpovídající prvnímu minimu na RDF, výsledné koordina£ní £íslo je rovno
pr·m¥rnému po£tu molekul v první slupce. Nap°. u vody jsou v první slupce necelé £ty°i
molekuly, ale v pr·m¥ru nalezneme jen dva vodíky okolo kyslíku, viz obr. 7.7.
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Obrázek 7.7: Simula£ní distribu£ní funkce modelu kapalné vody a kumulativní koordina£ní
£ísla. Nalezneme minimum na gOO(r) (p°ibliºn¥ 3.2Å) a ode£teme hodnotu NOO (cca. 3.6).
Pouze vodíky pat°ící k jiné molekule jsou zapo£teny do gHO(r), a proto je koordina£ní £íslo t¥sn¥
pod 2, jinak by bylo také skoro 4

7.5 Transportní vlastnosti

Transportem v nerovnováºné termodynamice rozumíme tok zp·sobený jistou termodyna-
mickou silou (která se dá vyjád°it jako gradient chemického potenciálu). Nap°. tok tepla je
zp·soben rozdílem teplot, termodynamickou silou je gradient teploty (který lze p°evést na
gradient chemického potenciálu molekul za r·zných teplot); elektrický proud6 je zp·soben
elektrickým polem (gradientem elektrochemického potenciálu), tok hybnosti gradientem
rychlosti (je p°í£inou viskozity). Tyto jevy n¥jak souvisejí s rychlostí £ástic, a proto to

6Zp·sobený iontovou vodivostí, protoºe pohyb elektron· v kovech nelze klasickými simula£ními me-
todami studovat
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jsou z hlediska simulací kinetické jevy. Obecn¥ je tok vyjád°en vektorem, který vyjad°uje,
kolik veli£iny prote£e jednotkovou plochou (kolmo) za jednotku £asu, a pro malé toky
p°edpokládáme lineární úm¥rnost:

J⃗ = −ξF⃗

kde F je termodynamická síla a ξ p°íslu²ný transportní koe�cient.
Tyto veli£iny nelze zapsat jako st°ední hodnotu funkce závislé jen na polohách (jako

v (7.1)), ale pot°ebujeme i rychlosti. Proto k jejich výpo£tu pot°ebujeme molekulovou
dynamiku. M·ºeme pouºít �normální� rovnováºnou simulaci a vzorec (obsahující rych-
losti), tento postup se ozna£uje zkratkou EMD (equilibrium molecular dynamics). Tím se
budeme zabývat v dal²ím textu.

M·ºeme také pouºít �fyzikální� p°ístup: p°íslu²nou sílu zkrátka zapneme a sledujeme
tok; nap°. zapneme elektrické pole a m¥°íme proud. Tento postup se ozna£uje zkratkou
NEMD (nonequilibrium molecular dynamics). Výhodou je koncep£ní jednoduchost. Ne-
výhodou je, ºe systém není v rovnováze, a proto v systému dochází k disipaci energie a
zah°ívá se. Pro v¥t²í síly není odezva lineární, pro men²í síly je odezva malá a t¥ºko rozli²i-
telná od ²umu. Proto musíme provést n¥kolik simulací pro r·zné hodnoty termodynamické
síly a extrapolovat k nule.

Postupy EMD si probereme na p°íkladu difuze.

7.5.1 První Fick·v zákon

P°edstavte si, ºe nalijete do sklenice sirup a opatrn¥ p°evrstvíte vodou. I kdyº vodu se siru-
pem nezamícháte, £asem dostanete homogenní sm¥s � sladkou obarvenou vodu. P°í£inou
je difuze, £ili pohyb molekul z místa s niº²í koncentraci do místa s vy²²í koncentrací.

Rychlost difuze popí²eme vektorem J⃗i, který vyjad°uje mnoºství látky, které prote£e
jednotkovou plochou (kolmo ke sm¥ru vektoru) za jednotku £asu. Pokud mnoºství látky
vyjád°íme v molech, bude jednotkou toku v SI molm−2 s−1 a koncentrace molm−3; pro
hmotnostní vyjád°ení jsou jednotky kgm−2 s−1 a kgm−3.
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P°í£inou difuzního toku je gradient koncentrace, který zapisujeme r·znými symboly

∇⃗ci = grad ci =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ci =

(
∂ci
∂x

,
∂ci
∂y

,
∂ci
∂z

)
(∇ se nazývá �nabla�). Gradient koncentrace je vektor, který mí°í ve sm¥ru zvy²ování
koncentrace a jehoº velikost je úm¥rná tomu, jak rychle se koncentrace se vzdáleností
zvy²uje.

Tok J⃗i látky i je v nejjednodu²²ím p°ípad¥ úm¥rný gradientu koncentrace,

J⃗i = −Di∇⃗ci
Veli£inaD se nazývá koe�cient difuze (téº difuzivita). Její jednotka je m2 s−1, a´ pouºíváme
jednotky zaloºené na látkovém mnoºství nebo hmotnosti.

P°íklad. Trubice tvaru U délky l = 20 cm a pr·°ezu A = 0.3 cm2 má na obou koncích fritu. Jeden
konec je pono°en v Coca-Cole (11 hm.% cukru) a druhý v £isté vod¥. Kolik cukru prodifunduje
za den? Dsacharoza(25

◦C) = 5.2×10−6 cm2 s−1.
�e²ení. 110 g cukru v litru odpovídá hmotnostní koncentraci cw = 110 g dm−3 = 110 kgm−3.
Gradient koncentrace je grad cw = cw/l = 550 kgm−4. Difuzivitu p°evedeme na SI: D =
5.2×10−6 cm2 s−1 = 5.2×10−10m2 s−1. Tok je tedy J = D grad cw = 2.86×10−7 kgm−2 s−1.
Po znásobení plochou A = 0.3 cm2 a £asem 1 den vyjde mnoºství cukru jako

m = JAt = 2.86×10−7 kgm−2 s−1 × 0.3×10−4m2 × 24× 602 s = 7.4×10−7 kg = 0.74mg

7.5.2 Einsteinova�Smoluchowského rovnice

Zkusme se na empirický první Fick·v zákon podívat z hlediska termodynamické síly a
molekul. Tok látky je dán st°ední rychlostí molekul v⃗i:

J⃗i = v⃗ici
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Termodynamická síla je gradientem chemického potenciálu7:

F⃗i = −∇⃗
(
µi
NA

)
= −kBT

ci
∇⃗ci

kde jsme pouºili vztah pro ideální roztok, µi = µ◦
i + RT ln(ci/c

st), a ∇⃗ ln ci = (1/ci)∇⃗ci
(derivace sloºené funkce).

Pohybuje-li se molekula rychlostí v⃗i, p·sobí na ní síla odporu prost°edí (p°ibliºn¥)
úm¥rná rychlosti:

F⃗ ten
i = −λiv⃗i

kde λi je koe�cient t°ení. V ustáleném stavu jsou ob¥ síly v rovnováze,

F⃗ ten
i + Fi = 0 tj. λiv⃗i = λi

J⃗i
ci

= −kBT
ci

∇⃗ci

Odvodili jsme první Fick·v zákon, jen konstantu nazýváme jinak. Porovnáním s Fickovým
zákonem ve tvaru J⃗i = −Di∇⃗ci dostaneme hledaný vztah mezi (makroskopickou) difu-
zivitou a (mikroskopickým) koe�cientem t°ení molekuly v prost°edí, tzv. Einsteinovu
rovnici (téº Einsteinovu�Smoluchowského):

Di =
kBT

λi

Pro velké kulovité molekuly o polom¥ru Ri v kapalin¥ o viskozit¥ η platí Stokes·v vzorec
pro koe�cient t°ení, λi = 6πηRi, a proto F⃗i = 6πηRiv⃗i, a Einsteinova rovnice p°ejde na
Einsteinovu�Stokesovu rovnici

Di =
kBT

6πηRi

7Pamatuj: rozdíl chemických potenciál· = reverzibilní práce, kterou £ástice vykoná p°i pohybu z jed-
noho místa do druhého
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Obrázek 7.8: Plo²kou dydz prote£e do krychli£ky zespoda
Jx(x)dydz látky za jednotku £asu, horem odte£e Jx(x+ dx)dydz.
Rozdíl Jx(x+ dx)dydz − Jx(x)dydz = (∂Jx/∂x)dxdydz

Pro malé molekuly platí jen °ádov¥, protoºe kapalina není v tomto rozli²ení kontinuum a
molekula nemusí být kulatá, p°esn¥j²í je tato rovnice pro v¥t²í kulovité koloidní £ástice.

P°íklad. Odhadn¥te velikost molekuly sacharozy. Viskozita vody je
0.891×10−3m−1 kg s−1 p°i 25 ◦C.
�e²ení. Obrácením Einsteinovy�Stokesovy rovnice dostaneme

Ri =
kT

6πηDi
=

1.38×10−23 JK−1 × 298K
6π × 0.891×10−3m−1 kg s−1 × 5.2×10−10m2 s−1 = 0.47 nm

7.5.3 Druhý Fick·v zákon

Uvaºujme krychli£ku dx×dy×dz. Tok plo²kou dydz v poloze x (viz obr. 7.8) je malinko
jiný neº v poloze x+dx, to samé platí pro ostatní dva sm¥ry. Po se£tení dostaneme zm¥nu
látkového mnoºství za jednotku £asu (rovnici kontinuity)

dn

dt
=

(
∂Jx
∂x

)
dxdydz+

(
∂Jy
∂y

)
dxdydz+

(
∂Jz
∂z

)
dxdydz = −D

[
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2
+
∂2c

∂z2

]
dxdydz

Protoºe n/(dxdydz) = c, dostaneme tzv. druhý Fick·v zákon

∂ci
∂t

= −Di∆ci (7.7)
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Obrázek 7.9: Brown·v pohyb. Vlevo: t°i trajektorie za£ínající v bod¥ (0, 0); koncové body
jsou vyzna£eny zeleným kole£kem. Uprost°ed: koncové body 10 000 trajektorií; Vpravo: závislost
koncentrace v ose x na £ase (c(0, 0) = ∞) resp. pravd¥podobnosti výskytu (£ástice je v po£átku
pro t = 0)

kde ∆ = ∇⃗ · ∇⃗ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
se nazývá Laplace·v operátor. Matematici znají tento

typ rovnice pod termínem rovnice pro vedení tepla (protoºe teplo se ²í°í podle stejné
rovnice).

7.5.4 Einstein·v vztah

Sledujme nyní trajektorii jedné £ástice b¥hem ur£itého £asu, viz obr. 7.9. P°edstavme
si, ºe ten samý experiment provedeme mnohokrát a vºdy zaznamenáme koncový bod.
Dostaneme �mrak� bod·. M·ºeme se ptát, jak jsou tyto body rozloºeny, neboli jaká je
hustota pravd¥podobnosti, ºe se za daný £as £ástice dostane do daného místa. Hustota
pravd¥podobnosti je ale (skoro) to samé co koncentrace, platí tedy pro ni rovnice vedení
tepla (7.7) s tím, ºe v po£áte£ním £ase je £ástice se 100% pravd¥podobností v po£átku;
je tedy popsána �funkcí� (p°esn¥ji distribucí), jejíº integrál je jedni£ka, je nekone£no
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v po£átku a nula jinde. Takové �funkci� se °íká Diracova delta-funkce. Snadno se p°ímým
derivováním ov¥°í, ºe

1D: c(x, t) = (4πDt)−1/2 exp

(
− x2

4Dt

)
°e²í (7.7) v jedné dimenzi a

3D: c(r⃗, t) = (4πDt)−3/2 exp

(
− r2

4Dt

)
ve t°ech dimenzích. Tyto funkce jsou normalizované (pro kaºdé t); nap°. v 1D:∫ ∞

−∞
c(x, t) dx = 1

K ov¥°ení pot°ebujete znát vzore£ek (Gauss·v integrál)
∫∞
−∞ exp(−x2) dx = π1/2, po sub-

stituci
∫∞
−∞ exp(−Ax2) dx = (π/A)1/2. Pak také snadno vypo£tete

1D: ⟨x2⟩ =
∫
x2c(x, t)dx = 2Dt, 3D: ⟨r2⟩1/2 =

√
6Dt (7.8)

Tento výsledek je významný. Znamená, o kolik se v pr·m¥ru (lépe °e£eno �kvadratickém
pr·m¥ru�) posune difundující £ástice za £as t. Za £ty°násobek £asu nalezneme £ástici
v pr·m¥ru dvakrát tak daleko.

Poznámka. Tento výsledek lze ov¥°it i pomocí modelu náhodné procházky. P°edpoklá-
dejme jen jednu dimenzi (osu x). Nech´ se za jistý £asový krok h £ástice posune náhodn¥
(v d·sledku náhodných náraz· ostatních molekul) o ∆x = +(2D)1/2 (s pravd¥podobností
1/2) a o ∆x = −(2D)1/2 (s pravd¥podobností 1/2). Z tzv. centrální limitní v¥ty známé
z matematické statistiky plyne, ºe po mnoha krocích dostanu to samé Gaussovo rozloºení
c(x, t) jako vý²e. Pro uvedené pravd¥podobnosti pohybu doleva a doprava dostaneme, ºe
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za £as 2h se £ástice posune o −2∆x s pravd¥podobností 1/4, o 0 s pravd¥podobností 1/2
(m·ºe se vrátit zprava i zleva) a o 2∆x s pravd¥podobností 1/4. Obecn¥ ji v £ase nh najdeme
v poloze (n− 2k)∆x, k ∈ {0, . . . , n}, s pravd¥podobností

(
n
k

)
2−n. Po tro²e matematiky do-

staneme v limit¥ n→ ∞ op¥t Gaussovo rozloºení.

Vzorec (7.8) je vhodný k p°ímému výpo£tu difuzivity v simulacích. Provedeme je²t¥
pr·m¥rování p°es v²echny £ástice (nech´ je jich N stejného druhu) a spo£teme veli£inu

MSD(t) =
1

6N

N∑
i=1

[r⃗(0)− r⃗(t)]2 (7.9)

p°ípadn¥ ji je²t¥ zpr·m¥rujeme p°es n¥kolik simulací (£i blok· vybraných z jedné simu-
lace). Veli£inu vyneseme do grafu, obr. 7.10; difuzivita je sm¥rnice lineární £ásti k°ivky
(po vynechání p°echodových jev· na za£átku).

Poznámka. Analogický vztah existuje pro iontovou vodivost. Místo jednotlivých poloh
£ástic ale musíme uvaºovat polohy váºené náboji,

MSCD(t) =
1

6

{∑
i

qi[r⃗i(t)− r⃗i(0)]

}2

(7.10)

Sm¥rnice k°ivky je rovna kBTV κ, kde κ je m¥rná vodivost. Zde je sou£et p°es ionty unvit°
druhé mocniny, protoºe vodivost je funkcí celé simula£ní bu¬ky, nikoliv jedné £ástice. Mu-
síme tedy pr·m¥rovat p°es n¥kolik simulací (blok·), protoºe bychom nem¥li dostate£nou
statistiku.

7.5.5 Greenovy�Kubovy vzorce

Existuje je²t¥ jeden p°ístup, tzv. Greenovy�Kubovy vzorce. Zpravidla se odvozují na
základ¥ p°edstavy malé poruchy, která ovliv¬uje systém vyvíjející se v £ase. Nap°. pro
vysv¥tlení difuze se uvaºuje malá síla p·sobící na £ástici a zapnutá v ur£itém £ase, pro
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Obrázek 7.10: Vlevo: st°ední kvadratické posunutí MSD pro oba ionty v tavenin¥ NaCl; Vpravo:
veli£ina MSCD pro ur£ení vodivosti a sou£et p°ísp¥vk· na základ¥ Kohlrauschova zákona (vodi-
vosti získám z difuzivit a jako nezávislé se£tu)

vodivost zapnu elektrické pole ap. Matematickým zpracováním v rámci tzv. teorie lineární
odezvy (která leºí mimo rozsah t¥chto skript) pro difuzi vyjde

D =
1

3

∫ ∞

0

⟨ ˙⃗ri(0) · ˙⃗ri(t)⟩dt (7.11)

Dá se ukázat, ºe vzorce (7.11) a (7.9) jsou ekvivalentní.

Poznámka. Zkusme to pro jednu sou°adnici. Integrál totiº snadno vypo£teme:

D = lim
t→∞

∫ t

0

⟨ẋ(0)ẋ(t′)⟩dt′ = lim
t→∞

[
⟨ẋ(0)x(t′)⟩

]t
0
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Z d·vodu £asové symetrie pohybových rovnic m·ºeme provést transformaci t → −t (zna-
ménko zm¥ní také derivace: ẋ(0) → −ẋ(0))[

⟨ẋ(0)x(t′)⟩
]t
0
= ⟨ẋ(0)x(t)− ẋ(0)x(0)⟩ = ⟨−ẋ(0)x(−t) + ẋ(0)x(0)⟩

a posunout £as o t:

⟨−ẋ(0)x(−t)+ẋ(0)x(0)⟩ = ⟨−ẋ(t)x(0)+ẋ(t)x(t)⟩ = ⟨ẋ(t)[x(t)−x(0)]⟩ = 1

2

d

dt
⟨[x(t)−x(0)]2⟩

coº jsme m¥li dokázat.

V¥c v integrálu (7.11) se po normalizaci nazývá rychlostní autokorela£ní funkce a je
zajímavá sama o sob¥:

cv(t) =
⟨ẋ1(0)ẋ1(t)⟩
⟨ẋ1(0)ẋ1(0)⟩

Má následující vlastnosti:
� Je sudá (symetrická v £ase), cv(t) = cv(−t). To vyplývá ze symetrie pohybových
rovnic.

� Platí ċv(0) = 0 (te£na v po£átku je rovnob¥ºná s osou x). To je p°ímým d·sledkem
p°edchozího tvrzení a existence derivací.

� Pro krátké £asy je blízká 1, protoºe £ástice za krátký £as nesta£í zm¥nit (p·sobením
ostatních £ástic) sm¥r letu.

� Po jisté dob¥ p°ekmitne do záporných hodnot. To je d·sledkem odrazu £ástice od
ostatních. Odraz v²ak není dokonalý, protoºe ostatní £ástice se náhodn¥ pohybují,
a proto hodnota nedosahuje −1.

� Platí limt→∞ cv(t) = 0, tj. po dlouhé dob¥ £ástice zapomene, jakým sm¥rem let¥la
v £ase t = 0.

Pamatujte

Vnit°ní energii v simulacích získám jako sou£et st°ední potenciální a kinetické energie. Tlak
je odpov¥¤ systému na zm¥nu objemu, bu¤ ji provedu virtuáln¥ a tlak vypo£tu numerickou
derivací, nebo pouºiji vzorec s viriálem sil.
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Obrázek 7.11: Rychlostní autokorela£ní funkce kapalného argonu: teplota 150 K, hustota
1344 kgm−3, teplota 120 K, hustota 1680 kgm−3. Výsledky trajektorie dlouhé 100 ps pro 216
Lennard-Jonesových £ástic

Veli£iny jako entropie, chemický potenciál, Gibbsova energie nelze spo£ítat p°ímo ze sou-
°adnic. Chemický potenciál lze spo£ítat ze st°ední hodnoty Boltzmannova faktoru energie
vloºení £ástice (Widomova metoda). Volnou energii8 mohu podobn¥ jako v termodynamice
po£ítat metodou termodynamické integrace p°es teplotu, objem £i um¥lý zapojovací parametr.
Protoºe volná energie je dána reverzibilní prací, mohu ji získat integrací síly.

Radiální distribu£ní funkce (RDF) vyjad°uje pravd¥podobnost nalezení atomu v jisté vzdá-
lenosti od jiného atomu normovanou tak, ºe RDF nekorelovaných £ástic (ideálního plynu) je

8V chemii termínem �volná energie� rozumíme podle podmínek Helmholtzovu nebo Gibbsovu energii
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jedna. Lze ji p°ímo po£ítat v simulacích. Analýzou difrak£ních obrazc· dostanu RDF z experi-
mentu.

Kaºdá veli£ina vypo£tená v simulacích je odhadem zatíºeným statistickou chybou (nejisto-
tou). Chyby odhaduji metodou, která bere v úvahu £asové korelace nam¥°ených hodnot, nap°.
tím, ºe data zblokuji a bloky jiº povaºuji za nezávislé.

Kinetické veli£iny stanovuji bu¤ metodou nerovnováºné MD (NEMD), která odpovídá
reálnému experimentu (nap°. koe�cient tepelné vodivosti tak, ºe udrºuji £ást simula£ní bu¬ky
teplej²í a £ást chladn¥j²í), nebo rovnováºnými metodami (provedu jednu rovnováºnou simulaci
a pouºiji vzorce odvozené v teorii lineární odezvy, nap°. Greenovy�Kubovy; nap°. z rychlostní
autokorela£ní funkce lze získat difuzivitu).



Kapitola 8

Optimalizace

�asto pot°ebujeme v r·zných oblastech v¥dy a techniky stanovit extrém (°ekn¥me, ºe
minimum) sloºité funkce.

Jako první p°íklad uve¤me tzv. �lineární programování� . To je ur£ení extrému line-
ární funkce mnoha prom¥nných za p°edpokladu platnosti lineárních podmínek (rovností
a nerovností). Pro tuto úlohu existují deterministické algoritmy. Úlohy lineárního progra-
mování se vyskytují nap°. v ekonomii (plánování).

Ve v¥d¥ a technice bývají úlohy nelineární, £asto ale popsané reálnými £ísly. Úkolem
je pak najít minimum reálné funkce mnoha (reálných) prom¥nných. P°íkladem je mini-
malizace sou£tu £tverc· p°i �tování, minimalizace Gibbsovy energie (výpo£et rovnováhy)
pro soustavu mnoha chemických reakcí, minimalizace energie v kvantové teorii. Takové
funkce jste studovali v matematice a umíte ur£it podmínku minima pomocí parciáních
derivací. Numericky pro minimalizaci bu¤ pouºijeme Newtonovu metodu (asi ji znáte
pro funkci jedné prom¥nné, ale lze ji roz²í°it pro více prom¥nných), p°ípadn¥ jednodu²²í
(pomalej²í ale robustn¥j²í) metodu nejv¥t²ího spádu (tak te£e voda do údolí; steepest
descent, greedy). Potíºí bývá ob£as tvar takové funkce � dlouhá údolí (nap°. v p°ípad¥
²patn¥ podmín¥né sady parametr· u metody nejmen²ích £tverc·). Pak pom·ºe metoda
konjugovaných gradient·, p°ípadn¥ algoritmus améba1. V²echny tyto algoritmy jsou de-
terministické (nepouºívají náhodná £ísla).

Obvyklý zlozvyk velmi sloºitých funkcí bývá, ºe mají mnoho lokálních minim. Vý²e
1Nelder·v�Mead·v simplexový algoritmus

125
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uvedené deterministické metody mohou skon£it v n¥kterém z nich, zatímco my máme
zájem o nejhlub²í (globální) nebo alespo¬ velmi dobré minimum. P°íkladem takové úlohy
je najít minimum potenciální (p°íp. Gibbsovy) energie molekuly, nap°. proteinu (problém
sbalování protein·, protein folding).

Nemusíme se omezovat na spojitý prostor prom¥nných. Mnoho optimaliza£ních úloh
v technice a ekonomii vede k problém·m s mnoha minimy. Uvaºujme nap°. problém
obchodního cestujícího (traveling salesman). V n¥m má cestující za úkol objet N m¥st (se
známými vzdálenostmi) tak, aby se vrátil zpátky a ujel co nejmén¥ (je to zárove¬ p°íklad
problému, kdy argumenty funkce k minimalizaci nejsou reálná £ísla). Obdobného druhu
je problém naskládání r·zných krabic do kontejner· dané velikosti a tvaru tak, aby zbylo
co nejmén¥ nevyuºitého místa (spot°ebovalo se co nejmén¥ kontejner·).

Oba typy problém· jsou �t¥ºké� v tom smyslu, ºe k úplnému °e²ení problému velikosti
N (N m¥st, N atom· v molekule) pot°ebujeme mnoºství operací závisející exponenciáln¥
na N . Totéº platí pro p°esné °e²ení Schrödingerovy rovnice pro N elektron·.

8.1 Simulované ºíhání

Metoda simulovaného ºíhání (simulated annealing) odpovídá procesu, p°i kterém se v me-
talurgii odstra¬uje pnutí v (zakaleném) kovu oh°átím na ur£itou teplotu a pak ochlazením.
V simulovaném ºíhání molekulu, jejíº minimum energie chceme spo£ítat, oh°ejeme a pak
pomalu ochlazujeme, p°ípadn¥ provádíme n¥kolik takových cykl·. P°i pomalém ochla-
zování mají atomy ²anci vysko£it z lokálních minim a skon£it ve výhodn¥j²ích hlub²ích
minimech. M·ºeme pouºít jak molekulovou dynamiku, tak Monte Carlo. Pokud °e²íme
nemolekulární úlohu, prohlásíme minimalizovanou funkci za energii a p°idáme parametr
s významem teplota. Simula£ní metodou bude zpravidla Metropolisovo Monte Carlo. Na-
programovat takový algoritmus je obvykle jednoduché, výsledky jsou v mnoha p°ípadech
vyhovující a mnohem lep²í, neº p°i pouºití metody nejv¥t²ího spádu.
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Obrázek 8.1: Problém obchodního cestujícího (200 m¥st náhodn¥ v jednotkovém £tverci) °e-
²ený �greedy� metodou ( ), délka trasy lmin = 12.276) a simulovaným ºíháním ( ),
lmin = 11.084). Simulace za£ínají z náhodného po°adí m¥st, elementárním pohybem je v obou
p°ípadech zám¥na dvou náhodn¥ vybraných cest; v �greedy� metod¥ je krat²í cesta vºdy p°ijata,
v simulovaném ºíhání je pouºit Metropolis·v algoritmus p°i sniºující se �teplot¥�

8.2 Parallel tempering (replica exchange)

V této metod¥ jde o rychlej²í p°ekonávání bariér, lze ji v²ak vyuºít i p°i minimalizaci.
Simulujeme n¥kolik replik téhoº systému pro °adu teplot. Ob£as dv¥ sousední repliky
prohodíme s tím, ºe kritérium p°ijetí zm¥ny je podobné Metropolisovu algoritmu. Systém
p°i nízké teplot¥ by se mohl usadit v okolí lokálních minim. P°i pouºití této metody má
v¥t²í ²anci se dostat z jednoho minima do druhého prost°ednitvím replik o vy²²í teplot¥.
Dal²í výhodou m·ºe být, ºe získáme vlastnosti systému pro °adu teplot.
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8.3 Genetické algoritmy

Genetické algoritmy pat°ící pod ²ir²í skupinu evolu£ních algoritm· vyuºívají procesu p°í-
rodního výb¥ru, kdy p°eºijí zdatn¥j²í. Místo jedné kon�gurace jako v metod¥ simulovaného
ºíhání uvaºuji celou �populaci� . Kon�guraci popisuji sadou £ísel nazývaných �genom�
nebo �jedinec� . Funkce k optimalizaci se zde nazývá ��tness� nebo �zdatnost� (aº na
znaménko � zde maximalizujeme �tness). S genomem provádím n¥kolik operací:

1. Narození nového jedince pohlavním rozmnoºováním. Vyberu (zpravidla) náhodn¥
(zpravidla) dva jedince a zkombinuji jejich genomy tak, ºe (zpravidla) náhodn¥
vyberu paralelní bloky z obou a spojím je (crossover).

2. Partenogenetické rozmnoºování s náhodnou mutací.
3. Selekce: nejhor²í jedince vy°adím.

Bod 1 provádím £ast¥ji neº bod 2. Selekci provádím tak, abych m¥l v kaºdém okamºiku
dost relativn¥ zdatných jedinc·.

Má-li funkce k optimalizaci reálné nebo celo£íselné argumenty, je z°ejmé, ºe pouºití
b¥ºn¥ zapsaných £ísel v genomu je nevhodné, protoºe zm¥na jednoho bitu nebo rozseknutí
p°i crossoveru mají jiný ú£inek podle místa v reálném £ísle. Proto se pouºívá tzv. Greyovo
kódování, které má tu vlastnost, ºe dv¥ p°irozená £ísla li²ící se o jedni£ku se li²í práv¥
v jednom bitu.



P°íloha A

Dodatky

A.1 Stirling·v vzorec

Stirling·v vzorec aproximuje logaritmus faktoriálu vztahem

lnN ! ≈ N lnN −N

Odvodíme ho tak, ºe napí²eme

lnN ! =
N∑
i=1

ln i

a sumu nahradíme integrálem, který vypo£teme metodou integrace po £ástech (per partes)

N∑
i=1

ln i ≈
∫ N

0

lnx dx
per partes

=
[
x lnx− x

]N
0
= N lnN −N

Tato aproximace nám sta£í. Pro zv¥davce uvádím n¥kolik £len· asymptotického rozvoje

lnN !
asympt.
= N lnN −N + ln

√
2πN +

1

12N
− 1

360N3
+

1

1260N5
−+ · · ·
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