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Kapitola 1

Uvod

1.1 Modely a simulace

Simulace je imitace (napodobeni) né&jakého procesu ¢i systému. Abychom mohli néco si-
mulovat, musime mit nejprve vhodny model, ktery dostate¢né vérné reprezentuje vlast-
nosti a funkce redlného procesu ¢i systému. Simulace pak zpravidla reprezentuje vyvoj
v Case, mize vSak také popisovat tzv. emergenci, tj. vznik komplexniho chovani, které
nenf ziejmé z (elementi) modelu. V dnesni dobé je model zpravidla popsan matematicky
a simulace probiha na pocitaci.

Simulace se pouzivaji v mnoha oblastech: v ekonomii, technice, technologii, ekologii
aj. V tomto skriptu se budeme zabyvat predevsim atomistickymi simulacemi v chemii
a fyzice. Zakladnim elementem pro nas bude atom; model atomu zahrnuje sily, které
mezi atomy piisobi. Atomisticky model miize byt extrémné jednoduchy (hmotné body
v piipadé idealniho plynu), jednoduchy (tvrda kulicka pro vysvétleni chovéani tekutiny
a krystalu) & slozity molekulovy model (napt. proteinu). Typickou metodou navrhu
molekulového modelu jsou kvantové vypocty jedné ¢ nékolika malo molekul. Alternativou
(jedinou moznou v predkvantové éfe) je matematické vyjadieni apriornich pfedstav o
velikosti a tvaru molekul a silach mezi nimi. Na atomistické tirovni muzeme simulovat jak
vyvo]j molekularniho systému v ¢ase (napt. rust krystalu), tak i makroskopické vlastnosti,
které jsou emergentnim vysledkem chovani velkého mnozstvi molekul (napt. tlak jako
zpramérované narazy molekul na detektor).

Jemnéjsim modelem je chemicky systém jako soustava atomovych jader a elektroni,
kterou feSime v podstaté pomoci Schrodingerovy rovnice. Kvantova chemie umi z né-
kolika méalo vstupt (hmotnosti a nadboje atomovych jader a zédkladni konstanty) spocitat
s presnosti klesajici s rostouci velikosti systému mnoho zajimavych veli¢in: strukturu mo-
lekul, spektra, termodynamické veli¢iny (predevsim v plynné fazi), rovnovazné konstanty,
rychlostni konstanty, fotochemické procesy aj. Ostatné atomistické modelovani ¢asto pou-
ziva vysledky kvantové chemie. Kvantovou chemii jako takovou se v tomto textu nebudeme
zabyvat.

Foznémka. Pro popis tzv. jemné struktury spekter a nékterych dalsich jevii musime

variantu, tzv. kvantovou elektrodynamiku, kde méme navic fotony. Tato teorie je extrémné
pfesnd, napf. magneticky moment elektronu zméfeny s chybou 1072 souhlasi s vypoctem.
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8 KAPITOLA 1. UVOD

Chceme-li ale popsat samotné atomové jadro a dalsi elementarni ¢astice, musime piitvrdit.
Zatim nejasp&sngjsim modelem je tzv. standardni model zahrnujici 8est druht kvarki (pro-
ton a neutron jsou tvofeny vzdy tfemi kvarky), leptony (elektron ma dva tézsi kamarady,
mion' a tauon), jim piifazena neutrina, dédle bosony zprostiedkujici interakci (kromé fotonu
gluony zprost¥edkujici silnou interakci a dva bosony slabé interakce) a nakonec Higgsiv
boson, ktery ,,dava ¢asticim hmotnost”. Nékteré interakce (napf. gravitace nebo tzv. temné
hmota a energie navrzené v kosmologii) v ném ale chybi. J

Ale zpét k chemii. Pro nékteré aplikace je atomisticka troven piili§ jemna a musime
pouzit néjaky hrubozrnny (téz zhrubeny, angl. coarse-grained) model. Nap¥. surfaktant
muze byt reprezentovan tyc¢inkou, kterd ma na kazdém konci jiné vlastnosti (je hydrofilni
nebo hydrofobni). Na jesté hrubsi (mikroskopické) drovni mize byt elementem modelu
tfeba cela micela nebo zrnko pisko.

Foznémka. Dalsi arovni je spojity pfistup, kdy systém je popsan kontinuem (polem). Tak
muZzeme studovat proudéni, difuzi, tok tepla ¢i elektfiny aj.; v kazdém bodé prostoroc¢asu

mame vlastnosti hmoty (rychlost, teplotu, tlak aj.) a feSime soustavu parcidlnich diferenci-
alnich rovnic. Tohoto typu je téz Einsteinova obecné teorie relativity. J

Casto nepotiebujeme stejnou piesnost ¢i stejné rozliseni v celém systému. Napft. enzym
plave v roztoku, ktery popiSeme jako kontinuum. VétSinu enzymu pak simulujeme na
atomistické trovni. Pro aktivni centrum, kde dochézi k chemické reakci, pak musime
pouzit kvantovou chemii. Takovato kombinace riznych kil se obecné nazyva vicetroviové
nebo Castéji anglicky multiscale modelovani. Specidlné kombinace atomistické trovné
s kvantovou chemii je tzv. QM /MM piistup (quantum mechanics/molecular mechanics).

1.2 Statistickd termodynamika a simulace

Teoretickym zékladem simulaci (na atomistické i jiné urovni) je statistickd termody-
namika, kterd se zabyva chovanim systémii mnoha ¢astic (obecné jakychkoliv entit —
objekti, vln, stupiiti volnosti)? statisticky na zékladé pojmu pravdépodobnosti. Podéava
navod, jak z modelu vypocitat termodynamické veli¢iny jako je tlak, Gibbsova energie
aj. Tuto teorii muzeme rozsitit na kinetické veli¢iny (viskozita, difuze, tok tepla aj.).
Specidlnim pripadem je pak kinetickd teorie plyni, kterd vychazi z predstavy molekul
pohybujicich se prostorem a obcas se srazejicich. Na zakladé popisu srazek jsme schopni
predikovat predevsim kinetické vlastnosti plynt a do ur¢ité miry i kinetiku chemickych
reakci v plynné fazi.

Systém popsany atomistickym modelem pak miizeme na pocitaci simulovat. Existuje
nékolik t¥id metod, které se pouzivaji. Molekulova dynamika (MD) sleduje ¢asovy vy-
voj systému slozeného z mnoha molekul. Pohyb kazdého atomu je urcen silami, které
na néj v kazdém okamziku pusobi. Metropolisova metoda Monte Carlo (MC) gene-
ruje posloupnost konfiguraci systému pomoci nahodnych ¢isel. Provedeme ndhodny pohyb
molekuly a rozhodneme o jeho pfijeti podle kritéria, které zajisti, ze pravdépodobnosti
vyskytu konfiguraci jsou stejné jako v realité. Kinetické Monte Carlo (KMC) je me-
toda, kde je slozity déj rozdélen na elementérni udalosti, ke kterym dochazi ndhodné

LOznageni u, angl. muon
2Péknym piikladem z astronomie je kulova hvézdokupa, coZ je gravitacné vazany a dlouhodobé stabilni
soustava chaoticky se pohybujicich hvézd.
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s ur¢itou pravdépodobnosti. (Elementarni udalosti miize byt adsorpce atomu a reakce na
katalyzatoru v simulaci chemické kinetiky, pfichod zakaznika na postu a jeho odbaveni u
okénka v simulaci hromadné obsluhy nebo pafeni samce a samice v evo-devo simulaci.)
Udalost, ke které dojde, vybirame podle pfedem znamé znamé pravdépodobnosti. KMC
se v tomto skriptu nebudeme dale zabyvat.

Foznémka. Obecné metoda Monte Carlo je jakdkoliv metoda pouzivajici ndhodné dé&je
(ndhodna ¢isla) k ziskani stochasticky spravného vysledku (napi. bod tani modelu ledu 260
+ 5 K, kde 5 je odhad standardni nejistoty). Naproti tomu metoda Las Vegas je metoda
pouzivajici ndhodné dgje, ale produkujici vzdy spravny vysledek (napf. tfidéni ¢i numericky
vypocet vlastnich hodnot matice mohou pouzivat ndhodné ¢isla pro vybér prvku, se kterym
se bude v nasledujici operaci pracovat®, ale vysledek je spravny bez ohledu na pouZitou
nahodu, jen se miZze meénit rychlost vypoctu ¢i zaokrouhlovaci chyba). J

Metodologie simulaci se lisi podle toho, zda pouzivame klasickou nebo kvantovou me-
chaniku. V tomto skriptu se pro jednoduchost budeme zabyvat pouze klasickym modelo-
vanim.

3hlavni prvek, angl. pivot element
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Kapitola 2

Statisticka termodynamika light

Odvétvi, které se systematicky zabyva vypoctem makroskopickych vlastnosti ze znalosti
pusobeni (interakce) jednotlivych ¢astic, je statistickd termodynamika nebo statis-
ticka fyzika. Budeme se zde zabyvat pouze rovnovaznou statistickou termodynamikou,
tedy budeme predpokladat, ze makroskopické vlastnosti systému se ¢asem nemeéni.

2.1 IdeAlni plyn

V kurzu Fyzikdlni chemie 1 jste stavovou i kalorickou rovnici idedlntho plynu pfijali na
zékladé experimentu:

pV = nRT stavova rovnice
UV, T) = U(T) kalorickd rovnice

V tomto oddile obé rovnice odvodime ze zdkoni mechaniky na zékladé predstav tzv.
kinetické teorie plyni. Ta byla formulovana v moderni formé r. 1738 Danielem Bernoullim
a rozpracovana v druhé poloviné 19. stoleti Rudolfem Clausiem, Jamesem Clerkem Max-
wellem a Ludwigem Boltzmannem. Kineticka teorie plyni vychazi z predstavy atomi nebo
molekul, které se pohybuji prostorem. Zde se budeme zabyvat pouze idedlnim plynem.
Jeho molekuly jsou tak malé, Ze se (téméf) nesrazeji (jsou to hmotné body) a nemaji
vnitini stupné volnosti. (Kinetickd teorie plynt se ovSem zabyva i srazkami molekul a
umi z nich spocitat tieba viskozitu nebo tepelnou vodivost plynu.) Pohyb molekul je
neusporadany (chaoticky), a proto je mo7zné jej popisovat pouze statisticky.

2.1.1 Stavova rovnice ideadlniho plynu a interpretace teploty

Tlak plynu je zpiisoben nérazy molekul plynu na sténu. P#i odvozeni vztahu pro vypocet
tlaku budeme uvazovat N molekul plynu o hmotnosti m uzavienych v krychli o strané
L, kterou umistime do pocatku soutfadnicového systému tak, aby jeji stény byly kolmé
na soufadnicové osy. Rychlost libovolné i-té molekuly je vektor v; = (v;z, Viy, i), jejt
hmotnost m;.

11



12 KAPITOLA 2. STATISTICKA TERMODYNAMIKA LIGHT

Sledujme nyni molekulu ¢ a jeji narazy do stén krychle kolmych L
k vektoru (1,0, 0), viz obr. vpravo. K tomu nam staci z-ova slozka
rychlosti. Molekula prekona vzdalenost L mezi kolmymi sténami
za ¢as L/v;,. O srazkiach molekul se sténou piedpokladame, ze
jsou dokonale pruzné, tedy ze tthel dopadu se rovné thlu odrazu
a méni se pouze smér rychlosti, nikoli jeji velikost. Po odrazu je i
tedy v;, stejné veliké s opacnym znaménkem. Slozky v;, a v;.
se neméni. Molekula podruhé do stejné stény tedy narazi za cCas
T =2L/v;,. T

Sila je rovna zméné hybnosti za jednotku ¢asu. Hybnost molekuly i je P = m#. Protoze
se molekula odrazi opa¢nym smérem, je zména hybnosti pfi narazu ve sméru osy x rovna
AP, = 2m,v; ,. Prumérna sila zpisobend narazy jedné molekuly je tedy

o AP, 2mu, mz‘UZ,z
VR 2L/ v; 4 L

Tlak je sila ode vSsech N molekul délena plochou, tedy

N N 2
o Zi:l E o Zi:l mivi,az
L2 L3

Kineticka energie jedné molekuly je

1 1
émivf = §m,(vix + ’Uzy + 1}1272)

Protoze predpokladame, Ze se molekuly pohybuji ndhodné ve vSech smérech, jsou pii-
spévky od vSech t¥{ soufadnic stejné. Kineticka energie plynu (v8ech N molekul) je tedy

| N g N
_+ 29 2
Exin = 5 Z mivi =5 Z Miv; o
=1 =1
a tlak muzeme vyjadfit jako

Zé\il mﬂ’?z _ 2Ein
L3 3V

p:

Jinak napsano
2

pV = §E kin (21)
Ale kde je teplota? Jak tento vztah souvisi se stavovou rovnici idedlniho plynu, kterou
znate ve tvaru pV = nRT7 Potiz je v tom, Ze mechanika sama o sobé& nezna pojem teploty.
Teplota je pojem termodynamiky. Srovnanim (2.1) s pV = nRT dostaneme tvrzeni, Ze
teplota je mirou kinetické energie molekul. Vyrobime-li teplomér z idealniho plynu,
umime zméfit (v energetickych jednotkach) teplotu jakéhokoliv systému.
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2.1.2 Ekviparti¢ni princip

Rozeberme vztah (2.1) podrobnéji. Zavedme nejprve pojem pocet mechanickych
stupniit volnosti f. To je pofet mechanickych proménnych (soufadnic), kterymi je sou-
stava popsana. V nasem piipadé je f = 3N, protoze kazda molekula je popsana trojroz-
mérnym vektorem. Pak
N f 2
pV =nRIT = N—ART = gk’BT = gEkin
kde kg = R/Nx = 1.38065x 1072 JK~! je Boltzmannova konstanta. Vyraz Ei, je slozen
celkem z f ¢lend tvaru %mivik, kde k je x, y nebo z. V primeéru tedy na kazdy stupen
volnosti ptipada energie
Ekin
f
To je specialni pfipad tzv. ekvipartiéniho principu. Vyraz kgT se nékdy interpretuje
jako ,tepelné kvantum‘ neboli mnoZstvi energie, které méa atom (resp. stupeii volnosti)
snadno k dispozici za dané teploty.
Vratime-li se zpét k molarnim jednotkam (f = 3Na), mame pro izochorickou molérni
tepelnou kapacitu jednoatomového plynu

Un\ (0B _ 3
= (Gr),=(or), =" &

coz dobte souhlasi s experimentem pro vzacné plyny.

Idealniho plyn (v chemii) se nesklada jen z bodovych ¢astic, ale uvazuji se i vnitini
stupné volnosti — rotace, vibrace, prip. elektronové prechody.

U linearnich molekul jako Ny mame rotaci, kterd je popsdna dvéma stupni volnosti,
tedy Cym = gR. Ve skutecnosti jsou dva atomy N popsany celkem Sesti stupni volnosti,
kazdy atom tiemi. Vzhledem k sile vazby lze vSak ukézat, Ze stupen volnosti odpovida-
jici vibracim nejen Ze nelze popisovat klasickou mechanikou, ale za béznych teplot budou
prakticky vSechny molekuly v zakladnim stavu. Proto ho neuvazujeme. Pravé vzhledem
k vyznamnosti kvantovych efektl je pouzitelnost ekviparti¢niho teorému omezena na nej-
jednodussi molekuly (a omezeny obor teplot).

1
= —kp1 2.2
9 B ( )

v

Foznémka. Kdybychom vibra¢ni stupné volnosti (nap¥. pro t&z8i atomy a vyssi teploty)
mohli popisovat klasicky a kdyby tyto stupné volnosti byly popsény dostateéné piesné kvad-
ratickou funkei (harmonickym potencidlem), dostali bychom kg7 na kazdy vibra¢ni stupen
volnosti. To je proto, Ze ¢len %kBT se pocita za kazdy kvadraticky ¢len v energii. V piipadé
translaci a rotaci mame jeden kvadraticky ¢len, napf. %mvi, na stupen volnosti v kinetické
energii, v pfipadé harmonickych vibraci mdme dva, jeden pro kinetickou a jeden pro poten-

cidlni energii. |

Ptiklad. Vypoctéte izobarickou tepelnou kapacitu a) plynného dusiku a b) vodni pary.

Reseni. a) Dusik ma 3 transla¢ni stupné volnosti a dvé rotace, tedy Cyy, = %R a Cpm =
Cym+ R = %R = 29.10J K~!'mol~!. Souhlas s experimentalni hodnotou 29.12J K~' mol~! je
velmi dobry.

b) Vodni para ma navic jednu rotaci, Cpm = %R = 33.26 J K~ mol~!. Experimentalni hodnota
(500 K) je vyssi, 35.22J K~ mol !, protoze se jiz pomalu zapinaji vibra¢ni stupné volnosti. M



14 KAPITOLA 2. STATISTICKA TERMODYNAMIKA LIGHT
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Obrazek 2.1: Mikrostav, makrostav a soubor

2.1.3 Kaloricka rovnice

Pro aplny termodynamicky popis latky nam stavova rovnice nestaci. Jednotlivé molekuly
idealniho plynu navzajem neinteraguji, a proto je jedno, jak jsou daleko od sebe; vnitini
energie ideélniho plynu proto nezavisi na objemu (ani tlaku). Zavisi vSak na teploté,
Uid. piyn = U(T'); pro jednoatomové molekuly bez vnitinich stupiiii volnosti dokonce vime,
jak, protoze z (2.1) dostaneme
3 3
U= FEy, = 2pV = anT

Jak si jisté pamatujete z prednéasek fyzikalni chemie, z obou rovnic (stavové a kalo-
rické) za pouziti druhého termodynamického zakona (pres Carnotiv cyklus) dostaneme,
7e kinetickd teplota T zavedend vyse je tzv. absolutni termodynamicka teplota. To zna-
mené, zZe po déleni elementarniho vyménéného tepla d@) touto teplotou dostaneme taplny
diferencial stavové funkce (totiz entropie): dS = dQ/T.

2.2 Pravdépodobnost

2.2.1 Mikrostav, makrostav, soubor

Kazdy védni obor si zavadi vlastni terminologii. Nejinak je tomu ve statistické termody-
namice.

Terminem mikrostav (té7 jen stav nebo konfigurace) oznacujeme tplny okamzity
stav (popis) systému. P¥i kvantovém popisu reality to mize byt vinova funkce, ¢. V pii-
padé pouziti klasické mechaniky si piedstavte polohy a rychlosti' viech ¢astic v daném
okamziku, pro N bodovych ¢astic tedy ¢ = (71,...,7n, U1 ..., Uyx). Mikrostav je staticky
pojem, v ¢ase se systém vyviji; tomuto ¢asovému vyvoji iftkame trajektorie.

Makrostav je to, co pozorujeme (napf. tekutou vodu o uré¢ité hustoté a vnitini ener-
gii). Zakladni myslenkou statistické termodynamiky je, ze makrostav vznika jako primér
obrovského mnozstvi mikrostavi. Napf. o tlaku plynu lze hovofit pouze tehdy, jestlize
narazli molekul na sténu nasbirdme dostate¢né mnozstvi, tj. méfime dost dlouho. Jinymi
slovy, tlak je ¢asovou stfedni hodnotou okamzitého tlaku.

Jestlize zname pro kazdy mikrostav jeho pravdépodobnost, mluvime o statistickém
souboru. Mizeme si ho predstavit jako nesmirné velikou hromadu mikrostavi takovou,
ze pravdépodobnost, se kterou z této hromady vybereme mikrostav, je stejna jako prav-
dépodobnost7 ze které v ndhodném case vybereme mikrostav z trajektorie.
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Ukolem statistické termodynamiky je cesta od souboru k makrostavu, tedy popsat
vlastnosti statistického souboru a vypocitat z néj makroskopické méritelné veliCiny,

2.2.2 Mikrokanonicky soubor

7 prednések o kvantové teorii vite, ze systému v pevném objemu V lze priradit vlastni
kvantové stavy ¢ tak, ze kazdému stavu (tedy mikrostavu) odpovida hodnota vlastni
energie £(1). Je-li v systému mmnoho ¢astic, je pocet téchto stavi tézko predstavitelné
obrovské ¢islo, kterého se vSak zadny spravny teoretik nezalekne. Kromé toho jsou stavy
zpravidla degenerované, tedy jedné hodnoté energie vyhovuje mnoho stavii .

Uvazujme nyni izolovany systém. Kromé toho, ze pocet Castic se neméni, nedochazi
ani k vymeéné energie v zadné formé (teplo, prace). Energie systému F je tedy konstantou
a je rovna (az na piipadnou aditivni konstantu) vnitini energii systému. Stale vSak mize
existovat mnoho zpusobu (stavi), jak tuto energii dosdhnout. Zakladnim predpokladem
statistické termodynamiky je demokracie: jestlize nemame zadny diivod, pro¢ néjaky stav
preferovat, jsou vSechny stavy stejné pravdépodobné, coz zapiSeme takto

() = — pro vSechny stavy ¢ takové, ze E(¢p) = E

kde 7 (v) oznacuje pravdépodobnost stavu v, £(1)) je energie stavu a W je pocet stavi.
Tento predpoklad se nazyva ergodickd hypotéza. Neplati pro nékteré jednoduché sys-
témy, avsak pro dostatecné slozité systémy, které se vyvijeji chaoticky, vyhovuje dobfe.

Makrostav (to, co pozorujeme v piirodé) si miuzeme predstavit tak, ze tyto mikrostavy
rychle pfechazeji jeden na druhy. Pozorujeme-li systém dost dlouho, zjistime, 7e pravdeé-
podobnost vyskytu vSech stavi je stejna.

Z kvantové teorie vite, co je to hodnota pozorovatelné (veli¢iny) X ve stavu ¢, X (¢);
nejjednodussim piikladem je energie £, jinym tieba vyska molekuly nad hladinou mofte.
Makroskopicka hodnota libovolné veli¢iny X (tedy to, co nakonec méfime v laboratofi jako
vysledek slozeny ze vSech moznych stavi) je dana aritmetickym primérem pies vSechny
mozné stavy, tedy

(X)=="" (24)

kde symbolem (X) je oznacena stiedni hodnota a X (1)) je hodnota veli¢iny X v kvantovém
stavu 1; W = 3" 1 je pocet stavil.

Piiklad. ,Kvantovy“ systém hraci kostka se po hodu vyskytuje v jednom z W = 6 stavi, které
mizeme symbolicky zapsat jako {1,2,3,4,5,6}. Pfedpokladejme, Ze hrajeme velmi primitivni
hru: hrac vsadi (da bankéri) 1 korunu a hodi; padne-li 6, bere 5 K¢, jinak nic. Kolik hrac¢ v praméru
vyhraje nebo prohraje v jednom kole?

Reseni. Pozorovatelnou veli¢inu ,vyhra® ozna¢me symbolem X. Hodnoty této veli¢iny v jed-
notlivych stavech jsou X (1) = X(2) = X(3) = X(4) = X(5) = —1 (nic nevyhraje, odevzdal ale
1 K¢) a X(6) =4 (vyhraje 5, ale 1 vsadil). Pramérna vyhra je

Yy X)) —1-1-1-1-1+4 1
W 6 6
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Hrac tedy v primeéru prohraje 1/6 K¢ v jednom kole. Samozfejmé mize nahodou vyhrat. Ale sedi-
-1i u hraciho stolu cely vecer a sehraje celkem 1200 her, bude se jeho primérné vyhra pohybovat
kolem 1200 x (X) = —200 K¢. |

Foznémka. Kvantovi mechanika jiz obsahuje pojem pravdépodobnosti, takze formulace
ergodické hypotézy jako ,,pravdépodobnosti stavii jsou stejné” je ptirozené. Pokud vsak po-
uzivame klasickou mechaniku, pak misto vlastni funkce ¥ mame polohy a hybnosti vSech
molekul, které tvori tzv. fazovy prostor. Pfimym dusledkem pohybovych rovnic klasické
mechaniky (ve formeé tzv. Hamiltonovych rovnic) je, Ze se pii ¢asovém vyvoji zachovava ob-
jem (elementu) fazového prostoru (Liouvilleav teorém). To si lze predstavit tak, ze budeme
uvazovat mrak blizkych bodua ve fazovém prostoru, tedy nékolik systémi s velmi podobnymi
pocateénimi polohami a hybnostmi. Systémy nechame vyvijet v ¢ase. Toto je mechanicka
verze vyse uvedeného tvrzeni ,mikrostavy rychle pfechéizeji jeden na druhy“. Liouvilleiv
teorém fika, ze mrak bodd bude ménit tvar, ale hustota bodd zistane stejna. Je-li sys-
tém dostateéné chaoticky, navstivi viechny body nadplochy fazového prostoru odpovidajici
stejné energii stejné casto.

V systému s nulovou potencialni energii to znamené, Ze trajektorie
Castic vyplni prostor stejné husté (na obr. jsou trajektorie péti ¢astic
v boxu s odpudivymi sténami). Statistickd termodynamika vznikla v 19.
stoleti pouzivala jazyk klasické mechaniky, misto pravdépodobnosti se
pouzivala hustota pravdépodobnosti a misto rov. (2.4) byl jisty integral.
Jazyk kvantové teorie se sumami je pro studenty jednodussi.

2.2.3 Kanonicky soubor

Predpokladejme nyni, Ze dovolime systému vyménovat teplo foee%e® o%e ° ..oth;_.m:o;t}t:
s okolim, tedy ponofime ho do termostatu (ktery si muizeme [®¢° oo, % o® o % %  o°0¢,
predstavit jako jiny mnohem v&tsi systém). Energie systému [o ® e 5 [coeeAT® o oB| o° *oc'

jiz nebude pfesné konstantni, ale bude fluktuovat okolo jisté °.°'.:. e e o

el o 0% o.o.o...°..

stfedni hodnoty. (Pokud je vam tato pfedstava cizi, pfedstavte |3 ¢s% e ® TARY] PRI
00 0%o® 000 ° M)

si, 7ze nas systém je tvoren jen jednou molekulou. Ta bude ob- :.o..°:. A °°.o.°:..:..'..’..: :

¢as narazet do molekul termostatu a jednou bude mit energii
vy&si, jednou nizsi.) Poznamenejme jesté, Ze pii¢ina fluktuace energie naseho systému je
v tom, ze systém piechazi z jedné energetické hladiny na jinou, protoze za konstantniho
objemu jsou vlastni funkce v i energetické hladiny neménné. Nemiizeme vsak jiz predpo-
kladat, ze vSechny stavy (s raznou energii) jsou stejné pravdépodobné, ale naopak jejich
zastoupeni je dano jistou funkci 7w(E), ktera je vSak jiz jen funkei energie, nebot stavy se
stejnou energii maji stejnou pravdépodobnost.

Pokusme se nyni odvodit tvar funkce 7w(F). K tomu predpokladejme, 7e ve styku s ter-
mostatem mame dva (nikoliv nutné stejné) systémy, 1 a 2. Pravdépodobnost, 7e systém
1 ma energii Ey, je w(E;), pravdépodobnost, Ze systém 2 ma energii Fs, je 7(FEs). Nyni
systémy spojime do jednoho, ale tak, aby se miniméalné ovliviiovaly. Energie spojeného
systému bude souctem energii obou subsystému, E,,o = E; + E5. Pravdépodobnost, ze
systém 1 nalezneme ve stavu s energii £y a zdroveri systém 2 nalezneme ve stavu s energii
E5, je dana soucinem obou pravdépodobnosti,

7 (E1y2) = w(Ey + Ep) = w(Ey) w(Ez)
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Je to podobné, jako kdyz pravdépodobnost padnuti Sestky pii hodu jednou kostkou je 1/6
a padnuti dvou Sestek pii hody dvéma kostkami je 1/36. Po zlogaritmovani méme

Inm(E; 4+ E2) =Inw(Ey) + Inmw(Es) (2.5)

Pokud ma tato rovnice platit pro jakékoliv hodnoty E; a Fs, musi byt In7(FE) linedrni
funkci F, tedy
Inw(FE) =0 — BE; = w(E;)=ex PP (2.6)

kde o; a 3 jsou konstanty. Konstanta «; je pfitom aditivni, tedy a0 = ay+ag, a zavisi jak
na systému tak na (zatim neznamé) teploté. Je dana normalizaci, soucet pravdépodobnosti
se totiz musi rovnat jednicce,

1= m() =) e HW =y o #W = o= e #W
v

(4 (U (

Jeji fyzikalni vyznam odvodime az v odd. 2.3.

Konstanta  je dana vlastnostmi termostatu. Veli¢ina, ktera je stejnd v termostatu
i v systému (jsou v rovnovaze), je podle 0. véty empirickd teplota, tedy § bude souviset
s teplotu. Cislo e*PEW) ge nazyva Boltzmannova pravdépodobnost. Bez normalizace,
tj. pouze

(1) o e~ BEW)

se nazyva Boltzmannova vaha ¢i faktor.

Stavi se stejnou hodnotou energie muze byt (a obvykle je) mnoho. Kazdy z nich
mé danou Boltzmannovu pravdépodobnost. Pravdépodobnost toho, Ze systém mé danou
energii, je dand sou¢inem Boltzmannovy pravdépodobnosti a poc¢tu takovych stavi; po-
Cet kvantovych stavii se stejnou energii se nazyva (stupeil) degenerace dané energetické
hladiny, ptip. statisticka vaha.

Vztah (2.4) pro stiedni hodnotu musime zobecnit. V (2.4) byla pravdépodobnost stavu
7(¢) = 1/W, nyni je dana funkei energie (2.6), w(¢) = w(£(¢)). Kazdy stav zapolteme
s pravdépodobnosti, se kterou se vyskytuje,

—BE
ety _ Sy X)W

(X) =) _X(@)m(EW) =D X(®)e S W (27)
¥ ¥ v
Napf. vnitini energie je nyni dana stiedni hodnotou
U= (&) (2.8)

Foznfimka. MozZné je na misté ponékud ukecand vsuvka ilustrujici princip stfedni hodnoty.
Reknéme, ze studujeme vliv nadmoiské vysky na obsah hemoglobinu v krvi. Zajistime si
vzorek obyvatel, ktefi Ziji ve vySce h = Om nad mofem (dejme tomu piesné&ji v rozsahu
vysek 0 az 1 m) a zjistime, Ze maji v krvi ur¢ité mnozstvi hemoglobinu, které ozna¢ime X (0).
Zname tedy funkci X (h), kterd udava pramérné mnozstvi hemoglobinu v krvi (tato funkce
s vyskou roste). Jaké je ale primérné mnozstvi hemoglobinu v krvi ndhodné vybraného
Cloveéka? Jisté nemiZeme primérovat jen funkci X (h), protoze na pobieZi Zije vic lidi nez
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ve velehorach. Ozna¢me pocet lidi Zijici ve vySce h symbolem N (h). Timto ¢islem budeme
vazit zjisténé mnozstvi hemoglobinu. St¥edni obsah hemoglobinu v krvi je

X(h)N(h
2n N (h)
Toto je analogii pravé strany rov. (2.7). VSimnéte si take, ze >, N(h) je celkovy pocet lidi.
Ve spojitém p¥ipadé (vysky nedélime po metru) pfejdou sumy na integrély:
) = [ X(h)N(h)dh
[ N(h)dh

Déle si muZzeme definovat pravdépodobnost, 7e ¢lovek Zije ve vySce h, vztahem m(h) =
N(h)/>>, N(h). Pak

(X)=>_ X(h)m(h) piipadns (X) = / X (h)w(h)dh
h
coz ovSem neni nic jiného nez rov.(2.7). ]

Zbyva urc¢it konstantu . Protoze vztahy plati pro libovolné systémy, zvolime si ta-
kovy, ktery umime spocitat. Nejjednodus$sim systémem je asi jednoatomovy idealni plyn
(slozeny z hmotnych bodu, viz odd. 2.1). Vypoc¢téme stiedni hodnotu energie jedné jeho
molekuly. Je-li ¥ = (v, vy, v;) rychlost molekuly (vektor) a m jeji hmotnost, je jeji energie

E = im® = 3m(v} + v} 4 v2). Podle (2.7) mame (pro spojité hodnoty @ pfejde soucet
na integral)
gy _ SoEWEW) _ [ bniP(hni?) s o)
Y, w(EW)) [ w(im?) do '

kde [do= [T [T [% dv,dv,dv. (integruje se pres vSechny mozné hodnoty rychlosti).
Po ponékud neptijemném vypoctu dostaneme

31
=53

Foznémka. Tento vypocet bohuzel vyzaduje trochu matematiky. Snad si je§té vzpomenete

na vzorec (Gaussuv integral)
exp(—Az“)dz =4/ — (2.11)

Uzite¢nym trikem nejen ve statistické termodynamice je derivace podle parametru. Vztah
(2.11) zderivujeme podle parametru A,

(E) (2.10)

5N

o [ 9 0
a—A/_Ooexp(—Ax Yz = EYR

/_O:O(—xQ)exp(_Aﬁ)dx _ _;\/E

Tento vztah spolu s (2.11) pouZzijeme v (2.9) a dostaneme vysledek (2.10). _|

Energie jednoho molu je N krat vétsi nez energie jedné molekuly, U = NA%%, co7 se
mé rovnat U = 3RT podle rovnice (2.3). Z toho dostaneme hledany vztah pro 3

1

=T
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kde
kg = R/Ny = 1.38065x 10723 JK !

je tzv. Boltzmannova konstanta. Boltzmannuv faktor je tedy

e~ €W)/ksT (2.12)

Ale to uz jsme nékde vidéli!

Ve vySe uvedenych vztazich je £(¢) resp. E skute¢na energie daného systému molekul
(vyjadiena v J); je-li systém jedna molekula, pak je to jeji energie. Budeme-li, jak je
v chemii zvykem, vyjadiovat energii na jeden mol, tedy v Jmol™', bude 8 = 1/RT a

prislusné vyrazy budou mit tvar
e—energie/RT

Ale to uz jste pii studiu fyzikalni chemie vidéli!

e Aby mohla probéhnout chemicka reakce, musi reagujici latky mit ur¢itou miniméalni
energii, tzv. aktiva¢ni energii £*. Podil molekul, které ziskaji tuto energii a zreaguji
za jednotku casu, je umérny Boltzmannovu faktoru exp(—FE*/RT'). Pro rychlostni
konstantu pak dostaneme Arrhenituv vztah k = Aexp(—E*/RT), kde A je konstanta
(ve skutecnosti na teploté slabé zavisi). Vidime, 7e je-li aktiva¢ni energie srovnatelna
s ,tepelnym kvantem® kg, miize reakce snadno probéhnout, naopak je-li aktiva¢ni
energie mnohokrat vétsi nez kg7, bude hodnota exponencidly extrémné mala a
rychlost reakce zanedbatelné.

e Energie potiebna k pfeneseni molekuly (v ,,chemickych* jednotkach jednoho molu)
z kapaliny do pary je AyypHm, pravdépodobnost nalezeni molekuly v péfe je pak
amérna exp(—Avyp,Hpm/RT'). Pravdépodobnost nalezeni molekuly je imérna hustoté
a ta je v idedlnim plynu amérné tlaku. Vysledek souhlasi s integrovanym tvarem
Clausiovy-Clapeyronovy rovnice

—AypHny (11 ) —AvypHn
= eX _—— —_— = = — COonst - ex e ——
P = Po exp i T p BT

ktery jste odvodili ve Fyzikalni chemii I za predpokladu, Ze Ayy,Hy, nezavisi na
teploté.

A jesté jednou jinak: barometricka rovnice

Priklad. Vypoctéte tlak vzduchu ve vysce h = 8850m za teploty 0°C, je-li na hladiné mote
normalni tlak. Predpokladejte, Ze zemska atmosféra je v rovnovaze, tedy zanedbejte vitr, vliv
slune¢niho zéfeni atd.

ReSeni. Energie molekuly o rychlosti v je dana vztahem

1
E = mgh + §m172

kde g je tihové zrychleni. Druhy ¢len je (v priméru) pro v8echny molekuly stejny, protoze teplota
v rovhovaze je nezdvisla na vySce, a nemusime jej proto uvazovat (tj. cleny jej obsahujici se
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vykrati). Hustota (poc¢et molekul v objemu) je tmérnéd pravdépodobnosti w(E) = exp(—pSmgh).
Tlak je amérny pro idealni plyn hustoté, tedy této pravdépodobnosti, a hledané zavislost tlaku
na vysce (tzv. barometricka rovnice) je

h Mah
p = p* exp(—Bmgh) = p* exp <—Z;‘GT) = p*exp (—;}) (2.13)

Dosadime stiedni molarni hmotnost vzduchu M = 29gmol~! a mame

20x103kgmol ! - 9.81ms"2-
p = 101.325 kPaexp [ — 10 " kemo — ) Eilms 8850m ) _ 43 4 kPa
8.314J K mol™" - 273K
(Jednotky v argumentu exponencialy se pokratily, protoze J = kgm?s2.) |

Barometrickou rovnici mizeme také ziskat ze stavové rovnice idealntho plynu a pod-
minky, ze tlak v urcité vysce je dan tihou veskerého vzduchu nad danym mistem. Uvazujme
pokles tlaku dp = p(h + dh) — p(h) pii zméné vysky o dh. Hydrostaticky tlak sloupce
vzduchu o vysce dh je —dh go (tlak s vyskou klesa, proto zaporné znaménko). Hustota je
podle stavové rovnice idealniho plynu rovna ¢ = Mp/(RT), a proto

M
dp = —dh go = —dth—;f

po separaci proménnych a integraci s podminkou p(0) = p**

D h M
@:_/ an M1
pstp 0 RT

dostaneme opét barometrickou rovnici (2.13).

Nad vzorcem je uzite¢né se zamyslet. Necht je molekula v urc¢ité vysce. Pod vlivem
néarazu ostatnich molekul a tihové sily se mtuze pohybovat nahoru i doli; pravdépodobnost,
ze se bude pohybovat nahoru, je vzdy mensi, nez Ze se bude pohybovat doli. Méame-li
molekulu u hladiny more, doli jiz ovSem utéci nemize. Po dosazeni h = 80 m snadno
zjistime, ze ve vySce 80 m je pravdépodobost vyskytu molekuly o 1 % mensi nez u hladiny
(tedy je 0.99), stejné tak ve vySce 160 m je pravdépodobost vyskytu molekuly o 1 %
mensi neZ ve vysce 80 m, celkem tedy 0.992 hodnoty u hladiny, protoZe na kazdém misté
se muze nezavisle ,rozhodnout“, zda poputuje nahoru ¢i doli, pficemz preference sméru
doli je v kazdém misté stejna. Jinymi slovy, pravdépodobost vyskytu molekuly ve vysce
160 m je soucinem pravdépodobnosti, Ze popoleze dvakrat o 80 m, zatimco jeji energie
je dvojnasobna.

Predstavme si nyni, Ze mame molekuly dvé; jsou obé v idedlnim plynu, takze se neo-
vliviiuji. Pravdépodobnost, 7ze nalezneme obé dvé ve vysce 80 m, je rovna druhé mocniné
pravdépodobnosti, Ze tam nalezneme jednu, totiz 0.99? nasobku pravdépodobnosti mo-
lekul u hladiny moie. Faktor 0.99% je stejny jako pro jednu molekulu u hladiny moie a
druhou ve vysce 160 m — protoze v obou piipadech ma spojeny systém obou molekul
stejnou energii, a pravdépodobnost zavisi jen na energii.
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2.3 Termodynamika

Vztahy pfedchoziho oddilu ndm umoziuji pracovat s pravdépodobnostmi stavi a pocitat
stfedni hodnoty veli¢in, které 1ze vyjadrit jako funkce konfigurace. Takovymi funkcemi jsou
napiiklad tlak a energie (a tedy i entalpie). Neumoziiuji v8ak spocitat entropii a odvozené
veli¢iny (Helmholtzova a Gibbsova energie?, které tvori jadro chemické termodynamiky.

Abychom odvodili korespondenci s termodynamikou, napiSme vnitini energii, ktera je
stfedni hodnotou energie

U= m(W)EW)
%
Mala zména této veli¢iny je

AU = " w(y) - dE(w) + Y dm(y) - E(¥) (2.14)
P P

Clen d€(v)) znamené, 7e se zménila energetickd hladina (energie stavu 1), clen dm(v)
znamena, ze se zménila pravdépodobnost vyskytu stavu . Z termodynamiky vime, zZe se
tato zména ma rovnat

AU = —pdV + TdS (2.15)

Rovnaji se oba vztahy?

Prvni ¢len v (2.14) odpovida vlivu zmény energetickych hladin £(¢). Aby se tyto
hladiny zménily, musime zménit vnéjsi podminky, napiiklad objem. Pfedstavme si proto,
Ze mame ve valci s pistem systém ve stavu ¢ a tento pist posuneme o malé dz. Tim se
zméni vlastni funkce 1 a néasledné se energie zméni o d€(¢)). Tato zména energie se rovna
mechanické praci, tedy az na znaménko soucinu sily F' a drahy dz, tedy d€(¢)) = —Fdx =
—F/A-d(Azx) = —p(v) AV, je to tedy préace objemova (A je plocha pistu). Veli¢ina p(v))
je tlak daného stavu, skutecny tlak dostaneme jako stiedni hodnotu (vaZeny pramér) pies
viechny stavy, tedy p = >, 7(¥)p(¥). Prvni ¢len v (2.14) je tedy objemova prace —pdV.

Druhy ¢len v (2.14) naopak zahrnuje vliv zmény pravdépodobnostniho rozdéleni 7 (v))
za konstantniho objemu (a tedy neménnych stavi ¢ i hladin energie £(¢)). Bude tedy
odpovidat vyméné tepla; napt. pii dodani tepla vzroste zastoupeni stavi s vyssi energii na
tukor stavi s energii nizsi. Tento ¢len by tedy mél odpovidat ¢lenu T'dS ve vztahu (2.15).
Abychom hledanou korespondenci dostali, vyjadieme nejprve £(1)) pomoci pravdépodob-
nosti z (2.6),

() = gla —nm(w)
a dosadme do druhého ¢lenu v (2.14),
S dr()E() = 3 dm() o — nw(e) = —= 3 dr(e) - In ()
" m B B 5

Pti tpravé jsme pouzili vztah

> dm(y) =0 (2.16)
Y

2V chemii se (nepfesnd) pouZiva termin ,volnd energie“ pro Gibbsovu nebo Helmholtzovu energii
(podle podminek). Fe fyzice znamend termin ,volna energie“ pouze Helmholtzovu energii; Gibbsova
energie je ,,volna entalpie*
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ktery snadno odvodime diferencovanim normovaci podminky Zw () = 1 (vyjadieno
slovy, abyste se nebali derivaci: kdyz 7 (¢) vzroste, dmw(v) je kladné, kdyz (1)) klesne,
je dm(v) zaporné; protoze soucet je jedna, museji nékteré dm (1)) vzrist a jiné klesnout).

-----

Y dw(y) -Inw(y) =d ) w() Inw(y)
Y (0

Druhy sé¢itanec v (2.14) je tedy

> dm(p) - E(p) = —kpTd
P

S w(v) lnww)]
P

Porovnanim s T'dS dostaneme entropii® jako funkei pravdépodobnosti stavi,

S=—kp Y m(y)nmw(y) (2.17)
P

Vratime-li se zpatky k izolovanému systému, je w(v)) = 1/W pro E = E(¢) a () =0
pro E # £(1) a mame

S =kglnW (2.18)

kde W je pocet stavil. Toto je slavna Boltzmannova rovnice pro entropii. Entropie je
tedy tim vétsi, ¢im vice zpisoby 1ze dany stav realizovat, ptficemz zavislost je logaritmicka.
To souvisi s aditivitou entropie: Uvazujeme-li opét spojené systémy 1+2, plati Wi o =
W1W2, a pI‘OtO Sl+2 = Sl -+ SQ.

Zbyva urcit fyzikalni vyznam parametru a. Z (2.17) po dosazeni za In 7 z (2.6) dosta-
neme

§ = —ky 3w~ BEW) = —kpa+ o (219)

a tedy

kgT kgT
kde F je vam dobfe zndma Helmholtzova energie. Z toho zaroven plyne diilezity vztah

> e—“(w] (2.20)
P

kde suma v hranatych zavorkach je stejné jako ve jmenovateli (2.7), nazyva se kanonicka
parti¢ni funkce nebo statistickd suma a obvykle se znac¢i () nebo Z. Jeji vyznam
je podobny pocétu vSech konfiguraci W v mikrokanonickém souboru s tim, Ze jednotlivé
mikrostavy zde zapoc¢itavame s vihou imérnou Boltzmannovu faktoru. Mikrostavy s ma-
lou energii* maji vy$si zastoupeni, mikrostavy s vysokou energii vzhledem k kg7 jsou

F = —/{ZBTID

3Pfesnéji: az na aditivni konstantu, kterou polozime rovnu nule napi. z toho diivodu, aby byla entropie
aditivni
4Zpravidla definujeme &(1)) = 0 pro zékladni stav (s nejnizsi energif)
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malo populované (jsou $patné dostupné). Parti¢ni funkci miazeme tedy interpretovat jako
,pocet dostupnych mikrostavi®.

Z (2.20) lze alespon v principu spocitat libovolnou termodynamickou veli¢inu (je to
opakovani Fyzikalni chemie pro bakalare)

__(9F) g __(9F
P==\ev ), 7~ " \or),

U=F+TS, H=U+pV, G=F+pV

|Poznémka. Pravdépodobnost stavu exponencialné klesa s energii, z ¢ehoz jsme usoudili,
Ze o stavy s vysokou energii (ve srovnani s kgT') se nemusime starat. Situace je ale pongkud

vvvvvv

¢astic docela rychle. Nastésti vSak neroste exponen- 20 ‘
21w . . . v - P 14 o—10E
cialné, ale pouze algebraicky. Pro ilustraci uvazujme 10 14‘3 0
jeden harmonicky oscilator v n-tém vzbuzeném stavu — 12; '150E
— EV e

(n > 0). Jeho energie je nhv (h je Planckova kon-
stanta a v frekvence) a stavy nejsou degenerovane, tj.
pro dané n (v okoli energie nhv) je stav jeden. Ale pro g 10}
N nezavislych oscilatorit mizeme celkovou energii
nhy = (n1+ng+---+ny)hv slozit z jednotlivych os-
cilatortt mnoha zptsoby, totiz fadové n™¥~=1/N! (pro
n > N). Po znasobeni e~ ""/#8T dostaneme funkei,
ktera nejdiiv roste, ale po Case pfece jen exponenci-
alni klesani pfevladne, viz obr. vpravo. Vysledkem je 1 2 3 4 5
kiivka priblizujici se Gaussové kfivce. E _I

2.3.1 IdeAlni plyn nyni kvantové

Vypocteme tlak a molarni entropii jednoatomového idealniho plynu za teploty 17" v objemu
V. Podle vysledkt, které jste ziskali na prednaskach z kvantové teorie, je energie jedné
molekuly v nadobé tvaru kvadru o stranach a, b a ¢ s pevnymi sténami rovna

h? (n2 n2 p2
E=—|2+2+2 2.21

8m (a2 * b2 * c? (2:21)
kde n,,n,, n, jsou prirozend ¢isla — kvantova ¢isla pro systém céstice v krabici. Kanonicka

parti¢ni funkce je
Zy = Z Z Z exp(—5¢€)

ng=1ny=1n.=1

Je-li nddoba dost velkd, miuzeme nahradit sumaci integraci

le/ / / exp(—p€) dn,dn,dn,
o Jo Jo

a pouzit opét vzorce (2.11). Dostaneme
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kde V' = abc je objem a
h
A=———+ 2.22
(2rmkgT)/? (222)

je tzv. de Broglieova tepelna vinova délka. Ta je rovna de Broglieové vinové délce,
A = h/p = h/muv, kde p je hybnost ¢astice a v jeji rychlost. Rychlost v je pfitom , typicka“
rychlost za dané teploty; z Maxwellova—Boltzmannova rozdéleni rychlosti se da spocitat,
ze v = (7/2)v, kde T je stfedni rychlost molekul.

Aby byl semiklasicky popis pfesny, musi byt typickd (pramérna) vzdalenost molekul
mnohem vétsi nez A.

Ptiklad. a) Vypoctéte A pro helium za teploty T = 2 K.

b) Srovnejte s typickou vzdalenosti atomt v kapaliné (hustota p = 0.125gcm™3).

Reseni. a) A = h/(2rmkpT)"/? = hNo/(2r MRT)Y/? = 6.2 A

b) r = (M/Nap)'/3 =3.8 A

Tepelna vinova délka je srovnatelna (dokonce deldi) nez typickd vzdalenost atomi v kapalném
heliu, a proto nelze ocekavat platnost klasické statistické termodynamiky. [ |

Molekuly idealniho plynu navzajem neinteraguji, a proto £ = sz\il E;, kde se sc¢ita
pres v8echny molekuly v systému. Kdyby byly vSechny molekuly rizné (ale se stejnou
hmotnosti m), dostali bychom

N
z=1[2=2z"
=1

Tak tomu ale neni. V kvantovém popisu, ze kterého jsme vysli, jsou stejné atomy neroz-
ligitelné®. Parti¢ni funkei je proto nutno vydélit poc¢tem zpiisobil, kterymi lze molekuly
oznadit (ocislovat). Nejsme totiz v principu schopni rozlisit stav, kdy je molekula vody
¢.1 v levém hornim rohu nadoby a molekula vody ¢. 2 v pravém spodnim rohu nadoby od
stavu, kdy jsou tyto molekuly opa¢né ocislovany. Pocet oc¢islovani N stejnych molekul se
rovnd N!=1-2-3.--N. Spravny vysledek je proto

1

_ - 7N
Z=m4

a podle (2.20) je Helmholtzova energie rovna,

F=—-kgThZ=—kgT (Nln%—ln]\f!) = —kpgT (Nln%—NlnN%—N)

Pro odhad In N! jsme pouzili Stirlingtiv vzorec In N! =~ NIn N — N, viz dodatek A.1.

5Z hlediska klasické teorie neni tento pfedpoklad viibec samoziejmy. Jeho vynechani viak vede k chyb-
nym hodnotam entropie, nap¥. entropie vzroste po ,,smichéani“ dvou stejnych vzorki stejného plynu (tzv.
Gibbstv paradox). Vy vite, Ze entropie vzroste pouze po smichani rizngch plynt. Naopak v postupu je
skryta jesté jedna nesamoziejmost: predpokladame totiz, Ze pocet moznych kvantovych stavii molekuly
(popsany Cisly ny,n,,n;) je mnohem v&tsi nez pocet molekul. Pokud by tomu tak nebylo (za nizsich
teplot), musime uvaZovat jinak a mj. musime rozlisit, jestli naSe €astice jsou fermiony (nemohou byt
ve stejném kvantovém stavu) nebo bosony (mohou). Pouze je-li pocet kvantovych stavi dost velky, je
pravdépodobnost , hadky“ dvou ¢astic o jeden kvantovy stav mala.
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Tlak je dan vztahem
~ OF  NkgT  nRT
P="v = "v — Vv
coz je stavova rovnice ideadlniho plynu. Vypocet entropie je ponékud zdlouhavy, protoze
na teploté zavisi i A. Vyjde tzv. Sackurova—Tetrodeova formule

S:—a—F:kBN(ln v +g)

oT NA3
a po prepoc¢tu na mol

v

=R (In——
S, R(HNAA3

+ g) = konst + RInV + Cy,, In T

kde Cy,, = %R, coz je spravnéd hodnota pro jednoatomovy plyn.

2.3.2 SemiklasickA Helmholtzova energie

Velké systémy zpravidla nepopisujeme kvantové (byt s aproximacemi) jako ve vySe uve-
deném prikladu, ale klasicky. Predpokladejme, Ze systém se sklada z N atomi, jejichz
polohy popiseme N vektory 7, i = 1, 2,..., N. Misto rychlosti 7; pouzijeme (z duvodi,
jez vyzaduji hlubsi znalosti mechaniky) hybnosti, p; = m;. Energie systému atomi je
E = Eyot + Ekin, kde o potencidlni energii E,q (Casto se oznacuje i U) se vice dovite
v nésledujici kapitole a kinetick& energie je Eyy, = Zf\;l p?/2m. V tzv. semiklasické limité
(provedené ve vyse uvedeném piikladu pro idealni plyn) prejde (2.20) na

F = —k:BTln{ / e‘ﬁEdﬂ...dFNdﬁl...dﬁN} (2.23)

1
N3N

1
= —ksTh { S / e-ﬁEwtdﬁ...di} (2.24)

Tento vztah budeme Gasto pouzivat. Az na faktor 1/(N!h3Y) je to pFimocara aplikace
(2.20) na klasicky soubor molekul. Jak jsme se jiz zminili, ¢len 1/N! vyplyva z nerozlisi-
telnosti molekul a jeho zanedbani vede ke $patné hodnoté entropie. Clen 1/h3N vyplyva
z kvantové teorie; bez néj se F' lisi o konstantu — je vzhledem ke $patnému standardnimu
stavu (a vyraz by byl 8patné i formalné, protoze Z musi byt bezrozmérné). Vyraz

Qn = / e PPrordiy L diy

se nazyva konfigura¢ni integral; je to integral z Boltzmannova faktoru pies vSechny
konfigurace systému. Jesté uvedme vyraz pro stfedni hodnotu veli¢iny zéavislé pouze na
polohach (konfiguraci). Podle (2.7) plati

B fX(Fl, . ,FN)G_’BEPOtdfl co.dry
B [ e=PEvordry ... iy

(X) (2.25)

Pi#iklad. Aplikujte rovnici (2.24) na jednoatomovy idedlni plyn a vypoctéte tlak a chemicky
potencial.
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Reseni. Pro idealni plyn plati E,o = 0. Integral v (2.24) je proto

/drl drN—/drlx/drgx /drN—VN

Opét pouzijeme Stirlingovu aproximaci In N! ~ NIn N — N, viz odd. A.1. Vyjde

A3
F = NkgT [lnN— 1+1In <V>}

7 toho snadno vypoéteme tlak

oF 0ln(1/V) NkgT nRT
P <av> F v v v (2.26)
coZ je stavova rovnice idedlnfho plynu, jezto N = Nan a R = Npkp. Chemicky potenciél

jednoatomového idedlniho plynu spoéteme nejsnaze z rovnice pro otevieny systém
dF = —-S5dT — pdV + pdN

Snadno zderivujeme

OF A3 1 NA3 pA3
W= (aj\f):r,v = kgT [lnN —1+1In (V)] +NkgT [N] = kgTIn (V) kgT In <kBT>

kde v posledni tpravé jsme pouzili stavovou rovnici idedlniho plynu, pV = NkgT. [ |

2.3.3 Pravdépodobnostni rozdéleni molekularnich rychlosti

Rychlost molekul plynu se vlivem vzajemnych srazek neustale méni, takze stanoveni sku-
tecné rychlosti vybrané molekuly v daném okamziku neni mozné. Ve velkém souboru
molekul lze v8ak pomoci statistickych zakonitosti ziskat informaci o zastoupeni rychlosti,
jimiz se molekuly pohybuji. Pravdépodobnost, Ze molekulu 1 nalezneme

e v krychli¢ce o velikosti dz1dy;dz; se soufadnicemi v intervalu (xq, 1 +dxy), (y1,y1+

dyr) a (21,21 + dzp) a zaroven

e s rychlostmi v intervalu (v, vi, + dvy), (vViy, v1y +dvy), (V1z, 01, + dv,),

e a stejné pro molekuly 2, 3, ..., N,
je umérna Boltmannovu faktoru (2.12)

ex . Epot + Ekin o pot
P kT kT
N 2 1 2 1 2
Vig _§miviy (_ﬁmlvzz>
X exX exX E— exX I —
H ( ) P ( ks T ) P\ kT

Pravdépodobnost je vyjadiena jako soucin, protoze jednotlivé slozky kinetické energie

5mivi,, smyvt, atd. jsou nezavislé navzajem i na potencialni energii. Proto pravdépo-

2
dobnost, ze x-ova slozka rychlosti ¢astice 1 je v intervalu (vy,, v1, + dv,), je Gmérna

—%mlvfx
exp T
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bez ohledu na polohy a rychlosti ostatnich ¢astic a slozky rychlosti ¢astice 1 v osach y
a z. Stejny vztah plati pro vSechny kartézské slozky rychlosti a v8echny molekuly. Rov-
nici je zvykem normalizovat, tedy znésobit konstantou tak, aby normalizované rozdé-
leni® f,(v,)dv, udavalo p¥imo pravdépodobnost, Ze rychlost ve sméru x je v intervalu
(g, vz + dv,). Pak plati normaliza¢ni podminka

+o0

fo(vg)do, =1

tj. pravdépodobnost, Ze rychlost je jakakoliv (kdekoliv v intervalu (—oo, +00)), je jedna.
Takto normalizovand funkce se nazyva hustota pravdépodobnosti. Podle Gaussova
integralu (2.11) snadno najdete, ze

_1 2
f:c(Ux) = m exp ( kalTle)

Ti, kdo dobfte poslouchali prednasky z matematické statistiky, si jisté vsimli, ze f,(v.)
neni nic jiného nez Gaussovo rozlozeni se smérodatnou odchylkou o = kgT'/m.

Funkce f,(v,) je pro tii teploty vynesena na obr. 2.2 vlevo. Se zvySujici teplotou se
distribuce rozgifuje, nebot stoupéa zastoupeni vyssich rychlosti.

Rozdéleni na tfi kartézské slozky se nékdy hodi, castéji nas ale zajimé, jaka je pravdeé-
podobnost, ze rychlost v = |9] je v intervalu (v, v 4 dv). Protoze objem slupky (v, v + dv)
je 4mv?dw, je tato pravdépodobnost

3/2 1, 2
m — My
f(v) = 4r (27rk]13T) exp (2}3—%) v (2.27)

Zavislost f(v) je na obr. 2.2 vpravo. Vrchol funkce f(v), tj. nejpravdépodobnéjsi rychlost,
se s riustem teploty posunuje k vy$sim hodnotam. Plochy pod jednotlivymi kiivkami jsou
stejné, totiz jedna, nebot distrubuce jsou normalizované.

Vyse uvedené vztahy se nazyvaji Maxwellovo nebo také Maxwellovo—Boltzman-
novo rozdéleni (nebo rozlozeni). P¥i odvozeni jsme nikde nepouzili predpoklad, Ze latka
je v plynném stavu. Vztahy by tedy mély platit i pro kapalinu nebo pevnou latku. Ome-
zenim je vSak pouziti klasické mechaniky, které je tim méné opravnéné, ¢im leh¢i je atom

v

nebo molekula (kapalné hélium), ¢im silnéjsi je interakce (krystal) a ¢im nizsi je teplota.

2.4 JeSté néco o entropii

2.4.1 Idealni roztok

S idealnim roztokem jste se setkali v kurzu Fyzikalni chemie 1.
Je to takova smés, kde molekula nepozné, zda je obklopena kama-
rady stejného ¢i jiného druhu, v obou pfipadech méa stejnou energii i
,volnost pohybu* (entropii). Dostateéné fidka smés idealnich plyni je
idealni, protoze kazda molekula je obklopena stejnym vakuem. V ideal-
nim smésném krystalu je energie vSech konfiguraci stejna, pro energie
sousedu plati Ej; = Ei9 = FEas.

6Také se pouzivaji terminy (pravdépodobnostni) rozlozeni ¢ distribuce.
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Obrazek 2.2: Maxwellovo—Boltzmannovo rozdéleni rychlosti pro dusik za rtznych teplot.
Vlevo: hustota pravdépodobnosti nalezeni slozky v, rychlosti, vpravo: hustota pravdépodob-
nosti nalezeni rychlosti v

S michanim je v8ak spojena sméSovaci entropie. Pokusme se ji spoc¢itat z Boltzmannovy
rovnice pro smésny krystal. PouzZijeme vzorec pro mikrokanonicky soubor, protoze podle
predpokladu se michanim energie neméni.

Smichdme N; molekul latky 1 a Ny molekul latky 2. Pocéet moznosti, jak molekuly po
miizce rozmistit, je dan kombinac¢nim ¢islem

N N
W = = —
(N1> NNy

Pro upravy vyrazu pouzijeme tzv. Stirlinguv vzorec, In N! =~ NIn N — N, viz Dodatek

Al

InW = NlHN—N—NllnN1+N1—NQIHN2+N2
= (N1—|—N2)1HN—(Nl—l—NQ)—N11HN1+N1—NQIDN2+N2

a po reorganizaci ¢lent

N N
S =kplnW ~ —kg (Nllnwlwvglnﬁ)

nebo chcete-li pro jeden mol (x; = N;/N)
Spm = —R(x1Inx) + 29 Inxs)
coz jste odvodili ve Fyzikalni chemii 1 pro smés idedlnich plynt. VSimnéte si podobnosti

s rov. (2.17).

2.4.2 Rezidualni entropie krystala

Ve Fyzikalni chemii 1 jste se dovédéli, jak vypocitat entropii tfeba vodni pary z termoche-
mickych dat integraci tepelné kapacity, [dT C,/T, od absolutni nuly s pfictenim AH/T
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Obrazek 2.3: Rezidudlni entropie. Vlevo: krystal hexagonélniho ledu za nulové teploty obsahuje
chaotické uspofadéani protont, jeho entropie tedy neni nulova. Vpravo: v krystalu CO ma kazda
molekula ndhodnou orientaci a tedy entropii kg In 2

za kazdy fazovy prechod. To byl stav védéni v 19. stoleti. Ale ve tficatych letech 20.
stoleti umoznila nova kvantova teorie nakrmit Boltzmannovu rovnici pro entropii udaji
odvozenymi ze spektroskopickych dat a kvantovych vypoctii.

Problém byl v tom, ze obé hodnoty nesouhlasily.

Nesoulad vyftesil nositel Nobelovy ceny Linus Pauling. V8iml si, Ze krystal ledu za nu-
lové teploty neni jedna piesné urcend konfigurace, ale obsahuje chaotické pozice protonu
mezi atomy kysliku, viz obr. 2.3. Po vypoc¢tu entropie odpovidajici této neusporadanosti
(rezidualni neboli konfigura¢ni entropie) jiz obé hodnoty souhlasily. Proto také tieti za-
kon termodynamiky vyzaduje, aby zakladni stav za nulové teploty byl jen jeden (ide&lni
krystal).

Jednodussim prikladem rezidualni entropie je krystal oxidu uhelnatého. Tato molekula
méa maly dipolovy moment a za dostatecné nizké teploty v krystalu nerotuje. V krystalu
tak ,zamrzne“ chaos. Kazda molekula mé dvé moznosti orientace, které jsou (témér)
stejné pravdépodobné. Rezidudlni entropie na jednu molekulu je tedy kgln2, molarni
rezidudlni entropie je S,, = NakpIn2 = RIn2. Podobné se chova oxid dusny NNO
(linearni molekula).

vvvvvv

kula vazana ctyrml vodikovymi vazbami k sousednim molekulam. Na kazdé spojnici soused-
nich kysliki je tedy jeden vodik; k jednomu z téchto kysliki je vazan kovaletné, k druhému
vodikovou vazbou. Molekula ledu v miizce miize nabyvat 6 = (3) orientaci. Pokud by ale
byly v8echny molekuly otoceny nadhodné, v mnoha pfipadech by se mezi sousednimi kys-
liky setkaly bud’ dva vodiky nebo dva elektronové pary a nedoglo by k vytvoreni vodikové
vazby. Podle Paulinga miizeme fici, Ze kazdé& vazba by byla s pravdépodobnosti 5 1 spatné.

Na jednu molekulu vody pfipadaji v m¥izce dvé vazby (nikoliv ¢ty¥i, protoze vazba spojuje
dvé molekuly). Entropii pfipadajici na molekulu vody muZeme proto odhadnout vyrazem
kg In(6/22), coz po znasobeni N dévé moléarni rezidudlni entropii Sy, = R1In1.5. Piesn&jsi
vypocet (predpokladajici stale, Ze energie vSech konfiguraci jsou stejné, coz je také aproxi-
mace) dava Sy, = RIn1.50747. ]



30 KAPITOLA 2. STATISTICKA TERMODYNAMIKA LIGHT

2.4.3 Informacni entropie

Entropie je vyjadienim chaosu. Udrzovani fadu v chaotickém prostiedi néco stoji — tim
vice, ¢im vysS$i je teplota. Vzpomeiite si na definici Gibbsovy energie

G=H-TS

Za teploty T tedy snizeni entropie o AS stoji alespoii TAS energie resp. reverzibilni prace.

Jako priklad uvazujme informac¢ni entropii DNA. Za predpokladu zcela nahodného
uspoiadani pari bazi je molarni informac¢ni entropie rovna R In 4, protoze mame ¢tyti baze.
V zZivém organismu je ale potfeba mit na daném misté piesné danou bazi. Odpovidajici
Gibbsova energie (pii 37 °C) je

AG =—RTIn4 = —-3.6kJmol!

To znamen4, 7ze pii syntéze DNA potiebujeme kromé vlastni chemické energie vazeb na-
vic energii alespoit 3.6kJ mol~! na jeden péar béazi, abychom zajistili bezchybnou replikaci
genetického kodu — ve skutecnosti ovsem mnohem vice, protoze procesy neprobihaji s te-
oreticky maximalni i¢innosti. Pro srovnani, dostupna Gibbsova energie reakce ATP —
ADP je (za béznych podminek v buiice) rovna A, G, = —57kJ mol~1.

Foznémka. Tato dvaha je ilustraci obecného Landauerova principu: Jakakoliv logicky
nevratna operace, jako vymazani bitu, je doprovazena zvySenim entropie minimalné o kg In 2
na bit v téch stupnich volnosti systému (zafizeni zpracovavajicim informace nebo okoli),
které nenesou informaci. J

Pamatujte

V' mikrokanonickém souboru maji viechny mikrostavy (konfigurace) stejnou energii a pravdé-
podobnost. Entropie tohoto souboru je rovna kg In W, kde W je pocet mikrostavi.

V kanonickém souboru o teploté T' je pravdépodobnost nalezeni mikrostavu ¢ Gamérna
Boltzmannovu faktoru exp(—&/kgT). Entropie je dana rov. (2.17). | v tomto p¥ipadé entropie
vyjadfuje neusporadanost systému, tj. poCet mikrostavil (se zapoétenim jejich pravdépodob-
nosti), které maze systém zaujmout.

Zakladni velicinou statistické termodynamiky je kanonicka partiéni funkce. Podobné jako
W v mikrokanonickém souboru udava pocet mikrostavdl, ale zde je vazeny jejich zastoupenim
(Boltzmannovou pravdépodobnosti). V kanonickém souboru je dana (2.20), v semiklasické
limité pak v odd. 2.3.2. Z ni Ize vypocitat Helmholtzovu energii a z ni jakoukoliv rovnovaznou
termodynamickou velicinu.




Kapitola 3

Sily mezi molekulami

3.1 Plocha potencialni energie

V kvantové chemii se zavadi pojem (hyper)plocha potencidlni energie (angl. Potential
Energy Surface, PES). Ta udava energii soustavy atomil v zavislosti na polohach vsech
atomovych jader (pii nejnizsi energii elektront). Napf. pro dva atomy vodiku ve velké
vzdalenosti je energie nulové, pokud je pribliZzime velmi blizko k sobé, bude energie velké a
kladna. Pro vzdélenost protontt 74 pm (rovnovazna délka vazby Hs) mé energie minimum.

Foznémka. Smysluplnost pojmu PES je umoznéna tim, ze elektrony jsou mnohem leh¢i
nez atomovéa jadra, a proto se pohybuji rychleji. Jadra pak muzeme aproximovat pevnymi
bodovymi naboji, mezi nimiz pobihaji lehké elektrony. Energii molekuly pak muzeme ziskat
feSenim Schrodingerovy rovnice (pro elektrony). Vysledkem je energie molekuly jako funkce
poloh vSech jader. Této apoximaci se ¥ikd Bornova—Oppenheimerova.

PES je funkci 3N soufadnic, kde N je pocet jader. Hodnotu PES miizeme ziskat
metodami kvantové chemie. To je vSak pro systémy vétsi nez malé vypocetné narocny
iikol. Proto bychom méli radi dostatecné jednoduchy vzorec, kam dosadime polohy jader
a dostaneme potenciélni energii. Takovy vzorec se nazyva silovym polem. Potencidlni
energie v silovém poli je sou¢tem mnoha piispévki, které maji uréity funkéni tvar. Para-
metry piispévki pro rizné atomy (molekuly, skupiny) se tabeluji.

Systém popsany PES resp. silovym polem lze studovat v principu na kvantové nebo
klasické tirovni. Kvantovy popis je pfesnéjsi a u systémi za nizkych teplot (kapalné helium)
se mu nevyhneme. Za vysSich teplot je dilezitost kvantového chovani mensi, avSak ne za-
nedbatelna; typicky vibra¢ni stupné volnosti lze tézko popisovat klasicky'. Pro mnoho jevi
vSak mnohem jednodussi klasicky popis vyhovuje. Metodam zalozenym na pouziti PES
vyjadiené vzorcem (silovym polem) v ramci klasické mechaniky se obecné ¥ika molekulova
mechanika; molekulovad mechanika v uzsim smyslu ale nezahrnuje simulace (molekulovou
dynamiku a Monte Carlo).

Na klasické trovni lze tspésné studovat mnoho systémii na riznych prostorovych
skalach od mikroskopické (kapaliny, biologické makromolekuly, krystaly) pies mezosko-
pickou (disperzni systémy) az po makroskopickou (sypké materialy nebo tieba kulova
hvézdokupa). Mame-li model (silové pole), muzeme rychleji nez pii pouziti kvantové te-

!Nekvantovy model (silové pole) vody neni schopno popsat piesné tepelnou kapacitu kapalné vody
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orie studovat latku metodami , molekuldrnitho modelovani®, kterym rozumime nejen si-
mulace, ale obecné jakékoliv studie tvaru ¢ konformace molekul. Casto vystacime ,,jen*
s minimem potencialni energie (molekulovd mechanika v uzsim slova smyslu); vypoctu
(lokalniho) minima energie se nékdy ¥ika ,,optimalizace struktury*. Dal$im pouzitim mo-
lekulové mechaniky je interpretace rozptylovych a jingch (NMR) experimentt, tzv. refi-
nement, kdy se struktura stanovena s velkymi experimentalnimi chybami doladi tak, aby
odpovidaly délky vazeb, atomy se nepiekryvaly atd.

3.2 Jednoatomové molekuly

Uvazujme pro jednoduchost nejprve sily mezi sféricky symetrickymi objekty — atomy nebo
ionty. Vyjadfujeme je pomoci potencidlu neboli interakéni (potencialni) energie, ktera je
pouze funkci vzdélenosti, 7, obou ¢astic, u(r).

3.2.1 Dva neutralni atomy

Dva atomy vzacného plynu (napf. argonu) velmi daleko od sebe na sebe prakticky nepu-
sobi. Jejich interakéni energie je nulova, lim, ., u(r) = 0.

Jsou-li atomy blizko u sebe, musi se odpuzovat. Z kvantové mechaniky lze ziskat pro
energii odpuzovéni (repulze) aproximaci

Urep(T) ~e 5" B >0 (3.1)

Typické hodnoty parametru B jsou fadu 10" m™' = 1/(10 pm).
Jsou-li molekuly dél od sebe, pritahuji se. Pro neutralni molekuly plati aproximace

C

Udisp = _7"_6

(3.2)

Kvalitativni vysvétleni této disperzni neboli Londonovy energie 1ze ziskat pomoci me-
chanismu fluktuujici dipél-indukovany dipol.

Foznémka. Elektrony okolo jadra jsou v neustalém pohybu. I kdyZz v primeéru je rozlozeni
elektroni okolo jadra feknéme argonu sféricky symetrické, v daném okamziku to tak neni.
V prvnim pfibliZeni lze okamzité rozlozeni naboje nahradit elektrickym dipoélem. Za maly
okamzik ma dipdl jinou velikost a orientaci. Dip6l okolo sebe budi elektrické pole, jehoz
intenzita ubyva se vzdalenosti jako 1/r3. Jiny atom umistény do tohoto elektrického poli se
polarizuje — vznikne indukovany dipél o velikosti, ktera je imérné intenzité pole, tj. 1/r3.
Tento dipdl interaguje s puvodnim, energie je tmérna soucinu intenzity pole a velikosti
dip6lu a podle le Chatelierova—Braunova principu je zdporné, protoze indukovany dipoél
piisobi proti zméné, ktera jej vyvolala. Energie tedy ubyva se vzdalenosti jako 1/7% x 1/r% =
1/75. Poznamenejme jeté, ze pro velmi velké vzdélenosti (nad stovky nm) se z divodu
kone¢né rychlosti Sifeni elektrického pole nestihnou oba dipély synchronizovat a energie
klesé jesté rychleji — jako 1/r"; pro molekulové modelovani nem4 tento jev vyznam. J

Spojenim piitazlivé a odpudivé ¢asti dostaneme potencial, kterym se aproximuji redlné
interakce. Miuzeme ho zapsat napft. takto

u(r) = Ae™ 8" — O /r" (3.3)
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Obrazek 3.1: Vlevo: Lennard-Jonestiv potencial (3.6), uprostied: potencial tuhych kouli (3.7),
vpravo: potencial pravoihlé jamy (3.8).

Nazyva se exp-6, téZ se poji se jmény Buckingham, Tosi—Fumi, Born—-Mayer aj. Exponen-
ciala ubyva pro dostatené velké vzdalenosti rychleji nez %, a proto potencial ve velkych
vzdalenostech spravné vystihuje skutecnou interakei, —C'/r®. P¥i zmensovani vzdélenosti
prevladne odpuzovani dané ¢lenem Ae 572,

V praxi se ¢asto pouziva jednodussi tvar odpudivé ¢asti potencialu,

Upep = constr™ " (3.4)
kde m > 6. Spojenim rov. (3.4) s prvnim ¢lenem rov. (3.2) vznikne tzv. m-n neboli
Mietv potencial,

mae(r) = e[ (7)" = (5)'] ()
Mie r r . .

Volba m = 12 a n = 6 dava jednoduchy a presto pomérné realisticky Lennard-Jonestv

(LJ) potencial,
om0 @] o) ] e

jehoz prubéh je ukézan na obr. 3.1. V (3.6) zna¢i oyqw/2 van der Waalsuv polomér,
o = 2" Y00 qw se nékdy nazyva kolizni primér a e je hloubka potencialové jamy.

Foznémka. Protoze se ukazuje, ze strukturni vlastnosti molekuldrnich systémua neutral-
nich ¢astic jsou urceny predevsim kratkodosahovymi silami, studuji se systémy tuhych ¢astic
kopirujicich tvar a velikost molekul a predstavujici tak nejhrubsi aproximaci pro tyep. Ty-
pickym piikladem je potencial tuhych kouli (hard sphere, HS),

oo pror <o,
= 3.7
wns(r) {O pror >o. (37)

Teoreticky vyhodnym mezistupném mezi realistickymi spojitymi potencidly a potencidlem
tuhych kouli je tzv. model pravotuhlé potencidlové jamy (square-well),

oo pror<o,
usw(r) =< —e proo <r < Ao, (3.8)
0 pror> Ao,

2Bohuzel pii jesté mensich vzdalenostech opét prevladne zaporny ¢len —C'/r® (jsme v oblasti vzdale-
nosti, kdy predpoklady odvozeni disperzni interakce neplati), coz je technicka zavada, kterou je nutno za
nékterych okolnosti opravit, jinak simulace muze havarovat
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kde bezrozmérny parametr A urcuje dosah pfitazlivé ¢asti potencidlu. V limité A — 1, ¢ — oo
dostaneme lepkavé tuhé koule (sticky hard spheres), v limité A — oo, ¢ — 0 pfitazlivé pozadi
(Kactv potenciél). ]

3.2.2 Vice atomu

Redlné systémy se skladaji z mnoha atomi. Muzeme byt v pokuSeni vSechny parové
interakce jednoduse secist
U) ~ Y ulf, 7)) (3.9)
i<j
kde u(r;,75) = u(|F; — 7j]) = u(r) je parovy prispévek. Symbolem }°, . oznatujeme
zkracené soucet pres vSechny pary, presnéji (pro N atomii)

N j—1

2. =22,

1<J j=2 =1

Bohuzel, tato tzv. aproximace parové aditivity neplati pfesné. Budeme-li zkoumat
trojice atomil argonu, zjistime, zZe odchylka

U(ﬁ> 7:}, Fk) - U(Tij, Tjk:) - U(Tjk:a Tkn‘) - U(Tk:i, Tij)

predstavuje okrouhle 10 % celé interakce. Zahrnuti téchto tzv. t¥i¢asticovych (obecné vice-
¢asticovych) interakei je v8ak slozité (s vyjimkou specialniho typu, tzv. polarizovatelnosti,
viz dale), a proto se zpravidla postupuje jinak. Parovy potencial nahradime efektivni verzi,
ktera pro typické konfigurace (napt. v kapaliné) jiz v primérném smyslu vSechny mnoho-
¢asticové prispévky obsahuje. Takové silové pole pak funguje dobfe pro kapalinu, naopak
vSak popisuje hufe volny par ¢astic a potazmo plynnou fazi.

3.3 lonty

Mame-li ¢astice elektricky nabité, napf. ionty s naboji ¢; a g2, musime k interakéni energii
(napf. Lennard-Jonesové) piidat jesté coulombickou interakei. V soustavé SI plati

I qiq

= 3.10
dreg T ( )

uCoul(T)

kde €y je permitivita vakua. Tento potenciil ubyva s rostouci vzdalenosti velmi pomalu,
coz z hlediska simulaci (ale i teorie) vede k fadé komplikaci.

3.4 Polarizovatelnost

Coulombicky potencial (3.10) na jednotlivych interakénich centrech nevystihuje celou elek-
trickou interakci molekul. Piisobi-li na atom (molekulu) i elektrické pole o intenzité E;,
dojde k deformaci elektronovych obalt a ke vzniku (v prvnim p¥iblizeni) indukovaného

dipo6lu o velikosti .
ﬁi = Qg El (311)
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Obrazek 3.2: Oligopeptid v silovéem poli CHARMM22 (vlevo), jeho parcidlni naboje (v e,
uprostied) a model vody TIP4P (zaporny naboj je posunut z kysliku do bodu M).

Pro sféricky symetricky atom je vektor p; rovnobézny s E; a tedy polarizovatelnost agy je
skalar, obecné ale pro nesymetrickou molekulu neni ji; rovnhobézné s F; a ag; je tenzor.

Foznémka. Jednotkou polarizovatelnosti v SI je Cm? V~! = C?2m? J~!. Obvykle se ale
uvadi veli¢ina a = agi/(4meg), které se spravné v SI fikd objem polarizovatelnosti,
vzhledem k lenosti a konzervativnosti védcu ale nejéastéji uslySite jen ,,polarizovatelnost®.
Je totozna s polarizovatelnosti v soustavé CGS (kterd je ve skole zakézana, a¢ teoretiky stéale
hojné pouzivana). Jeji rozmér je m®, nejcastéji se ale uvadi v A3 (1 A = 107°m). Objem
polarizovatelnosti je fadové roven desetiné objemu molekuly. Objem polarizovatelnosti v A3
pievedeme na SI znasobenim faktorem 1.11265 - 10749, J

Protoze indukované dipoly budi opét elektrostatické pole, je vysledny potenciél sou-
stavy polarizovatelnych molekul dan implicitné (nutno fesit rovnici pro self-konzistentni
pole) a neni ani parové aditivni, coz prodrazuje jakékoliv vypocty. Proto se kromé special-
nich simulac¢nich metod, které jsou jiz mimo zabér téchto skript, ¢astéji pouzivaji efektivni
potencidly.

3.5 Viceatomové molekuly

Svét jednoatomovych molekul by byl velmi chudy. Zpravidla potfebujeme studovat mo-
lekuly od malych (napf. voda) po velké (napf. proteiny). Zakladnim stavebnim prvkem
modeli je atom ¢i piesnéji fe¢eno atomové jadro; nékdy (zvlasteé u starsich modeli) se ali-
fatické skupiny jako -CHjz nahrazuji jednim ,sjednocenym‘ neboli ,rozsifenym® atomem
(anglicky ,united“ nebo ,extended“ atom — viz obr. 3.2), vyjime¢né se naopak pridava
pomocné centrum mimo atomy (model vody TIP4P). Pocet typt atomt je v8ak vétsi nez
chemickych prvki, protoze napt. atom uhliku ve skupiné >C=0 ma4 jiné vlastnosti nez
v benzenu. Atomy také zpravidla nesou parciadlni ndboje, viz obr. 3.2.

Sily mezi atomy v silovém poli se déli na vazebné (bonded) a nevazebné (non-
bonded). Nevazebné sily ptisobi mezi atomy na riznych molekulach a také mezi atomy
jedné molekuly, které nejsou ovlivnény chemickymi vazbami. Atomy oddélené vice nez
tfemi vazbami v Tetézci (napf. koncové vodiky v propanu CH3-CH,-CHj) jiz interaguji
jen nevazebné, atomy spojené vazbou (symbolicky 1-2) ¢i oddélené dvéma vazbami (1-3)
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interaguji jen vazebnymi silami, atomy oddélené t¥emi vazbami v fetézci (1-4) jsou mezni
pripad, ve kterém se zpravidla kombinuji oba druhy sil.

3.5.1 Nevazebné sily

I mezi atomy schovanymi v molekulach pisobi stejné sily jako mezi volnymi atomy: od-
pudivé, Londonovy pftitazlivé a elektrické.

Nenabita ¢ast

Odpudivé a Londonovy pritazlivé sily se obvykle spojuji do Lennard-Jonesova potencidlu
(3.6) nebo exp-6.

Parametry Lennard-Jonesova potencidlu se tabeluji jako parametry pro jednotlivé
druhy atomii. RozliSuji se pfitom atomy s riznymi chemickymi vlastnostmi, napt. C
v karbonylové skupiné >CO m4a jiné parametry nez C v methylu -CHs. Studujeme-li
latky slozené z vice druhi atomi, feknémé oxid uhlic¢ity CO,, potfebujeme kromé inter-
akce C..C a O..0 jesté kiizovou interakci C..O. Tyto parametry poc¢itaime z vhodnych
kombinaénich pravidel. Pro Lennard-Jonesiiv potenciél se ¢asto pouziva Lorentzovo—
Berthelotovo pravidlo

Tij = % €ij = \/€i€;;
tj. atomové poloméry jsou aditivni a energie jsou dany geometrickym primérem. V no-
véjsich silovych polich se zpravidla pouziva geometricky pramér i pro o.

Coulombovy sily

Elektrony v molekule jsou rozloZzeny mnohem slozitéji nez u sféricky symetrickych ionti.
Toto rozlozeni naboju se snazime vystihnout pomoci parcidlnich ndboji umisténych (ob-
vykle) na atomovych jadrech, méné ¢asto pomoci elektrickych dipola (¢i vyssich multi-
poli) umisténych tamtéz. Naboje interaguji Coulombovym potencidlem (3.10).

Parcialni ndboje mizeme ziskat z vhodného kvantové chemického softwaru. Standardni
metodou je CHELPG (CHarges from Electrostatic Potentials using a Grid based method):
okolo molekuly rozmistime testovaci body a hledame takové rozmisténi parcialnich nabojt
na jadrech, aby pole v testovacich bodech co nejlépe odpovidalo kvantové-chemickému
vypoctu.

Abychom usetfili vypocetni ¢as, sily pro vzdalenost atom—atom vétsi nez urcita vzda-
lenost se zanedbavaji. Protoze v8ak jen zanedbéani (useknuti, cutoff) potencialu by vedlo
ke skoku v potencidlu a tedy k nekonecné sile, coz vadi predevsim v molekulové dyna-
mice, potencial se bud posune o konstantu, aby byl spojity, nebo se vyhladi, pripadné
se kombinuji oba postupy. Obvyklé vzdéalenosti, od kterych se zanedbévaji disperzni sily,
jsou 815 A nebo 2.5-4 . Chyba zpuisobena zanedbanim se mize do znatné miry omezit
pri¢tenim korekce, kterou zpravidla poc¢itdme za predpokladu, ze ve vétsi vzdalenosti nez
je useknuti jsou ostatni atomy rozmistény rovnomeérné.

Vyse uvedeny trik lze pouzit v nouzi i pro elektrostatické sily, je v8ak nutno peclivé
kombinovat useknuti, posun potencidlu a vyhlazeni, protoze elektrostatické sily jsou silné.
O néco lepsi metodou je nahrazeni polarnich skupin (napt. >C=0) od urcité vzdalenosti
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bodovym dipolem, ktery se pak jiz 1épe spojité ,,usekava’; silové pole je totiz obvykle navr-
zeno po skupinéch, které jsou elektricky neutralni. Nyni ale nejcastéji pouzivaji specialni
metody, Ewaldova sumace a metoda reakéniho pole, které fesi problém elektrostatické
interakce pomoci dobfe definovanych aproximaci.

Ewaldova sumace

je zalozena na secteni interakci v periodickych okrajovych podminkéch pres vSechny perio-
dické obrazy naboju v simula¢ni buiice. To ale matematicky znamena secist trojrozmérnou
nekone¢nou radu, ktera jesté ke viemu pomalu (a jen relativné) konverguje. Matematic-
kym trikem se tato fada prevede na dvé rady, které vSak konverguji mnohem rychleji.

Foznémka. Tento trik se d& interpretovat tak, ze bodové ndboje odstinime Gaussovym
rozloZzenim stejného nédboje opa¢ného znaménka. V urcité vzdalenosti (kterd se voli mengi nez
polovina hrany simula¢ni buiiky) je naboj prakticky odstinén. Interakce stinénych naboju
je dana misto funkce ¢;q;/(4meor;;) funkei g;gjerfe(ar;;)/(4dmegrij), kterd rychle ubyva se
vzdalenosti; a je konstanta. Zbyva zapocist interakci Gaussovsky rozmytych naboju. To
se poCitd v k-prostoru pomoci Fourierovy transformace nabojového rozlozeni. Pro vétsi
systémy se pritom dosdhne vyssi efektivity vyuZzitim mfizky (particle mesh) a algoritmu
tzv. rychlé Fourierovy transformace.

Metoda reakéniho pole

je vhodna jen pro dipolarni systémy. Interakci vybraného dipélu s ostatnimi dipély po-
¢itdme plné jen do urcitého ,cutoffu®. VSechny vzdalenéjsi dipoly nahradime spojitym
dielektrikem, které se elektrickym polem vybraného dip6lu polarizuje.

3.5.2 Vazebné sily

Vazby, pokud nejsou v simulaci pevné, se obvykle aproximuji harmonickym potencidlem

(r —10)? (3.12)

kde r je vzdalenost atomi, rq jeji rovnovazna hodnota a Kyong silova konstanta (tuhost
vazby).
Podobné se fesi vazebné thly, tedy sily 1-3:

K angle

5 (o — ap)?. (3.13)

Uangle (Oé) ==

Sily 1-4 jsou dvoji. Vlastni torze (proper torsions) tvaru

Udin(¢) = 2. cos(ng) , (3.14)

kde ¢ je tzv. diedricky thel (viz obr. 3.3) a n je ¢islo, napf. pro torzni potencial C-C-C-C
v butanu je n = 3, pfipadné se s¢ita nékolik ¢lent pron =0,1,2, 3.
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Obrazek 3.3: Vlastni (vlevo) a nevlastni (vpravo) torze

Nevlastni torze (improper torsions) slouzi ke ,zpevnéni“ skupin s sp? hybridizaci jako
HoC=0, kde uhlik lezi v roviné s ostatnimi atomy, pripadné k zajisténi tetraedrické ge-
ometrie tii vazeb okolo skupiny CH, jestlize je tato reprezentovina jednim interakénim
centrem (viz CHIE obr. 3.2):

Kirnprop
Uimprop(¢) = T(¢ - ¢0)2 (315)

Popis interakce mezi molekulami vychéazi z toho, Zze molekula je slozena 7z atomt. Tyto
atomy nejsou v molekule ,ztraceny”, ale atom jedné molekuly muze interagovat s atomy
jiné molekuly. Molekula se tedy skladé z interakénich center a mezimolekulédrni potencial

lze psat ve tvaru
U(1,2) = Z Z uab(’FQ,b - Fl,a‘) (316)
ac{1} be{2}

kde symbolické proménné (1,2) ozna¢uji soubor soufadnic molekul 1 a 2 a 7}, znaci polo-
hovy vektor interakéniho centra a na molekule i. Za potencidl uq,(r), ktery zavisi pouze
na vzdalenosti mezi centry, se voli néktery z jednoduchych parovych potenciali; obvykla
je kombinace coulombické (3.10) a neutralni (napf. (3.6)) interakee.

Interakéni centra nejcastéji odpovidaji piimo jednotlivym atomovym jadrim v mole-
kule, v zavislosti na Grovni aproximace interakci mohou v8ak odpovidat i celym skupinam
atomil (,united* nebo ,extended“ atom), pfipadné naopak mohou byt v molekule po-
mocné centra mimo jadra. Pro malé molekuly se obvykle rozlozeni téchto center povazuje
za fixni a molekula nebude tedy mit zadné vnitini stupné volnosti (je ,tuha®). Potom
jesté orientaci, coz je pro linearni molekuly vektor osy molekuly (¢i ekvivalentné dva thly
ve sférickych soufadnicich) a pro obecné molekuly bud orienta¢ni matice nebo t¥i Eulerovy
uhly, pripadné kvaternion.

3.6 Vnéjsi sily

Pusobi-li na systém vnéjsi pole (gravita¢ni, elektromagnetické), umime obvykle napsat
téz piislusnou interakéni energii. Stény nadoby jsou vSak také vnéjsim polem a podobné
lze chapat i kapalinu uzavienou v poéru, molekuly adsorbované na povrchu tuhé latky,
apod. Potfebujeme proto i potenciadlovy model materidlu, s kterym nas systém interaguje.
Nejpfesnéjsi ale také nejniroc¢néjsi je slozit sténu ¢i por z jednotlivych atomu. Tak se
modeluji predevSim rizné poérézni materidly, napt. zeolity. Je-li danou sténou krystal,
musime rozlisit rizné krystalové roviny. Nékdy staci jen jedna vrstva atomtl, ale i tak mtze



3.6. VNEJSI SILY 39

jejich pocet snadno prekrocit tisicovku. Na druhém konci zjednodusovani je, podobné jako
model tuhych kouli pro atomy, model tuhé bezstrukturni stény. Je-li rovina tuhé stény
v kartézskych soutadnicich definovana rovnici z = 0, je potenciilni energie Castice o
souradnicich 7= (z,y, z) dana vztahem

oo, pro z <0,

(3.17)
0 pro z > 0

Utuh stna(f‘) == {

vvvvvv

Predstavme si, ze v poloprostoru z > 0 jsou rovnomérné rozmistény castice s ¢iselnou
hustotou p. Atomy vné stény necht interaguji s ¢asticemi stény potencidlem u(r). Od-
hlédneme-li od jednotlivych atomt a budeme-li latku stény povazovat za kontinuum, do-
staneme efektivni potenciél ¢astice-sténa po integraci pies poloprostor z > 0:

Umkk stna(F) = / U(F‘i’ ﬂ)dfy — / dl'// dy’/ dZ,U(F—F 7:') (318)
2/>0 —00 —00 0

Specialné pro Lennard-Jonestuv potencial u = uyy, viz (3.6), ktery je typu 12-6, dostaneme
po integraci potencial typu 9-3:

Uss—sma(7) = Tep L% (%)9 - § (g)g} (3.19)

Foznémka. Integral v (3.18) vypocteme tak, Ze nejprve integrujeme pies roviny 2z’ = const
v polarnich soutfadnicich r’, ¢’ misto z’, 3" a nakonec zintegrujeme pies 2’. J

Pamatujte

Klasicky systém bodovych astic popisuji pomoci energie, ktera je funkci poloh viech atomo-
vych jader (hyperplocha potencialni energie). Matematicky zapis této funkce jako (zpravidla)
soucet prispévkd rtiznych typd spolu s parametry pro riizné cleny souctu se nazyva silové pole.
Prispévky se déli na vazebné a nevazebné. Vazebné prispévky popisuji vibrace vazeb a ahla,
torze aj. Nevazebné prispévky se skladaji z Coulombické interakce mezi (plnymi nebo parci-
alnimi) naboji, z kratkodosahové repulze (obv. typu e 5" nebo r7'2) a disperzni interakce

(~r )
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Kapitola 4

YV AN

Klasické mrizkové modely

Mrizkové modely se pouzivaji v mnoha oblastech fyziky i chemie, a proto je obtizné podat
vycerpavajici definici. Podstatné je, Ze prostorové soufadnice jsou diskrétni a jejich pocet
je kone¢ny. Obvykle se vychézi z né&jaké pravidelné (krystalové) miizky, napi. kubické.
Kazdému vrcholu mrizky ozna¢enému indexem ¢ je pfifazena proménna s;, ptipadné n-tice
proménnych (vektor). Ty mohou nabyvat hodnot z jisté mnoziny, ktera miize byt diskrétni
i spojita. Model je definovan interakéni (té7 konfiguraéni) energii U({s;}) (nékdy se nazyva
Hamiltonian).

4.1 Isingiv model

Pivodni motivaci pro vytvofeni tohoto modelu bylo studium feromagnetismu, mé vsak

fadu aplikaci i v dalsich oblastech. S kazdym vrcholem mfizky je spojena skalarni pro-

ménna s;, kterd se nazyva spin a ktera nabyva dvou hodnot +1 nebo —1 (viz obr. 4.1).
Konfiguracni energie je dana vztahem

U=-J Z $; 8 + hZSZ (41)
<i,j> i

kde J je sila interakce (pro feromagnet je J > 0) a h je vné&jsi magnetické pole. Prvni
suma je pies v8echny dvojice nejbliz8ich sousedu < ,j > (hrany miizky) a druha suma

T S
- - -+ + - -+ - -+
+ -+ 4+ 4+ + + 4+ -+ 4+
++ + 4+ ++ -+ -+ 4+
++ + 4+ 4+ -+ ++ + 4+
T I
B T T T - S
B ST S S
T T
- - 4 - - - -+ - _
- - = - 4+ - - + - -

Obrazek 4.1: Schéma Isingova modelu v roviné (vlevo) a m¥izkového modelu polymeru (vpravo)

41
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R 5h 243

S

S e . EEE R . - it b TP i ) i A SRR IS TS
nizka teplota rychle ochlazeny systém  vysoké teplota kriticky bod
0.8T kit Tt — 0.5T ki L.25T it Tirit

Obrazek 4.2: Typické konfigurace dvoudimenzionéalniho Isingova modelu

pres vSechny vrcholy. Isingiiv model je exaktné feSitelny v jedné a pro h = 0 i ve dvou
dimenzich, ve fyzikalné zajimavych tfech dimenzich musime pouZit bud aproximativni
feSeni nebo simulace.

Véii se, ze chovéani realné latky v blizkém okoli kritického bodu (pro magnet Curieova
bodu) je stejné (presnéji patii do stejné t¥idy univerzality) jako Isingiv model. Napf.
pro hustoty kapaliny a pary blizko kritické teploty 7. plati p© — p9) oc (T, — T')%, kde
B~ 0.326419(3).

4.2 Mrizkovy plyn

Je to nejhrubgi model pro systém N klasicky interagujicich ¢astic. Cely uvazovany pro-
stor, at uz plochu ¢i objem, si rozdélime na malé bunky a predpokladame, Ze Castice
lezi ve stfedech bunék. Skalarni proménné n; spojend s vrcholem ¢ mé vyznam poctu
¢astic v bunice. Odpudivé sily mezi ¢asticemi popiSeme tak, Ze budeme uvazovat nejvyse
jednu ¢astici v bunce, tedy n; € {0, 1} (vic se jich tam nevejde), pfitazlivou interakei pak
muzeme omezit jen na sousedici buiikky obsazené ¢asticemi. Uvazujeme-li mtizkovy plyn
v grandkanonickém souboru, tedy s proménnym poctem ¢astic a chemickym potencidlem
(4, je jeho interakéni energie rovna

U=c¢ Z ninj—/LZni (4.2)
<ij> i

kde € je energie paru ¢astic. Ze substituce n; = (1 + s;)/2 vyplyvé, ze (4.2) je, a7 na
definici konstant, ekvivalentni Isingové energii (4.1).

4.3 Binarni slitina

Model slitiny, jejiz dva atomy jsou natolik podobné, ze se mohou zaménovat v krystalové
miizce, lze popsat energii

U=~=> e+ > ki €{@ @}

<iyj> i
kde €g @' f@.@ @ €@.@ JSOu energie interakce sousednich atomu a pg, pg jejich chemické
potencialy. Model je ekvivalentni m¥izkovému plynu (n;, =0~ k; =@, n;, =1 ~ k; = @).
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Existuji rizna zobecnéni Isingova modelu. Spinova proménna s; mize nabyvat vice
nez dvou diskrétnich hodnot (Pottsovy modely), nebo mize byt i spojita, nap¥. omezena
na sféru s? = 1 (spojity Heisenbergiv model). Vyznamnou aplikaci jsou kvantové teorie
pole, kde obor hodnot spinovych proménnych je grupa transformaci, napt. SU(2), SO(3)
aj.

4.4 Model polymeru

Jinym piikladem klasického miizkového modelu je model polymeru, obr. 4.1. Zde se ob-
vykle pracuje s hranami miizky, které bud jsou nebo nejsou obsazeny ¢lankem polymer-
niho fetézce. Podminkou je, Ze se fetézec nesmi protinat. Pokud ¢lanky jiz nijak neintera-
guji a neuvazujeme rozvétvené tetézce, je model ekvivalentni tzv. ndhodné prochazce bez
protinani (random self-avoiding walk).

Pamatujte

Nejznaméjsim mrizkovym systémem je Isingtiv model. Ten je mozno interpretovat jako model
feromagnetu, kde atomy s magnetickym momentem (spinem) nabyvaji jen dvou orientaci.
Sousedici spiny jsou rady orientovany stejnym smérem (zaporna energie). Timto modelem Ize
kvalitativné popsat i rovnovahu kondenzovana faze—para nebo binarni slitinu.
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Kapitola 5

Molekulova dynamika

V metodé molekulové dynamiky (MD) sledujeme vyvoj systému slozeného z atomi (mo-
lekul) v realném* ¢ase. Podle typu modelu muzeme rozligit rizné metody

e Tuhé koule a dalsi modely s nespojitym potencidlem. Tyto ¢éstice se pohybuji pro-

storem rovnomérné piimocare, dokud se nesrazi. V okamziku nérazu zméni smér
(podle zakontu pruzného razu: celkova energie i hybnost se neméni).
Algoritmus takové simulace je fizen udalostmi. Vytvoiime si tabulku vSech moz-
nych srazek kouli, pfipadné dalsich moznych udalosti (méfeni v rovnomérnych ¢a-
sovych intervalech ap.). Vybereme udalost, ke které dojde nejd¥ive a provedeme ji;
zpravidla je pak nutné pfepocitat nékteré dalsi udalosti (molekuly zménily smér).

e Klasickd molekulovd dynamika se spojitym potencialem. Témito metodami se bu-
deme v dalSim textu zabyvat podrobnéji.

e Dynamika s nahodnymi silami. Nékteré stupné volnosti (rozpoustédlo, nahrazeni
vétsi skupiny atomu jednim ,coarse-grained” atomem) nahradime Gaussovsky né-
hodnymi ,Stouchanci“. Systém jinak simulujeme stejné jako v klasické MD. Aby
Stouchance systém nezahtivaly, pridavame tieni (molekuly se rovnomérné zpoma-
luji); udélame-li to spravné, dostaneme systém pii zadané teploté T (Langevintav
termostat). Postup se téZ nazyva Brownowska dynamika. Ztracime tim ale zcela
hydrodynamické chovani (proudéni kapaliny; napf¥. nelze stanovit viskozitu) a neza-
chovava se hybnost.
vzdy do paru ¢astic. Zachovava se tak hybnost a lze studovat i hydrodynamické
jevy. Tyto metody jsou vhodné pro velmi velké systémy, kdy si nemtzeme dovolit
atomarni rozliseni.

e Metoda drahového integralu (path integral) umoziuje spravné popsat kvantové cho-
vani jader. Napf. jsou spravné popsany nulové kmity lehkych atomu (vodiku). Pu-
vodni systém je vSak stéle popsan potencialni energii (silovym polem) na Bornové—
Oppenheimerové arovni. Casova naro¢nost znaéné stoupa.

e Kvantové simulace typu Car—Parrinello (a odvozené) nepotiebuji meziatomovy po-
tencidl, protoze integruji v ¢ase vyvoj vlnové funkce. I pfes mnozstvi aproximaci
jsou velmi ¢asové naroc¢né.

45
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5.1 Klasickd molekulova dynamika

Uvazujme atomarni systém popsany vektory poloh atomt 73,7 = 1,..., N; téchto 3N c¢isel
zapiSeme tsporné jako 7. Interakce jsou popsiny mezimolekulovym potencidlem neboli
silovym polem, U (7).

Abychom mohli studovat vyvoj systému, potiebujeme sily. Ty jsou dany gradientem

potencidlu
N
fi=— aU@(r ) i1=1,....N (5.1)

To je celkem N vektori, tj. celkem 3N cisel.

Foznémka. Pérové sily jsou dany souctem parovych piispévku pies viechny dvojice mo-
lekul:
U= Z u(rij)
i<j
Sila na ¢astici ¢ je pak

N . du( rﬂ TJZ
f Z = Z dr;; gy

J?

Jj=1

J#i J?é'l
kde pouzivame znaceni 7;; = 7; — 7; = —7;, 1ri; = |Fi;]. Sila na atom ¢ je tedy rovna souctu
parovych sil ode vSech ostatnich atomu. Zaroven plati f]Z = f” (Newtoniv zdkon akce a

reakce). J

Podle druhého Newtonova zédkona se ¢astice, na kterou pusobi sila ﬁ, se pohybuje se
zrychlenim
5 S
%Eﬁ—%, 1=1,...,N
Abychom tuto soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého faddu mohli FeSit, po-
tiebujeme znat pocateéni podminky. To jsou polohy 7(0) a rychlosti 7(0) v podatetnim
¢ase (bez wjmy na obecnosti pokladame t = 0).

V metodé molekulové dynamiky pro spojité potencidly feSime tuto rovnici metodou
kone¢nych diferenci. Vysledkem je tzv. trajektorie, tj. posloupnost konfiguraci 7;(t) a
rychlosti ﬁ(t) pro diskrétni ¢asy t = kh, kde k je celé ¢islo a h integra¢ni krok (proménny
krok nebudeme uvazovat).

Numerické matematika vyvinula celou fadu integra¢nich metod:

e Rungeovy—Kuttovy metody umoznuji zménu integracniho kroku a jsou vyssiho fadu,
tj. velmi presné. Nejsou vSak Casové reverzibilni (viz déle) a potiebuji nékolik vy-
pocti pravé strany (tj. sil) na integraéni krok, takze nejsou efektivni. Prakticky se
pro MD nepouzivaji.

e Metody typu prediktor—korektor vychézeji ze znalosti trajektorie v nékolika piedcho-
zich ¢asech (historie). Z této historie predikuji nasledujici hodnotu, ktera je upfes-
néna korekci, jez je jiz zalozena na vypoctu pravé strany. V MD se nékdy pouziva
varianta zvana Gearova metoda.
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e Symplektické metody jsou nejen Casové reverzibilni, ale pro dynamické systémy za-
jistuji, ze celkovéa energie' je aproximovana s urcitou chybou, ktera v ¢ase neroste a
kterou lze zkracenim intega¢niho kroku zmensit. Takové chovani je pro MD ideélni.
Nejjednodussi i nejcastéji pouzivanou symplektickou metodou je Verletova metoda
(a ekvivalentni varianty).

5.1.1 Verletova metoda

7 Taylorova rozvoje vyplyva nésledujici vzorec pro vypocet druhé derivace

2(t) = it —h) — 272?5) +7i(t+h) oM

Symbol O(h?) znamena, 7e chyba je fadové h?. Po reorganizaci a zanedbani chyby mame

my
To je jiz navod pro vypocet poloh c¢astic v ¢ase t + h, zname-li jejich polohy v casech ¢ a
t— h a sily v ¢ase t. Neni to vSak feSeni pocatecni dlohy, jak jsme si stanovili vyse. Pokud
zndme v case t = 0 polohy a rychlosti, musime si jesté dopocitat odpovidajici polohu
v Case t = —h, napt. Taylorovym rozvojem

(=) = 70) - h(0) + 22O o

2

nebo s mensi presnosti bez ¢lenu se silami. Ze znalosti poloh v ¢asech t =0 a t = —h pak
vypocteme polohy v ¢ase t = h, pak t = 2h, atd.

Ve vzorci vSak bohuzel nevystupuji rychlosti, které potfebujeme napf. pro vypocet ki-
netické energie a potazmo teploty. Muzeme si je (po provedeni Verletova kroku) dopo¢itat

takto St ) — R — h)
- rilt + 1) — 13t —
i(t) =
ri(t) 57

Existuji vSak i jiné moznosti.
Foznémka.
Verletovu metodu ¢asto uvidite v nékterém jiném ekvivalentnim tvaru. Trajektorie je to-
tozn4, nékdy jsou vSak mirné (tj. az na chybu O(h?)) odligné rychlosti. Nejnazorngjsi je tzv.
metoda leap-frog. ProtoZze rychlost je drdha (tj. zmé&na polohy) za jednotku ¢asu (totiz h),
miZeme pro primérnou rychlost v intervalu (¢,¢ + h) napsat

. F(t + h) — 7(t)
U(t,t+h) = -

Pokud se tato rychlost neméni piilis prudce, je pfiblizné rovna rychlosti v poloviné tohoto
intervalu,
7(t + h) — 7(t)

Tt + h/2) = -

IKlasick4 mechanika zavadi tzv. Hamiltoniv formalismus, ve kterém je systém popsan polohami 7V a

(sdruzenymi) hybnostmi p? a vyviji se podle tzv. Hamiltonovych rovnic, které jsou ekvivalentni Newtono-
vym pohybovym rovnicim. Podle téchto rovnic se zachovava objem elementu fazového prostoru di™ dg' .
Symplektické metody aproximuji toto zachovani s urcitou omezenou chybou, kterd v ¢ase neroste.
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v(t+h2)

F(t+h)

Obrazek 5.1: Metoda leap-frog

Podobné zrychleni je zména rychlosti za jednotku casu, tedy
U(t+h/2) — Ut —h/2
o = M2 =Tt~ 172

coZ je ovSem rovno f /m. Algoritmus jednoho kroku metody leap-frog je proto dan aplikaci
dvou dosazeni

—

Tt +h/2) = F(t—h/2)+ h%
Ft+h) = Ft)+(t+h/2)h

Rychlosti zde znadme v poloviénich ¢asech. Rychlost v ¢ase ¢ dostaneme napt. jako prameér

ity = T h/2) —;—U(t —h/2)

z ¢ehoz lze snadno odvodit ekvivalenci s Verletovou metodou. J

Rovnice (5.2) se nezméni, jestlize zaménime t — —t a h — —h. Verletova metoda
je tedy casové reverzibilni. To mj. znamené, Ze celkova energie neméa zadny trend
(drift), tj. systematicky neroste ani neklesia. To neznamend, Ze je celkova energie uplné
presné konstantni (jak by méla spravné byt): ndhodné kolisa s piesnosti danou vyrazem
O(h?), ktery jsme pii odvozeni zanedbali’. Pokud aplikujeme Verletovu metodu na ob&h
planety okolo Slunce, bude obihat v podstaté spravné po elipse, jejiz parametry se nemeéni
(energie je konstantni), ale tato elipsa se bude ponékud stacet, coz neodpovida realité.
Blize chemickym aplikacim je integrace harmonického oscilatoru. Energie je opét pékné
konstantni, ale frekvence se od pfesné ponékud li§i. V redlnych simulacich ndm mirné
zména frekvence nevadi, ale zména energie by nam vadila. Proto je Verletova metoda (a
jeji klony) tak populéarni.

Nevyhodou Verletovy metody je, Ze rychlost v case t znAme az po provedeni kroku.
Nemitizeme proto (bez dalgich tiprav) integrovat rovnice s pravou stranou obsahujici rych-
losti; tohoto tvaru jsou napi. rovnice popisujici rotaci tuhého télesa ¢i Noséiv—Hooveruv
termostat.

Existuji symplektické metody vyssiho fadu. Vétsi vyznam ma vSak jina kategorie me-
tod na podobném principu: metody nékolikanasobného kroku (multiple timestep methods).
Pokud je ¢ast silového pole odpovédna za rychlé pohyby (napf. vibrace vazeb) rychla i
k vypoctu, integrujeme tyto rychlé pohyby s kratkym integra¢nim krokem. Jednou za né-
kolik rychlych kroka spoc¢teme vSechny sily (i ty, které se méni pomalu, ale jejichz vypocet

Yrv s

2Jak jsme se jiz zminili, je to dokonce jesté lep#i, chyba je omezend, protoze metoda je symplekticka
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Obrazek 5.2: Vyvoj celkové energie v zavislosti na metodé integrace a délce kroku h = 0.005 ps
( ), h =0.01 ps (===a h =0.02 ps (=== ; nékteré kfivky jsou pro piehlednost posunuty
o vhodny nésobek 100 K. Vysledky simulace 216 atomt Lennard-Jonesova modelu argonu pfi
teploté piiblizné 150 K a hustoté 1344 kgm 3.

5.1.2 Gearovy metody

Tyto metody vychazeji ze znalosti historie v nékolika predchozich casech, #(t)N, #(t—h)N,
7(t —2h)N, ... Na zakladé téchto hodnot predikujeme pomoci polynomu® hodnotu 7, (¢ +
h)N.

Hodnoty #(t)Y, #(t — h)Y, 7#(t — 2h)" jsou obecn& nep¥esné a chyby se po provedeni
predikce propaguji do dalsich krokt; pokud bychom jenom predikovali a nepouzili viibec
pravou stranu (sily), chyby by exponencialné rychle rostly. Stejné jako jsme predikovali
7(t + h)N, mizeme predikovat i druhou derivaci 7,(t + h)Y. Tu oviem miZeme nezavisle
vypoditat ze sil, které spocteme v predikovanych polohach: 7(t + h)N = f(7,(t +h)N)/m.
Tusime, Ze toto vypoctené zrychleni bude asi lepsi. Chyba, kter¢ bychom se dopustili,
kdybychom zrychleni nevypocetli, je rovna rozdilu E = 7(t + h)N — 7,(t + h)V. Trik
vedouci k fungujici integraéni metodé je dén tim, ze chybu E (jiné kritérium neptesnosti
kroku neméme!) ponasobime ur¢itymi koeficienty (naleznete je ve specilni literatute) a

3Zpravidla se pouziva jiné, aviak zcela ekvivalentni vyjadieni — misto historie zname kromé 7(t)V jeste

derivace ()N, 7(t)N, atd.; Tayloriv rozvoj v bodech ¢, t — h, ... je pravé vyse uvedena historie.
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pri¢teme k historii tak, abychom dostali ,,spravné* zrychleni (to je krok zvany korektor).
To lze udélat mnoha zptsoby. Volime takovy zptisob, aby chyby, které se i po korekci
propaguji z kroku do kroku, nerostly, ale naopak po nékolika krocich vymiely.

Metoda vyuzivajici pouze tii body historie je ,ndhodou® ekvivalentni Verletové me-
todé. Metody vyssiho Fadu jsou pfesnéjsi (napf. pii integraci pohybu planety nedavaji
takovy posun perihelia, frekvence harmonického oscilatoru je ptesnéjsi), bohuzel vSak
nejsou c¢asové reverzibilni, a proto celkova energie bud systematicky klesa nebo roste.
Vyhodou metody je v8ak, ze ji lze bez problému pouzit i pro pravou stranu pouzivajici
rychlosti.

5.2 Volba integratoru a integrac¢ni krok

Obecné lze vzhledem k jednoduchosti a dobrému zachovani energie doporucit Verletovu
metodu. Pokud nevadi drift energie (napf. proto, ze stejné pouzivame termostat) a naopak

V obou pripadech je nutno zvolit vhodny integrac¢ni krok. Ptilis kratky krok je nee-
fektivni — nejpomalejsi ¢ast simulace, vypocet sil, se provadi zbytecné ¢asto. Pfili§ dlouhy
krok vede k velkym chybam, které mohou vést i ke krachu simulace (dojde k piekryvu
¢astic, sila vzroste nad tinosnou mez a v pristim kroku se ¢astice posune opét do oblasti
prekryvu nebo nékam do velké vzdalenosti). Verletova metoda je pfitom mnohem odol-
néjsi. Zakladnim kritériem vhodné délky kroku je pfitom pravé piesnost zachovani celkové
energie. Cim lehef atom, tim se pohybuje rychleji a tim musi byt krok kratsi. Pro sys-
témy obsahujici vodiky za béZnych podminek se voli krok okolo 1 fs; nékdy pouzivané 2
fs jiz vedou k chybé pies kelvin v teploté pocitané z riznych subsystému (napi. translace
a rotace). Pro modely bez vodikii (nap¥. kapalny argon) sta¢i nékolikanasobek. Pokud
se nezajimame o kinetické vlastnosti a sta¢i ndm stfedni hodnoty v rovnovize, muzeme
zménit hmostnosti atomd v ramci molekuly, napf. udélat vodik tézsi, pak totiz se bude
pohybovat pomaleji a mizeme si dovolit o néco delsi ¢asovy krok; abychom nezménili hus-
totu, je vhodné redistribuovat hmotnosti tak, 7ze se celkovd hmotnost molekuly nezméni.
Timto trikem muze ovSem dojit ke zméné relaxac¢nich casu a ke zpomaleni konvergence,
zkuSenost vSak ukazuje, ze obvykle néjakou rychlost ziskdme.

5.3 Teplota

Vyse uvedend simulace dava mikrokanonicky soubor s konstantni celkovou energii. (Kromé
toho se mohou zachovavat i dalsi integraly pohybu, napf. hybnost.) Teplotu stanovime
z kinetické energie pomoci ekviparti¢niho principu
Ekin
Tiin = +—— (5.3)
skef
kde f je pocet stupiiii volnosti. Ten je roven 3N minus pocet zachovavajicich se veli¢in
(nap¥. pro kapalinu v periodickych okrajovych podminkach je f = 3N — 4: odé¢itame
1 za zachovani energie a 3 za zachovani hybnosti; moment hybnosti se v periodickych
okrajovych podminkach nezachovava).
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Teplota Ti;, fluktuuje v prubéhu simulace. Cim vetsi systém, tim jsou fluktuace men§i
(typicka velikost odchylky od praméru je amérna N -1/ 2). Teplotu pak spocteme jako
¢asovou stiedni hodnotu.

Piiklad. Kolik integralit pohybu (stupit volnosti) se zachovava pii . ® .8 . ®
simulaci tekutiny v nekone¢né dlouhém valcovém poéru, je-li systém s O, ol @ (
e e e

periodicky ve sméru osy valce?

ReSeni. Systém je translatné invariantni ve sméru osy valce, bude se tedy zachovavat hybnost
(v simulaci ji nastavime na 0). Déle je systém rotafne invariantni kolem téze osy, bude se tedy
zachovévat moment hybnosti okolo této osy (v simulaci ho nastavime na 0). Déle se zachovéava
celkovi energie. Pro vypocet teploty pouzijeme f = 3N — 3. ]

5.4 Molekulova dynamika za konstantni teploty

Simulace za konstantni energie (mikrokanonické) jsou nepraktické. Abychom méli systém
za konstantni teploty 7', musime piidat termostat. Metody muzeme rozdélit na ty, které
déavaji skute¢ny kanonicky soubor, a metody pfiblizné. Pro pfesné kanonické metody plati,
ze pravdépodobnost nalezeni konfigurace s celkovou energii Fi; je tmérné Boltzmannovu
faktoru exp(—FEo/kpT). Z toho mj. plyne, jak fluktuuje skuteéna (kinetickd) teplota
okolo teploty termostatu 7*. Pfiblizné metody davaji sice v priméru spravnou teplotu,
(Tyin) = T, ale fluktuace jsou jiné.

5.4.1 Berendsenova metoda

Nejznaméjsi pribliznou metodou je metoda pireskalovani rychlosti. Protoze kineticka tep-
lota je tmérna souctu kvadratu rychlosti, mizeme po dokonceni kroku znéasobit vSechny
rychlosti faktorem (T/Tian)'/?, tj.

27i,new = 17@'(T/Tkin)1/2

Kineticka teplota spoc¢tend po znasobeni je rovna 7. Pti dalsim vyvoji by se ovSsem opét
odchylila, a tak je je nutno nasobit po kazdém kroku. To vSak (zvlasté pro malé systémy)
narusuje pohybové rovnice. Proto se provede podobny krok spravnym smérem — je-li
skutecna teplota prilis vysoka, rychlosti se snizi, ale jen o trosku

Q_})i?new - @(T/Tkin)qa q < 1/2

Po mnoha téchto krocich teplota za¢ne fluktuovat okolo nastavené. Metodu lze prepsat®
do diferencidlniho tvaru, ktery se nazyva Berendsenova metoda

-, f; q Tyin — T
= o 2R T 5.4

47 téchto fluktuaci lze napi. spoéitat tepelnou kapacitu systému.
5Spottéte rozdil Ui new — U; béhem jednoho kroku h, vyjadiete ho pomoci AT = Ty, — T a predpo-
kladejte, 7ze AT < T.
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Tabulka 5.1: Srovnani termostati
Nosé—Hoover

@ kanonicky © oscilace, decoupling
@ velmi kvalitni (nutno peclivé nastavit 7)
@ vhodny i pro malé systémy © horsi pro start
(po rozsiteni na N-H fetézec) & pohybové rovnice s rychlosti
Berendsen
@ jednoduchy © flying icecube
@ exponencidlni relaxace © nekanonicky
(tj. vhodny i pro start) & velmi $patny pro malé systémy
Andersen, Maxwell-Boltzmann, Langevin
@ kanonicky © ztracena kinetika
@ exponencidlni relaxace © problémy u dynamiky s vazbami

Clen s q/h je vlastné t¥eni. Je-li teplota prilis vysoka, ¢astice brzdi, a naopak.
Berendsenova metoda je schopna rychle ochladit nerovnovazny systém, trpi vsak jed-

nim neduhem. Budeme-li simulovat klastr (malou kapku) ve vakuu (bez toho, abychom
uméle drzeli moment hybnosti na nule), dostaneme ¢asem nikoliv kapku dané teploty, ale
rychle rotujici krystalek o nulové teploté (flying icecube) — kineticka energie sice formalné
odpovida dané teploté, ale je schovana jen v jednom pohybu. V periodickych okrajovych
podminkach je tento artefakt méné vyznamny, ale stejné se doporucuje udrzovat ¢ co
nejmensi.

Foznz‘imka. Clen q/h 1ze také zapsat jako 1/(27), kde 7 je typicky korelaéni ¢as. Berensentv

termostat se chova jako redlny termostat, kterému také trva néjakou dobu, nez se teplota

zkumavky ustali. Abychom vztah pro 7 odvodili, zanedbejme sily v (5.4), znadsobme (5.4)
vyrazem m;T; a seCtéme pres vSech N ¢astic. Dostaneme

1. q Tkin -T
“Txin = =7 ———Tkin
27K ho T OF
Po prevodu na AT
1 q AT q
AT = -1~ —2AT
2 hT ok h

jezto T ~ Tiin. ReSeni je AT = exp(—t/7), 7 = h/(2q), tj. teplota Ty, se piiblizuje nasta-
vené T exponencialné s ¢asovou konstantou (korelaénim ¢asem) 7. Vzhledem k zanedbéni sil
plati toto jen pro ideélni plyn, v redlném systému je to vak stale dobra radova aproximace
(plati tim hu¥, ¢im vic se lisi tepelné kapacita od idealni). J

5.4.2 Andersenova metoda

Presny kanonicky soubor davaji metody zaloZené na pfifazeni rychlosti z Maxwellova—
Boltzmannova rozdéleni rychlosti. V' Andersenové metodé si (obcas) zvolime nahodné
¢astici, o jeji puvodni rychlost se nezajimdme a vybereme novou rychlost z Maxwellova—
Boltzmannova rozdélent,

.2
() = —1 XP (_37_1) , o? = <x3> = bl

€ 2
oV 2T 20 m;
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Obrazek 5.3: Srovnani termostati na piikladu simulace SPC/E vody startované z ,kubického

vt

Mvr

mena, ze se termostatuji jen rotace. — celkové kineticka teplota, — jen z rychlosti tézigte, —
jen z rotaci

To 1ze interpretovat, jako kdyby se dotcena castice vykoupala v termostatu; v pravdeé-
podobnostnim smyslu mé teplotu termostatu. Muzeme také toto prifadit nové rychlosti
jednou za ¢as pro v8echny ¢astice najednou (Maxwellova metoda).

I kdyz tato metoda dava spravny kanonicky soubor a vzorkuje i hybnost (tedy f = 3N
bez ohledu na okrajové podminky), ma jednu vadu — nezachovavé kinetiku. Veli¢iny jako
difuzivita nebo viskozita nelze takto pocitat. Také p¥i vypoctu poc¢tu stupiiii volnosti si
musime uvédomit, Ze integraly pohybu se nezachovévaji.

Variantou s malymi ,$touchanci“ je jiz zminény Langevinuv termostat.

VSechny tyto metody relaxuji k nastavené teploté exponencialné — jako realny ter-
mostat.

5.4.3 Nosé—Hoover

Casto pouzivany kanonicky termostat, ktery zaroven neméni kinetické vlastnosti. Hlavni
myslenkou je piidani dal$i dynamické proménné (stupné volnosti) s k pohybovym rovni-
cim. Tato proménna méa rovnéz ,,rychlost s, a proto i kinetickou energii %52 i potencialni
energii, ktera se rovna — fkgT In s (T je teplota a f pocet stupiiii volnosti). Pohybové rov-

nice vyjadiené (z divodi, které zde nelze vysvétlit) pomoci logaritmu & = In s jsou

o= — =T
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kde 7 je Casova konstanta termostatu je

TN FheT

Celkovéa energie tohoto rozsiteného systému se zachovava, nas vSak ve vysledku proménné
s (resp. &) nezajimé, a proto vlastné sledujeme stfedni hodnotu pies vSechny hodnoty
proménné s. Lze ukazat, Ze (pro ergodicky systém) vznikne kanonicky soubor, pficemz
spravné kanonicky jsou i veli¢iny obsahujici rychlosti.

Rozdil oproti ostatnim metodam je, ze (po zjednoduseni) je vysledné rovnice druhého
fadu (jako harmonicky oscilator). Proto pfi startu z velmi nerovnovazné konfigurace do-
chazi k oscilacim a teplota nerelaxuje dost rychle k nastavené. To, jak metoda pracuje, je
citlivé na stanoveni parametru (¢asu oscilace) 7. Je-li pfilis dlouhy, neinteraguje pomocna
proménné s (§) se zbytkem systému, a oscilace se dlouho drzi. Vyhodnéjsi je mit 7 co
nejkratsi, ale tak, abychom nemuseli zkracovat integracni krok.

Existuje i kanonickd varianta Berendsenova termostatu.

5.5 Dynamika s vazbami

Pokud pfi integraci pohybovych rovnic pozadujeme, aby se zachovavaly néjaké veli¢iny
(napt. vzdalenosti atomd, tj. délky chemickych vazeb), mluvime o dynamice s vazbami
(constraint dynamics). Ptipad, kdy fixujeme délky vazeb, je asi nejcastéjsi. Alternativou

jsou vazby popsané (nejcastéji) harmonickym potencidlem. Divodem k fixovani vazeb je
nékolik:

e Vazby vibruji rychle, potfebovali bychom tedy piilis kratky integra¢ni krok. (Tento
problém lze nicméné fesit metodami nékolikandsobného kroku.)

e Vazby vibruji rychle, a proto je pfenos energie mezi vibra¢nimi a ostatnimi stupni
volnosti pomaly. (L.ze napravit napt. Andersonovym termostatem, tim vsak ztrécime
¢asovy vyvoj.)

e Rychle vibrujici jsou v realité kvantovany (a ¢asto jsou v nulovém bodu), takze
integrace klasickou mechanikou stejné nema smysl.

Predstavme si, ze mame klasicky systém s vibrujicimi vazbami a vazebnymi thly a ze
zvySujeme tuhost harmonickych potenciala (pruzin). Tim dochazi jednak k zvySovani frek-
venci, jednak k zmengovani amplitudy vibraci. AvSak limita pro nekonec¢né velké tuhosti
neni rovna systému s pevnymi vazbami! Uvazujme napiiklad fetézec C—-C—C—C (united-
-atom model butanu) s tim, Ze torzni potenciél je nulovy. Potom (v limité nekone¢né velké
tuhosti) je rozdéleni diedrickych dhli uniformni, molekulu najdeme se stejnou pravdépo-
dobnosti v konformaci syn i anti. Nikoli v8ak, pokud zafixujeme jak vazby, tak thly, zde
je vétsi pravdépodobnost syn konformace. Hlavni potiZ je zde s fixovanim thlu; d4 se uka-
zat, Ze u vét§iny chemickych systémii dava fixace vazeb (s ohebnymi tihly) vysledky malo
odlisné od limity pro nekonec¢né tuhosti. Ostatné, fixovat hly neni dobré z fyzikalnich
divodi, molekula je pak nerealisticky rigidni; vyjimkou jsou tuhé molekuly napt. vody
(fixaci obou vazeb i tthlu dostaneme tuhé téleso).
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Obrazek 5.4: Algoritmus SHAKE pro matematické kyvadlo

5.5.1 SHAKE

Nejbéznéjsi metodou pro integraci pohybovych rovnic s vazbami je algoritmus SHAKE.
Je zaloZen na Verletové integraci. Probereme si ho nejprve na piikladu matematického
kyvadla délce [ (hmotny bod na neroztazitelné niti), viz obr. 5.4.

Predstavme si, ze pouzijeme rovnici (5.2) pro jeden krok integrace bez ohledu na
pritomnost vazeb, ale s tim, 7e v predchozich krocich byly vazby splnény; toto oznacime
indexem vepet. V Case t+ h vazby splnény nebudou. Splnény by byly, kdybychom od vné;jsi
sily f pisobici na zavazi odecetli odstiedivou silu. Pak bychom mohli vlakno pfestiihnout,
protoze sila puisobici podél vlakna by byla presné nahrazena odstfedivou silou:

— —

27(t) — 7(t — h) + pr ) = fet) (5.5)

m

. . h
T(t =+ h) = TVerlet(t + h) — Efc(t)

Fiktivni silu ﬁ(t) nezname, zname vsak jeji smér, ktery je rovnobézny s vlaknem, tj. 7(t),
coz zapiseme takto: .
B2 f(t)
m
kde A je nezndmé. Spocteme ho z podminky, Ze v ¢ase t + h budou mit vazby spravné
délky. Pro nase kyvadlo tedy

= A (t) (5.6)

7t + h)| = [F(8)] =1 (5.7)
z ¢ehoz po umocnéni na druhou vypocteme, zanedbévajice ¢leny vyssiho fadu,

_ | Pvenes (4 B) | — ()]
2fr_"\/erlet (t + h) . F@)

A (5.8)
Pro dva atomy 7 a j spojené vazbou modifikujeme vySe uvedené vzorce tak, aby odstiedivé
sily plisobici na oba atomy mély stejnou velikost a opa¢na znaménka, tedy opravny vektor
A7(t) se rozdéli v inverznim poméru hmotnosti:

- o 1/mz o

Tt +h) = Menei(t +h) + A7 Tt A (5.9)
1 .

7:’J(t + h) = FVerlet,j (t + h) - A /m] r (510)

1/ml+ 1/mjrij’
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2 erlet,ij (L - _; t
N \Tvit,y( +h)| !1“;( )l (5.11)
2TVerlet,ij (t + h’) " Tij t)

& TVerlet,i j€ dano vzorcem (5.2).

Vyse uvedeny postup zachovavéd tézisté i hybnost soustavy atomit, coz je podstatné
pro bezproblémovou aplikaci na slozité molekuly. Pro né totiz postupujeme itera¢né. Pro-
chazime vSemi vazbami v cyklu a aplikujeme vySe uvedenou korekei. Jelikoz vazby jsou
obecné spojené, korigovanim jedné vazby mizeme zpisobit chybu vazbé jiné. Postup proto
opakujeme tak dlouho, az bude chyba vSech vazeb mensi nez néjaka predem dana pfes-
nost; proto také nevadilo, Ze jsme v (5.8) zanedbali ¢leny vyssiho fadu (stejné muazeme
nahradit jmenovatel (5.8) t¥eba |7(t)|* = I?).

Foznémka. Podobné jako v linedrnich itera¢nich metodach miizeme konvergenci urychlit
zavedenim relaxace: A\ vypoc¢tené pomoci (5.8) zndsobime jistym Cislem ¢. Ukazuje se, Ze
vhodné hodnota je asi ¢ = 1.3, coz souvisi s typickou velikosti vazebnych uhli. J

Algoritmus SHAKE muzeme pouzit i pro MD rigidnich molekul; pro osové symetrické
molekuly staci jedna vazba, pro nesymetrické jsou nutny tii do trojihelnika. Je nevhodné
(ale pii dostatecné peclivosti ne nemozné) mit alohu pfeurcenu zavedenim vice vazeb, pro
simulaci methanu je tedy vhodné zvolit napt. ¢tyri vodiky jako referen¢ni a polohu uhliku
z nich pocitat a rovnéz prepocitat sily podle zakonii platnych pro tuha télesa.

Algoritmus SHAKE je zalozen na Verletové metodé a mé proto jednu podstatnou
vyhodu: je ¢asové reverzibilni s presnosti, kterou dosdhneme pii iteracich pro délky vazeb.

Pamatujte

Molekulova dynamika je zaloZena na integraci Newtonovych pohybovych rovnic. Nejbéznéjsi
metodou integrace je Verletova metoda a jeji varianty, napf. leap-frog. Tato metoda je Casové
reverzibilni, z ¢ehoz vyplyva dobré zachovani celkové energie. Dostanu tedy mikrokanonicky
soubor a teplotu stanovim z kinetické energie.

Chci-li simulovat za konstantni teploty, musim pridat termostat. Mezi bézné termostaty
patfi Berensent(iv zalozeny na preskalovani viech rychlosti, Noséiiv-Hoover(iv pouZivajici doda-
tecny stupen volnosti, a stochastické termostaty zalozené na ndhodnych silach.

Nahrazeni vibrujicich vazeb vazbami pevné délky mi umozni prodlouzit integracni krok a
zlepsi konvergenci. Systém s vazbami neni limitou vibrujiciho systému pro nekonecné silové
konstanty oscilatorti, byva to vsak dobra aproximace. K integraci pohybovych rovnic slouzi
napf. algoritmus SHAKE integrovany do Verletovy metody.




Kapitola 6

Monte Carlo

Smyslem pocitacovych simulaci je generovat konfigurace systému mnoha castic a tyto
konfigurace pak pouzit ke stanoveni riznych termodynamickych ¢i strukturnich velicin,
coz obvykle pfedstavuje vypocet néjaké stiedni hodnoty. Metoda MC generuje konfigurace
pravé s ohledem na efektivni vypocet stfednich hodnot. Nazev metody pak pochézi z toho,
ze na rozdil od deterministické MD pouziva generator ndhodnych ¢isel, tj. pocitacovy kod,
ktery produkuje ndhodné ¢isla s danymi statistickymi vlastnostmi.

6.1 Monte Carlo integrace

Casto potiebujeme spocitat mnohodimenzionalni integral. MiZzeme vyuzit metodu ,ndhodného
stfileni“, téz znamou jako naivni Monte Carlo.

Foznémka. Nepocitacovym piikladem Monte Carlo integrace je Buffonova jehla. Mé&jme
linkovany papir s linkami vzdélenymi d. Pravdépodobnost, ze ndhodné hozena jehla délky
I, 1 < d, protne linku, je 21/md.

Tento vzorec odvodime néasledovné. Podle obr. 6.1 je pravdépodobnost protnuti rovna po-
méru obsahu modré oblasti k celkové plose oblasti (d/2) x (7/2),

IR E e l 11 [ 21

Obrazek 6.1: K vypoctu pravdépodobnosti protnuti linky ndhodné hozenou jehlou. Poloha jehly
je popsand vzdalenosti od linky z a uhlem 6, k protnuti dojde v oblasti parametri vyznacené na
obrazku vpravo

57
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kde vyraz (a < b) davéd 1, pokud nerovnost plat, jinak 0. Necht hézime nccikem krédt a z toho
jehla protne linku nprotne krat. Cislo m vypocteme podle vzorce

21

Nprotne
kde w = 2222
Tlcelkem

TR

Dale néas zajimé, s jakou presnosti jsme 7 stanovili. D4 se ukazat, Ze standardni chyba
odhadu 7 je

w(l—m)
n—1

o ~

_

Obecné pii vypoc¢tu integralu funkce f(xy,...,zp) pres oblast Q v D-rozmérném
prostoru plati:

Q n
/ flar,...,xp)dzy ... dap ~ % S, eR) (6.1)
Q k=1

kde (xgk),...,x(Dk)) znadi k-ty ndhodny bod v oblasti Q, jejiz D-objem je |Q|. Metoda
nidhodného stifleni neni piilis presna, je vSak jednoducha a v mnoha ptipadech slozitych
mnohondasobnych integrali jedind mozné.

Foznémka. Zkusme spocitat integral fol sin(1/z) dz. Integrand vypadé velmi oskliveé, takze

bézné metody (jako Simpsonovo pravidlo) by bez dalsich uprav byly nepifesné. Vypocet
metodou MC je velmi jednoduchy, v snadno pochopitelném ,,pseudokdédu napi.:

n := 1000000000 1
sum := 0 3
FOR i:=1 TO n =z 0
sum := sum + sin(1/ug) @ \/ \/
END -1

PRINT sum/n 0 1
X

kde wup,1 je nédhodné &islo z intervalu (0,1) (v ruznych programovacich jazycich dostupné
napf. jako rand() nebo random(1) apod.). Pouzili jsme vzorec (6.1) s @ = (0,1), takze
Q] =1.

Vyse uvedeny kdd implementovany v C mi dal 0.504086; snadno lze dopoditat i standardni
chybu tohoto vysledku, 0.000020. Vypocet trval 46 s na 1 procesoru Intel Core DUO E8600,
3.33 GHz. Presna hodnota je' sin(1) — Ci(1) = 0.50406706. ]

6.2 Importance sampling

V piipadé vypoctu stifedni hodnoty systému mnoha ¢astic, rov. (7.1), v8ak tato metoda
zcela selhava z jednoho prostého divodu: ndhodny vybér nedéld rozdil mezi konfigura-
cemi, které maji velkou pravdépodobnost vyskytu a tudiz podstatné prispivaji k hodnoté
(X), a malo pravdépodobnymi ¢ p¥imo nemoznymi. Nejjednoduseji se tato skutecnost
demonstruje na pfipadu systému N tuhych kouli. Generovat ndhodné konfigurace tohoto

ly systému Maple: integrate(sin(1/x),x=0..1); evalf(%);
v systému Mathematica: Integrate[Sin[1/x],{x,0,1}]1//N
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systému znamena nahodné volit polohy N kouli v objemu V' (ndhodné vybirat konfiguraci
7N(k) v (7.1)) a vypoéitat vidy souéin funkce X s Boltzmannovym faktorem exp(—pAU).
Pro libovolnou konfiguraci v8ak s velikou pravdépodobnosti (pro vysoké hustoty témér
s jistotou) dojde k tomu, Ze alespoii dvé koule se budou protinat, a tedy Boltzmanniv
faktor bude nula. Pravdépodobnost ziskani mo7né konfigurace je témér nula a vyraz (7.1)
nebude vibec definovan (déleni nuly nulou).

ReéenL které se nabizi k odstranéni tohoto problému, je toto: p¥i vypoctu stiedni
hodnoty nebudeme uvazovat libovolné konfigurace, ale prednostné ty, které podstatné
prispivaji k hodnoté integralu (angl. importance sampling). Otazkou pak je

1. jak toto realizovat a

2. dostaneme-li spravny odhad (X).

Pokud se tyké problému 1., je samoziejmé obtizné vytvotit moznou (dostate¢né pravdépo-
dobnou) konfiguraci pouhym vkladanim ¢astic do prazdného prostoru (viz vySe uvedeny
priklad). Méame-li vSak né&jakou (dostate¢né pravdépodobnou) konfiguraci, pak by jiz ne-
mél byt takovy problém z této konfigurace vytvorit jinou dostate¢né pravdépodobnou
konfiguraci. Intuitivné lze tedy navrhnout nasledujici schéma, které pro jednoduchost vy-
svétlime opét na systému tuhych kouli. V tomto pripadé je totiz Boltzmannuv faktor
bud nula, nebo jedna, a tedy kazda konfigurace, ve které nedochazi k prekryvu zadnych
kouli, mé stejnou pravdépodobnost vyskytu, zatimco konfigurace s prekryvem se nikdy
nevyskytnou. Pfedpokladejme tedy, Ze se nam podafilo néjakym zpusobem vytvofit moz-
nou konfiguraci. Zménime-li nyni polohu jedné (nebo i vice) kouli tak, Ze opét nedojde
k prekryvu, dostaneme dalsi moznou konfiguraci, a tak mizeme pokracovat a vytvofit
posloupnost konfiguraci, kterd bude na$i vybranou posloupnosti v kanonickém souboru.

Jak uvidime déle, lze vySe uvedeny princip rozsitit a najit vhodnou vybranou posloup-
faktor nabyva vice hodnot nez jen dvou. Rigorézné se tento problém resi pomoci Marko-
vovych Fetézcti, coz nakonec zajisti i spravnost vysledku (bod 2.). Zkusme to v8ak nejprve
zcela intuitivné a napiSme algoritmus zvany Metropolisova metoda

1. Vybereme ¢astici, ¢ (napf. ndhodné)
2. Zkusime s ni ndhodné hybnout, napi.:

= T+ ucaq)
yfk = Yi +Udd)
ZiZk = z;+ u(—d,d)

U(—q,q) je ndhodné ¢islo rovnomérné rozdélené v intervalu (—d, d). To znamena, Ze
pravdépodobnost opacného pohybu je stejnd

3. Spoc¢teme zménu potencialni energie, AU = U* — U

4. — Je-li AU <0, zménu piijmeme a pokracujeme s novou konfiguraci
— Je-li AU > 0, zménu ptijmeme s pravdépodobnosti exp(—SAU); to znamena, 7e
s pravdépodobnosti 1 — exp(—BAU) pokracujeme se starou konfiguraci

Tento MC krok opakujeme mnohokrat.

Foznz’imka. ,Prijmout s pravdépodobnosti 7w se realizuje néasledujicim algoritmem:
IF U,1) < T
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THEN pfijmout

ELSE odmitnout
Pokud vam tento algoritmus déla potize, uvédomte si, ze funguje u obou limitnich piipadi:
pro m = 0 neni podminka u( 1) < 7 nikdy splnéna (v8echna ndhodn4 ¢isla z intervalu (0, 1)
jsou vétsi nez w = 0; pro m = 1 je pominka splnéna vzdy (vSechna ndhodné ¢isla z intervalu
(0,1) jsou mensi nez w = 1). ]

Pro¢ dostaneme spravny kanonicky soubor? Necht pii pohybu z konfigurace A na B
dojde ke zvyseni energie, U(B) — U(A) = AU > 0. Pak dany zkuSebni pohyb (novou kon-
figuraci B) ptijmeme s pravdépodobnosti exp(—SAU) < 1. Se stejnou pravdépodobnosti,
se kterou jsme se pokusili A zménit na B, se nékdy pokusime zménit B na A (protoze
v kroku 2 je pravdépodobnosti opatného pohybu stejnd). Takovou zménu ale vzdy pii-
jmeme, protoze nyni U(A) — U(B) = AU < 0. Zménu A — B provadime s pravdépodob-
nosti exp(—FAU), zménu B — A vzdy, tedy A — B provadime exp(—FAU) krat ¢astéji
nez B — A. Proto pro pomér pravdépodobnosti plati

exp[—pU(B)]
exp[—BU(A)]

bez ohledu na to, zda je AU kladné ¢i zaporné (A a B vystupuji v uvahach zcela symet-
ricky). Stejna uvaha plati pro vSechny uvazované pary zmén konfiguraci, vSechny poméry
jsou dany pomérem Boltzmannovych pravdépodobnosti, tedy pravdépodobnost nalezeni
jakékoliv dosazitelné konfigurace musi byt amérna Boltzmannovu faktoru.

% = exp(—FAU) =

6.3 Trocha teorie: ndhodné veli¢iny

Zkusme nyni to samé formulovat trochu védectéji.

Symbolem S ozna¢me ndhodnou veli¢inu. Ta nabyva hodnoty z jisté (pro jednodu-
chost kone¢né) mnoziny stava (pro nas: konfiguraci) {A;}, i =1,..., M, s jistou pravdé-
podobnosti 7w(A;) = 7;, pfi¢emz plati ), 7; = 1. Ndhodnou veli¢inou mize byt napft. hod
hraci kostkou. Pak M = 6 a 7; = 1/6 (je-li kostka zcela pravidelna a jestlize nefixlujeme).

Markoviv fetézec je posloupnost nahodnych veli¢in S®, k = 1,..., 0o takova, Ze
udalost, kterou pozorujeme v ,case k + 1, zavisi na tom, jaka udalost byla pozorovana

v Case k. Konkrétné, jestlize se v ¢ase k vyskytne udélost A; s pravdépodobnosti wgk) (tj-
(k)

)

nahodna veli¢ina S® nabyva hodnoty A; s pravdépodobnosti 7
udalost A; vyskytne s pravdépodobnosti, pro kterou plati

), pak v ¢ase k + 1 se

M
wf ) = > P Wi, (6.2)
i=1
nebo zapsano vektorové pro w = (my,...,my) (fadkovy vektor)
kD) — 7 (B) W (6.3)

Veli¢ina W se nazyva matice pfechodu. Prvky W,,; = W(A; — A;) maji fyzikalni
vyznam pravdépodobnosti pfechodu ze stavu A; do stavu A; (jsou tedy nezaporné). Matice
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prechodu musi spliiovat normovaci podminku

M
Z Wi; =1 pro vSechna ¢ (6.4)

j=1

Tato podminka znamena, 7e z konfigurace A; vznikne (s pravdépodobnosti jedna) jedna
z konfiguraci A;, j =1,... M.

Markovovym fetézcem muze byt tieba posloupnost hodi (jednou) kostkou. Muzeme
zde pripustit, Ze pii jednom hodu je ¢islo, které padne, ponékud ovlivnéno piedchozi
polohou (nedostate¢né kostkou v dlani zatfepeme), neni véak (piimo) ovlivnénou polohou
pred dvéma hody.

Mame-li Markoviiv fetézec, muzeme si polozit fadu otazek. Naptiklad, vyjdu-li ze
stavu A;, jaka je pravdépodobnost toho, Ze po k krocich dojdu do stavu A;? Jak bude
zéviset vyskyt stavu A; na k7 Tyto otazky osvétlime nejlépe na piikladu.

Foznémka. Mam v kancelafi poc¢ita¢. Ten mi vzdy funguje, ale horsi je to se siti, ta nékdy
funguje, nékdy ne. Dlouhodobym pozorovanim jsem zjistil, ze

1. funguje-li sit dnes, je 90% pravdépodobnost, ze bude fungovat i zitra
(tj. spadne s pravdépodobnosti 10 %);

2. nefunguje-li sit dnes, pak s pravdépodobnosti 70 % nebude fungovat ani zitra
(ajtaci ji spravi s pravdépodobnosti 30 %) .

Stav sité tedy nabyva dvou hodnot, A; = funguje a Ay = nefunguje. Pravdépodobnosti
v Case k lze popsat dvourozmérnym vektorem
k k
ak) = (7r§ ),w; )).

Matice prechodu je v tomto piripadé

0.9 0.1
W =
( 0.3 0.7 )

Jestlize tedy veera byl stav sité popsan vektorem 71, pak pro dnesni stav plati:
2 = 2O . W

Tedy napt. je-li 7 = (1,0), pak 72 = (0.9,0.1), a je-li #™) = (0,1), pak #® = (0.3,0.7).
Takto mohu pokracovat a druhy den mam rozlozeni

73 = 2@ W= 2 W2

a tedy

6) _ (0.84,0.16), je-li () = (1,0),
©1(0.48,0.52), jeli ™M = (0,1)

Pokracuji-li dale, zjistim, Ze rozlozeni 7(*) pro velka k nebude uz viibec zaviset na w1 a
dostanu tzv. limitni rozlozeni

lim 7™ =7 = (0.75.0.25) (6.5)

n— oo

tedy primérna pravd&podobnost fungovani je 75%. Opravdu je tomu tak ale vzdycky?
Zkusme néco jiného. Byl jsem na dovolené a nevim, zda véera sit fungovala nebo ne. Jeden
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kolega ¥ika, Ze sit nefungovala, druhy tvrdi, Ze ano. Pravdépodobnosti pro a proti jsou tedy
asi stejné a pocatecni stav proto vezmeme ve tvaru

M =(0.5,0.5)
Jaka je tedy pravdépodobnost, Ze sit bude fungovat, az dnes piijdu do prace?
7@ =7 . W =(0.6,0.4)

a tedy pravdépodobnost je 60%. Budu-li nyni pokracovat ve vypoctu pravdépodobnosti dal,
zjistim, Ze po nékolika dnech dostanu opé&t rozlozeni (6.5).

Ve statistické fyzice nds zajiméa méfeni veli¢in. Zde muze jako p¥iklad velic¢iny (pozorova-
telné) slouzit vydeélek: jestlize sit funguje, vydélam X (funguje) = 2000 K¢ za den, jestlize
nefunguje, nemohu pracovat a beru pouze X (nefunguje) = 500 K& Pramérny vydélek je
dan stfedni hodnotou

(X)) = m(funguje) X (funguje) + m(nefunguje) X (nefunguje) = 1625 K¢

Matice prechodu v nasem jednoduchém piikladu mé tu vlastnost, Ze systém ztraci
»pamét®, tj. po jisté dobé pravdépodobnost m; nalezeni jevu A; viibec nezavisi na tom,
z jakého rozlozeni jsme vysli. A jak tento piiklad souvisi s pivodnim problémem vybrané
posloupnosti, s niz budeme prochazet konfigura¢ni prostor? Jednoduse. Mé&jme posloup-
nost stavi ¢ili nyni konfiguraci {A®}?_, vybranou z Markovova fetézce {S1), 8@ . .}
s limitnim rozlozenim

exp(—AU;) _ exp(—BU,)
71'] == M J = J (66)
k=1 €xp(—=SUk) Q
kde jsme oznadili U; = U(A4;). Pak stfedni hodnota veli¢iny X podél tohoto Fetézce,
P > x® (6.7)
n
k=1

kde X®®) = X(A™), bude pro rostouci n konvergovat k souborové stfedni hodnoté dané
vztahem

(X) = Z 7 X(A;) = Z 7, X;. (6.8)

Zbyva ur¢it podminky, za kterych 7w = 7(1) . W* konverguje k limitnimu rozlozeni
7. Jestlize:
1. vSechny stavy jsou dosazitelné z libovolného stavu v konecném case s nenulovou
pravdépodobnosti a
2. zadny stav neni periodicky (stav A; je periodicky, jestlize existuje perioda m takova,
7e je-li ﬂgk) =0, pak W§k+m) =0 a je-li nﬁ’“) £ 0, pak 7r§k+m) #0),
pak se mnozina stavii nazyva ergodicka a pro libovolné poc¢atecni rozlozeni pravdépodob-
nosti 7Y existuje limita 7 = limy,_,o, #*). Rozlozeni pravdépodobnosti 7 je tedy fesenim
rovnice
™ W=m (6.9)
a toto TeSeni je jediné.
Foznémka. Jinymi slovy, vektor stavi 7 je vlastnim levym vektorem stochastické matice
W. Lze ukazat, ze vSechna dalsi vlastni ¢isla jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1. J
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6.3.1 Urceni matice prechodu

Pottebujeme tedy zkonstruovat posloupnost (Markoviv fetézec) konfiguraci tak, aby se
pravdépodobnost vyskytu jednotlivych konfiguraci rovnala Boltzmannové vaze (6.6), ktera
tak bude predstavovat limitni rozlozeni jisté, zatim nezndmé matice piechodu. Toto je
pravé opac¢ny problém nez ten, ktery se obvykle fesi v teorii Markovovych fetézcu, tj.
k dané matici pfechodu nalézt limitni rozdéleni.

Pro urceni matice prechodu mame celkem t¥i podminky:

W;,; >0  provSechna i,j=1,..., M (6.10)
M
Z Wi;=1 provechna i=1,...,M (6.11)
j=1
- W=m. (6.12)

Posledni rovnice vyjadiuje podminku tzv. detailni rovnovahy. Toto je nutna podminka za-
jistujici vlastnosti limitniho (stacionarniho) rozlozeni pravdépodobnosti. Umime ji splnit,
pozadujeme-li silnéjsi podminku, tzv. podminku mikroskopické reverzibility. Staci, aby

a podminka detailni rovnovahy je splnéna.

Foznémka. Platnost podminky (6.12) za piedpokladu platnosti (6.13) snadno uka-
zeme, aplikujeme-li operator Zf\il na obé& strany rovnice (6.13) a dosadime-li jednicku
za S0 Wi (viz rov. (6.11)) na pravé strané. N

Rovnice (6.10)—(6.12) neurcuji matici pfechodu jednozna¢né. Soustava (6.11) a (6.12)
totiz predstavuje celkem 2M rovnic pro M x M neznamych.
Vyuzijme nyni toho, 7e m; = exp(—£U;)/Q je limitni rozlozeni. Po dosazeni do (6.13)
dostaneme bud
VVj—n’ ™
2= B expl-B(U; - Uy)] (6.14)
I/Vi—n‘ ™y ’ !
nebo W,_,; = W,,; = 0. Jak je vidét, podafilo se ndm zbavit, alespoil v poméru prav-
dépodobnosti, neznamé funkce Q; v obecném piipadé (jsou-li 7r; jiné nez Boltzmannovy
pravdépodobnosti) tento vysledek znamena, 7e nam stac¢i zadat jen relativni pravdépo-
dobnosti a nemusime se starat o soucet ¢isel ;.

Metropolisova metoda.

Snadno se nyni piesvédcime, ze matice prechodu definovana vztahy

iy pro i # j a w; > 1,

] . .
W i proi # ja m; < m;,
i—j = Uy

2
L= Wisk proi=j
k, k#i

(6.15)
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kde «a;_,; je libovolna symetrickd® stochasticka (tj. plati pro ni (6.10) a (6.11)) matice,
splituje podminku mikroskopické reverzibility. Toto je matice navrzend Metropolisem a
pouzivand dodnes (a odpovidajici algoritmu na str. 59). Poznamenejme je$té, 7e prvni
dva fadky v (6.15) lze zapsat kompaktné jako

Wiy; = 0y min {1, ﬁ} pro i # j (6.16)
-

Algoritmus jsme jiz uvedli. Zopakujme si ho nyni véetné pocitacového ,,pseudokodu®:
1. Zvolime c¢éastici, kterou se bude hybat, miizkovy bod, ...

A% .= A®) 1 yménime ndhodné polohu (spin) vybrané ¢astice

AU = U(A) —U(A®) = U* —U®

Konfiguraci pfijmeme (A1) = A%) s pravdépodobnosti py;,

v opacném piipadé odmitneme:

=

Varianta 1 Varianta 2 Varianta 3
u = U(O,l) U = U(O,l) IF AU <0
IF u < min{1,e P2V} | IF u < e #AU THEN A(+1) .= A7k

THEN AG+D .= A% | THEN A®*+) .= A% | ELSE

ELSE At+D .= A® | ELSE A®D .= A® | =y

IF u < e PAU
THEN AK+D) .= A%k
ELSE AG+D .= A(k)

5. k =k + 1 a opakujeme od zac¢atku

Metoda tepelné lazné.

Jinou moznosti, pouzivanou piedevsim pro miizkové modely s kratkodosahovym potenci-
alem, je tzv. metoda tepelné lazné (heat-bath method). Vybereme si miizkovy bod (p¥ip.
i skupinu) a pro jeho dané okoli vypo¢teme Boltzmannovy faktory vSech jeho moznych
stavii. Secteme, faktory vydélime sou¢tem (Caste¢nou statistickou sumou), ¢imz dosta-
neme Boltzmannovy pravdépodobnosti. Novy spin vybereme z této mnoziny s Boltzman-
novou pravdépodobnosti. Metodu lze interpretovat tak, ze dany spin ,,ponofime do lazné*
s danou teplotou. Metoda tepelné lazné je vhodnou alternativou, jestlize Metropolisova
metoda se stane neefektivni pro ptili§ mnoho odmitnutych konfiguraci. Vyhodna je tehdy,
pokud lze vSechny pravdépodobnosti pro vSechna okoli pfedem tabelovat.

Eoznémka. Vice matematicky: Pfedpokladejme, Ze umime spocitat ¢astecnou statistickou
sumu pro jistou podmnozinu Cpar celého konfigura¢niho prostoru C, ktery piedpokladame
diskrétni. Matice prechodu metody tepelné lazné je

Wi = exp(—8U;) / Z exp(—BUx) pro A;, A; € Cpart (6.17)
AkGCpart

Abychom byli konkrétni, zvolme si za Cpare mnozinu viech konfiguraci lisicich se jen hodno-
tou proménné na jednom miizkovém bodu b. Tuto proménnou (spin) oznacime s,. Pak lze

2Rozgifeni na nesymetrické matice pochézi od W. K. Hastingse
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napsat
W (sy — 1) = exp[=BU(s3)] / Y exp[—BU(s})] (6.18)

"
Sp

kde zavislost veli¢in na ostatnich spinech, které se v daném kroku neméni, jiz nevyznacujeme.
Konfigurace spinu s; vybirame tedy s Boltzmannovou vahou danou energiemi konfiguraci a
teplotou, coZ si 1ze predstavit jako ponofeni spinu do termostatu ¢i ,tepelné l4zné“ o dané
teploté T'. Spin tak ,,zapomene“ na pfedchozi stav a W;_,; nezavisi na A;. J

6.3.2 ZkusSebni zména konfigurace

Zbyvéa odpovédét na otazku, co je matice o;_,; vystupujici v maticich pfechodu (6.15). Tato
matice udava podminénou pravdépodobnost generovani zkusebni konfigurace A; z konfi-
gurace A;. Pro klasicky spojity systém budeme mit misto matice funkci a(7 — 7).

Ve standardni Metropolisové metodé je tato matice symetrickd. Mame-li tedy kon-
figuraci A;, pak konfiguraci A; musime vygenerovat s pravdépodobnosti stejnou, jakou
bychom z konfigurace A; generovali konfiguraci A;. Podobné je tomu ve spojitém piipadé,
kde pravdépodobnost je nahrazena hustotou pravdépodobnosti; nesmime jen zapomenout
na to, ze tato hustota pravdépodobnosti je definovana vzhledem ke kartézskym promén-
nym 7 a miZe se zménit, jestlize bychom chtéli prejit k jinym souradnicim (nap¥. sféric-
kym). Déle musime mit p¥i navrhu zkusebniho posunuti na paméti ergodi¢nost, tedy aby
systém mohl (pomoci co nejmensiho poctu krokt) prechézet z jedné ¢asti konfigura¢niho
prostoru do jiné. Specialné ve spojitych modelech je nutno dat pozor na to, aby systém
snadno piekonal velké potencidlové bariéry, napt. u vnitfnich stupni volnosti. Podobné
u nékterych miizkovych modeli mize nastat situace, kdy neni mozné jednu konfiguraci
pfeménit na druhou pouze postupnymi zaménami jednotlivych spint; pak je nutné ménit
v jednom kroku celou skupinu spint najednou.

Uvedme nékolik piikladu.

Diskrétni mfizovy systém.
U simulace Isingova feromagnetu mame dva stavy, + a —. ZkuSebni zména konfigurace je

jednoducha: vybereme (ndhodné) spin a zménime jeho hodnotu na opa¢nou. Pak apliku-
jeme Metropolisovo kritérium, zda tuto zménu piijememe.?

Atomarni systém.

v

Zkusebni translace miuze byt ddna krokem 2 na str. 59. Asi efektivnéjsi je mit ve troj-
rozmérném prostoru toto zkusebni posunuti izotropni, napf. uvniti koule o poloméru d.
Podstatné je, aby k opa¢nému pohybu doslo se stejnou pravdépodobnosti.

Smési

Mikroreverzibilitu musime zachovat ve vSech krocich navrhu algoritmu. Kdybychom na-
piiklad simulovali ternarni smés slozenou z molekul A, B a C a sti¥idali pohyby v potradi

3Pro tento jednodudchy systém existuji mnohem efektivnéj§i metody, v nichz se preklapi celé oblasti
miizky najednou
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Obrazek 6.2: Zavislost standardni chyby méfeni viridlového tlaku § P na maximalni délce zku-
Sebniho posunuti d (vlevo) a na zlomku pfijatych konfiguraci y (vpravo). Kazdy bod byl ziskan
z 107 MC kroki (krok — pokus pohnout jednou &astici) na systému 64 LJ atomt (o0 = 1, e = 1)
pii T =12, p = 0.8.

[: (ndhodna molekula typu A) (ndhodna molekula typu B) (ndhodna molekula typu C) ]

(|: :] znadi repetici), nebylo by to spravné, protoze opa¢né poradi C, B, A neni stejné.

6.3.3 Zlomek prijeti a nastaveni parametrui

Dilezitou charakteristikou MC simulaci je tzv. zlomek p¥ijeti (acceptance ratio), ¢ili pomér

B pocet prijatych konfiguraci (6.19)
~ pocet viech generovanych konfiguraci '

Uvazujeme-li simulace klasickych spojitych systémii, bude tento pomér zfejmé zaviset na
velikosti zkugebniho posunuti d v rovnici 2%k = Ti+U(—q,q) €1V jiné podobné. Bude-li napt.
d ptilis malé, bude zména energie v jednom kroku mal4, Boltzmanntiv faktor exp(—SAU)
blizky jednicce, témér kazda konfigurace bude ptijata a x bude blizké jednicce, ale efekti-
vita simulace bude nizka, protoze konfigurace se od sebe malo lisi. Bude-li d velké, bude
zména energie v jednom kroku velka a vétsinou kladné, Boltzmannuav faktor exp(—SAU)
blizky nule a témér kazda konfigurace bude odmitnuta, coz je zfejmé také neefektivni.
Existuje proto jist4d optimalni hodnota zlomku pfijatych konfiguraci, kterd mnohdy lezi
okolo xy =1/3.

Ve specialnich ptripadech miuze byt optimalni x jiné. Prikladem jsou ridké systémy,
zv1asté blizko kritického bodu: zde je efektivnéjsi mit délku zkusebniho posunuti srovnatel-
nou s velikosti simulovaného systému i za cenu velmi malého zlomku ptijatych konfiguraci
(tfeba 1 %) nez malou zménu konfigurace v jednom kroku.
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Obrazek 6.3: Budujeme linearni fetézec na mtizce jako ndhodnou prochézku bez protinani tak,
7e v okamziku pfidani ¢lanku (Cervené tyc¢inky) volime nahodné pokracovani. Retézec vpravo mé
vétsi pravdépodobnost, protoze v poslednim kroku jsme volili jen ze dvou pokracovani, zatimco
vlevo ze t¥i

6.4 Rosenbluthovo vzorkovani

Simulace polymeri (MC i MD) jsou zvlasté obtizné, protoze pohyby dlouhych a ¢asto
propletenych fetézcl jsou navzajem brzdény a dlouho trva, nez se zméni konformace. To
je fyzikalni vlastnost, kterou lze tézko vylepsit v molekulové dynamice, jez simuluje real-
nou dynamiku s fyzikalné dlouhymi relaxa¢nimi ¢asy. Moznosti metod MC jak efektivné
vzorkovat konfigura¢ni prostor jsou vétsi. Zjevné nebudou ptilis efektivni lokdlni pohyby
jednoho ¢lanku fetézce. Je vSak mozné rotovat najednou nékolika ¢lanky; za piiklad necht
slouzi tzv ,crankshaft move“: \/\ — /\/. Jesté efektivnéjsi je (u linearnich fetézci) po-
hyb zvany ,reptation” (housenkovy pohyb): ¢lanek z jednoho konce piremistime na druhy
konec.

Jinou metodou je zapomenout na to, co jsme se dosud o metodidch MC naudili, a
snazit se vytvofit konfiguraci polymeru od zacatku. I kdyz to muze byt obtizné, vyhodou
je, ze konfigurace jsou zcela nekorelované.

Abychom si vysvétlili princip, uvazujme nejprve polymer v dobrém rozpoustédle®.
Tento polymer lze popsat modelem nadhodné prochézky bez protinani. Navic pro jedno-
duchost polozme polymer na miizku, viz obr. 6.3. Budujme fetézec od malého ¢tverecku.
Na zacatku mame 4 moznosti, jak vést prvni vazbu. Pro druhou vazbu mame ale jen tii
moznosti, protoze nemize zpatky. To samé plati pro tieti vazbu. Ale ¢tvrté vazby se lisi
u konfigurace vlevo a vpravo: zatimco vlevo jsme si vybrali jednu ze t¥i moznosti, vpravo
mame jen dvé (vazba doleva by vedla k prekryvu s poc¢ateénim ¢lankem). Konfiguraci
vpravo proto dostaneme castéji, nez bychom méli.

Regenim je znésobit vahu takto ziskané konfigurace ¢islem, které se rovné soucinu vSech
téchto moznosti (tj. jmenovatelem zlomki). Tomuto sou¢inu R se ika Rosenbluthova véha
konfigurace:

kde soucin je ptes vSechny ¢lanky postupné budovaného fetézce. U ndhodné prochazky jsou

4V dobrém rozpoustédle se Fetézec polymeru rozvine, protoze jeho ¢lanky se piitahuji pfednostné
k molekulam rozpoustédla, resp. se navzajem odpuzuji. Naopak ve §patném rozpoustédle se svine, protoze
je vyhodngjsi, aby sousedily dva ¢lanky nez ¢lanek a rozpoustédlo. Theta-rozpoustédlo (f-rozpoustédlo)
je ,néco mezi“ — ¢lanek interaguje stejné s molekulou rozpoustédla jako s jinym ¢lankem.
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R; cela cisla — pocty pokracovani. Zobecnéni na libovolnou interakéni energii je pfimocaré,
misto nuly (nelze pokracovat, protoZe by se atomy piekryvaly) a jednicky (lze pokracovat)
mame Boltzmanniiv faktor zmény potencialni energie po ptidani jednoho ¢lanku,

R; = Z eXP[—ﬁUi(l)]

kde soucet je pres vSechna pokrafovani fetézce v daném kroku i a U;(l) znadi energii
daného pokracovani (u 2D systému z obr. 6.3 bylo k = 4). Dalsi ¢lanek z k vybirame
s pravdépodobnosti tmérnou Boltzmannové faktoru exp|—pU;(1)]/R;.

Princip lze zobecnit i na realny fetézec (tj. neni na miizce) tak, ze misto k pokracovani
na miizce (ve smérech +z, £y ...) generujeme urc¢ity pocet k ndhodnych smért. Je
uzitecné si uvédomit, ze pro k = 1 generujeme zcela ndhodny fetézec, jehoz vaha je pak
dana Boltzmannovym faktorem, protoze

R= H R; = HGXP[—ﬁUi(l)} = exp [—BZ Ui(1)

kde U;(1) je zména energie po pfidani ¢lanku a soucet neni nic jiného nez celkova poten-
cialni energie. Dostavame tedy ,naivni“ Monte Carlo integraci (kterd asi nebude piilis
efektivni). Naopak pro velmi velké k& vybirame dalsi ¢lanek ve shodé s Boltzmannovou
pravdépodobnosti (metoda tepelné 1azné) a generovany fetézec vzorkuje kanonické roz-
déleni pravdépodobnosti mnohem lépe. I pies to je metoda tim méné efektivni, ¢im delsi
fetézec tvofime; typicky mé vétsina fetézci malé vahy (nejsou signifikantni) a mélo fetézci
vahy velké (ty nas zajimajf).

Pamatujte

Metody Monte Carlo jsou zaloZeny na pouziti (pseudo)nahodnych &isel. Nap¥. nékolikanasobny
urcity integral lze vycislit metodou nahodného strileni.

V simulacich tvofime posloupnost konfiguraci, které se vyskytuji s pravdépodobnostmi
platnymi v daném souboru (v kanonickém souboru to jsou Boltzmannovy pravdépodobnosti).
Metropolisova metoda je zalozena na provadéni nahodnych pohybt (nap¥. posunuti) molekul;
pohyb musi byt symetricky, tj. pravdépodobnost posunu vlevo a vpravo o stejnou vzdalenost
musi byt stejna. Pokud tento pohyb vede ke snizeni energie, pfijmeme ho. Pokud pohyb vede
ke zvySeni energie o AU, pfijmeme ho s pravdépodobnosti e 2U/k8T  Tento algoritmus je
mikroskopicky reverzibilni.

Velikost nahodnych pohybii se nastavuje podle zlomku prijatych konfiguraci. Optimalni
hodnota byva kolem tretiny.




Kapitola 7
Meéreni velicin v simulacich

Veli¢iny stanovované v simulacich mzeme zhruba rozdélit na
1. Makroskopické veli¢iny:
(a) Mechanické veli¢iny (energie, tlak atd.),
(b) Entropické veli¢iny (chemicky potenciél).

2. Strukturni (mikroskopické) veli¢iny.

3. Dalsi pomocné veli¢iny vypovidajici o vyvoji a stavu systému (parametry uspoia-
déni, integraly pohybu v MD).

4. Transportni vlastnosti (kinetické veli¢iny, napt. difuzivita a viskozita).

Simulace produkuje posloupnost konfiguraci ¢ili trajektorii. Pfevazna vétgina veli¢in X
,méfenych® v pribéhu simulace je dana aritmetickym pritmérem (ozna¢ime ho X) hodnot
stanovenych z jednotlivych konfiguraci, X;'. Timto primérem aproximujeme skutecnou
stfedni hodnotu, (X):

() ~X =3 X, (r.)

K tomu, aby X bylo dobrym odhadem (X), musi byt splnény dvé podminky:

e Systém musi byt v rovnovaze, tj. na grafu X; (nékdy nazyvany konvergenc¢ni profil)
nesmi byt patrny zadny trend. Pted zapocetim méfeni (produktivniho béhu) mu-
sime tedy dostate¢né dlouho simulovat (michat, zrovnovaziiovat) a sledovat vyvoj
systému, viz obr. 7.1.

e Mérime dostatecné dlouho.

Foznémka. Aritmeticky prumér je (asi nejjednodussim) piikladem statistiky, tedy me-
tody (vzorce, algoritmu) jak z vybéru hodnot z jistého pravdépodobnostniho rozdéleni (tj.
z naméfenych dat) ziskat vysledek. Dalsimi piiklady statistik jsou vaZeny priumér, median
nebo fluktuace. ]

69
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Obrazek 7.1: Pred zapocetim ,métfeni* stfednich hodnot musime systém zrovnovéaznit. Zavislost
tlaku na ¢ase simulace pro model vody startovany z pravidelného rozmisténi molekul vody

nekorelovani data

korelovana data (korela¢ni koeficient — 0.9)

korelovana data (korela¢ni koeficient = 0.99)

korelovana data (kombinace ruznych korelaci)

Obrazek 7.2: Rizné korelované data. Korelaéni ¢as je vyznacen vodorovnou cervenou tGseckou

7.1 Odhad chyby aritmetického primeéru

Kromé stiedni hodnoty nés ovSem zajima, jak presny je vysledek. Ptesnost vyjadiujeme
pomoci standardni chyby (nejistoty?) ox,

0% = ((X = (X))*) (7.2)

Foznémka. Piesné je standardni chyba definovand jako smérodatna (standardni) odchylka

1Obvykle nepouzivame viechny konfigurace, ale provedeme nékolik MC & MD kroki, aby se konfigu-
race dostateCné zmeénila, nez provedeme méfeni. Napf. v MD miuze byt ¢asovy krok 1 fs, ale vzorkujeme
po 10 fs, v MC mezi dvéma méfenimi hybneme kazdou ¢astici alespon jednou.

2Termin chyba se pouziva v matematické statistice, termin nejistota v metrologii, kde zahrnuje kritické
posouzeni viech faktoru (systematickych i ndhodnych) ovliviiujicich presnost vysledku. Vzhledem k tomu,
7e jiny zdroj nepiesnosti vysledku nez zpusobeny stochastickymi (ndhodnymi) p¥i¢inami zde neuvazujeme,
pridrzime se terminologie matematické statistiky
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Obrazek 7.3: Odhad chyby praméru korelovanych dat. Vlevo: zprumérujeme dostateéné dlouhé
bloky, které jiz lze povaZzovat za nekorelované. Vpravo: nakreslime kumulativni klouzavy pramér
(od zagatku simulace), standardni chyba je zhruba 0.6 krat rozdil maximum — minimum z druhé
poloviny tohoto klouzavého priaméru. (Obrazky jsou ze stejnych dat, ale osy y maji rizna méfitka)

dané statistiky (zde aritmetického priméru (7.1)) od piesné hodnoty statistiky pro danou
nahodnou veli¢inu X (zde (X)). Vyjadfuje tedy nase znalosti o piesnosti vysledku.

V simulaci ¢i redlném méfeni zpravidla mame jen jednu sérii métreni X;, i =1,..., M, a tedy
jeden aritmeticky primér X, ktery oviem nevyjde piesné jako spravna stfedni hodnota (X)
(kterou pfedem nezname). Kdybychom vsak provedli tu samou simulaci mnohokréat, dostali
bychom mnoho vysledki X, které by se ponékud ligily; jejich aritmeticky primér by se blizil
k (X) mnohem lépe. Protoze viak X je také ndhodnd veli¢ina, ma uréité rozdéleni, totiz
mnohdy Gaussovo; zjevné také plati (X) = (X) (aritmeticky pramér je nestranng odhad).
Pokud stanovime ox a rozdéleni je Gaussovo, vime, Ze s pravdépodobnosti 68 % bude (X)
v intervalu hodnot X + oy a s pravdépodobnosti 95 % v intervalu X + 20 x. PotiZ je v tom,
ze odhad ox musime zalozit na jedné posloupnosti hodnot X;, protoze nic jiného nemém&l

Pokud by hodnoty X; byly nezavislé, nebyl by s odhadem standardni chyby ox problém:;
nasledujici vzorecek jisté znate

2 Zi]i(Xi — 7)2
oy & MM = 1) (7.3)

Tak je tomu v simulacich malokdy, protoze data jsou korelovana, viz obr. 7.2. To je proto,
ze 1 jednotlivé konfigurace jsou korelované. Vzorec (7.2) lze po nahradé stfedni hodnoty
(X) odhadem (7.1) upravit na

2 211\11()(2‘ _7>2
ox ~ MM —1) x (1+27)

kde 7 je korelaéni &as (téz délka). Lze pro néj odvodit vztah

< (AX;AX 1)
T = ch, Cr, = —<AX2>

kde AX; = X; — (X), coZ pii vypoctu aproximujeme rozdilem AX; ~ X; — X. Cislo ¢
se nazyva autokorelaéni koeficient. Lidové vyjadieno, korelaéni ¢as vyjadiuje ¢as (pocet
kroki), za ktery se hodnoty veli¢iny X ,podstatné zméni“.

Chceme-li tedy odhadnout chyby aritmetického primeéru z korelovanych dat, musime
bud znat odhad 7 nebo néjak korelace odstranit. Asi nejéastéji pouzivana je blokova
metoda: posloupnost dat se rozdéli na bloky, které jsou delsi nez 7, takze je mizeme
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povazovat za nekorelované. Vypocteme priuméry pies bloky a z téchto blokovych priméra
pak odhadneme chyby podle vzorce (7.3). Druhou dosti p¥ibliznou le¢ v praxi vyhovujici
metodou je metoda zalozend na kumulativnim klouzavém priaméru od zacatku simulace
(cumulative running (moving) average). Vynéasime graf veli¢iny

~ 1 <

v zavislosti na n. Tomuto grafu se nékdy (také) ¥ika konvergencni profil, protoze X = X,
alim, )?n = (X)), tj. hodnoty konverguji ke stfedni hodnoté. Stanovime minimum )?min
a maximum X,y z druhé poloviny grafu (tj. pron € {M/2,..., M}). Standardni chyba
je priblizné rovna B B

ox = 0.6(Xmax — Xmin)
Vysledek je zhruba stejné kvalitni, jako kdybychom pouzili 8 a7z 10 bloka (nic moc, ale
neméame-li dost dat, je to lepsi nez nic).

Chybu zapisujeme ve tvaru 12.3+£0.4 nebo v jednotkach posledniho mista jako 12.3(4),
piipadné pomoci indexu 12.3, (ale toto miZe také znamenat 12.34 s tim, Ze posledni 4 jiz
neni piili§ presnd). Ve fyzice se tim rozumi standardni chyba, tj. vysledek je v intervalu
(11.9, 12.7) s pravdépodobnosti 68 %. V biologii a mezi inzenyry je v8ak obvyklejsi uvadét
chybu na hladiné vyznamnosti 95 %, ktera je rovna dvojnasobku standardni chyby®. Pokud
tedy uvadime veli¢inu s chybou (a to bychom méli!), musime také dodat, jakou chybu
mame na mysli.

7.2 Mechanické veli¢iny

7.2.1 Energie a teplota

Jiz jsme se setkali s kinetickou energii, z niz se poc¢ita (v klasickych simulacich) teplota,
viz rov. (5.3). Vnitini energie E* je primérem z kinetické i potencialni energie,

N

E = (B + Epot) = <Z %UE> +(U(r"))

i=1

Protoze kinetickd ¢ast je jaksi trividlni (je stejnd i pro idealni plyn), nékdy se udava
jen (U); fika se ji také reziduélni vnitini energie. Uplna vnitini energie ov8em kinetickou
energii zahrnuje. Nezname-li Ey, (napi. v MC, kde T je parametrem simulace), pouZijeme
rov. (5.3).

Eoznémka. Termin ,,reziduélni znac¢i vzhledem ke standardnimu stavu ideélni plyn pfi
stejné teploté, stejném objemu i stejném sloZzeni, jako mé dany systém. Tyto veli¢iny jsou
uzitecné v kanonickém (NVT) souboru. TéZz se (méné piesné) pouZiva termin ,,dodatkovy“
resp “excess”’. Pro bezstrukturni ¢astice, které v této kapitole uvazujeme, je kineticka ¢ast
stejné jako pro jednoatomovy idedlni plyn a terminem ,rezidudlni“ neni problém. Pokud

3Pro hnidopichy vice desetinnych mist: 1.959964 nasobek
4Misto Epor budeme v dalsim textu pouzivat symbol U = U(r") = mezimolekulovy potenciél. Vnitini
energii pak oznafime F = E(T, V).
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bychom méli molekulovy model slozeny z atomi a potencial U(r"V) by obsahoval intra-
molekularni p¥ispévky, neni (U(r"V)) rezidudlni vnitini energii podle této definice, vyrazy
uvedené v dalsi ¢asti této kapitoly vSak budou stéle platit. J

7.2.2 Tlak

Pokud simulujeme za konstantniho objemu, poc¢itame i dalsi zakladni mechanickou veli-
¢inu, totiz tlak. PouZijeme vztah (2.26) vlevo, nespokojime se vSak s idedlnim plynem a
dosadime za F cely vzorec (2.24), jen jsme zménili symbol pro potencialni energii (misto
E,ot piSeme U).

1 0 1 . . .
= Gm %]{V/VT’ Onvr = AN /\/N exp [-pU(T1,...,7y)]dr ... diy  (7.4)

Potiz vypoctu je v tom, zZe derivujeme pres objem, ktery nemame v integrandu, ale v me-
zich integrace. PomuZeme si trikem: zavedeme bezrozmeérné (pieskalované) soutradnice &;:

7=V

gP

Integral (7.4) je celkem 3N rozmérny, a proto Jacobidn transformace je VY (pro jeden
vektor plati dr; = Vd§;), a proto

Qnvr = / exp [—ﬁU(Vl/Sf;, V1/35N) Vngl . dgN
1N

Kazdy vektor f: se integruje pres jednotkovou periodickou krychli. Za integralem je soucin:
po derivaci ¢lenu V¥ dostaneme (po déleni Qnyr podle (7.4)) idedlni ¢ast stejné jako
v (2.26), u druhého ¢lenu zatim jen zderivujeme exponencidlu (a vydélime Qyyr, coz
vede ke stfedni hodnoté):

1/3&N
P:ﬂkT— M
V ov g E

Toto jiz je uzitecny vzorec, jediné musime derivaci podle V' pocitat v simulacich nu-
mericky, napf.:

(7.5)

oV 2AV

Metoda se nazyva virtualni zména objemu, protoze objem ménime jen pro tucely vypo-
¢tu derivace a se zménénym objemem nesimulujeme. Provadime tedy normalni simulaci
a ob¢as zménime objem o +AV a —AV | kde AV je dostate¢né malé. Zaroven se zménou
objemu pieskilujeme viechny soutadnice stejnym faktorem [(V 4 AV)/V]Y3. Celou kon-
figuraci tedy ,nafoukneme® nebo ,stla¢ime* (pfitom nechame & nezménéné), spo¢teme
potencialni energii U a pak derivaci (7.5).

Derivaci mtuzeme spocitat i analyticky, protoze V se vyskytuje ve vSech N vektoro-
vych argumentech U, pouZijeme vzorec pro derivaci slozené funkce mnoha proménnych a

(E)U) _U(V+AV) - UV — AV)
G

dostaneme soucet:

<8U(v1/SgN)> B N
oV L. 4
&1,-08N =1

o 1 L. U 1L .
V72/3<-———§ A ___E AN
51 87_‘; - 3‘7 : ,r.l - - . 7 1

W |
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kde ﬁ je sila na ¢astici 7. (Soucet vpravo se nékdy nazyva virial sil).

IFoznémka. Ve skutecnosti tento obecny vzorec nelze jednoduse pouzit v periodickych
okrajovych podminkach. Za predpokladu parové aditivity a dosahu potencidlu mensiho nez
je polovina boxu muzeme odvodit

1 , 1
P = pk/’T — W Z (riju (Tij)> = ka + W Z <Tijfij>

i<j 1<j

kde f je parova sila. J

7.3 Entropické velic¢iny

Velic¢iny, které v sobé obsahuji entropii, coz jsou zvlasté Helmholtzova energie a chemicky
potencial, nelze spocitat jako jednoduchou stfedni hodnotu. Pouziva se nékolik pristupi:

e metoda termodynamické integrace, kdy podobné jako v termodynamice integru-
jeme (mechanické veli¢iny) pies teplotu a objem (pfip. tlak ¢ dalsi veli¢iny jako
,zapojovaci parametr);

e metoda vkladani ¢astice, kdy z pravdépodobnosti vlozeni spoc¢teme chemicky po-
tencial,

e vypocet reverzibilni prace integraci sily,

e metoda lokalni hustoty.

7.3.1 Metoda termodynamické integrace

Chceme-li stanovit (napt.) Helmholtzovu energii, musime ji znat v néjakém vhodném
bodé, napi. pro idealni plyn nebo ve stavu krystalu (idealni Einsteinuv krystal). Potom
si vzpomeneme na kurz fyzikalni chemie, kde jsme odvodili vzorce

oF o 8(6F)_
(W)T_ v o5~ F

Tyto vztahy budeme integrovat numericky. Musime proto pseudoméfit v mnoha bodech
(hodnotéach p a T°) a pak integrovat napf. lichob&znikovym (jsou-li body blizko u sebe)
nebo Simpsonovym pravidlem.

Potencialni energie se vyskytuje ve statisticko-termodynamickych vztazich nasobena
inverzni teplotou 5 = 1/kgT. Pokud tedy ménime teplotu, je to to samé, jako bychom po-
tencial znasobili faktorem rovnym inverznimu pomeéru teplot. MysSlenku miizeme rozsitit
zavedenim tzv. zapojovaciho parametru. Chceme spocitat rozdil Helmholtzovych energii
systému popsanych potencidlnimi energiemi U; a Uy; pro nazornost si muzete tfeba pied-
stavit ion a jeho nenabitou variantu, z rozdilu pak lze spocitat tieba aktivitni koeficient
iontu. Obé energie spojime

UN) = Uy + \NU; — Up)

5Existuji rafinované metody, kdy lze provést sérii simulaci pro riizné napi. teploty a z dat pak spo-
¢itat hodnoty veli¢in pii libovolné teploté uvnitf intervalu (multiple histogram reweighting), dale lze
sérii simulaci provadét paralelné s tim, Ze mezi jednotlivymi simulacem ob¢as ,pFeskakujeme® (parallel
tempering).
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Derivace konfiguracniho integralu je

0Q O _gu,-N /8U(>\) —BUN) 12N
N ) Sl B e

a rozdil Helmholtzovych energii

F(1) = F(0) + /01 <a[g—<;‘>>AdA = F(0) + /Ol(Ul — Up)rdA

kde simulujeme nékolik systémiu lisicich se hodnotou A (napf. ion, ion s polovi¢nim nabo-
jem a ion bez naboje).

7.3.2 Widomova metoda vkladani ¢astice

Chemicky potencial je definovan jako zména Gibbsovy energie pii vratném ptidani ¢astice
(v chemii molu ¢&astic) k systému za konstantni teploty a tlaku,

i — (8@)
l ON; T,p,Nj,j#i

Ptesnéji slovem ,,ptfidani“ rozumime presun ze standardniho stavu, dostaneme tedy che-
micky potencial vzhledem ke standardnimu stavu. Protoze zména Gibbsovy energie je
rovna praci (jiné neZ objemové), vyjadiuje chemicky potencial jakysi energeticky obsah
dané ¢astice, jeji schopnost konat préaci (pfi¢emz je k dispozici dost tepla z termostatu a
dost energie z barostatu, vie pfevadéno vratné). Tuto myslenku mazeme prevést do formy
pouzitelné v simulacich nékolika zptisoby.

Uvazujme otevieny systém a pro jednoduchost zapisu nikoliv smés, ale Cistou latku.
Protoze se 1épe pracuje s konstantnim objemem, napiSeme vztah pro zménu Helmholtzovy
energie v otevieném systému. Plati

dF = —SdT — PdV + udN

Chemicky potenciél je pak dan podobné,

. (‘3(6}7’) . 81DZNVT
= (v ), =~ (PR,

Pocet castic N ale neni spojita veli¢ina, takze nejmensi diference je rovna jedné,

Oln Zyyr _ In ZN+1,VT —InZnyr — I ZN+1,VT
ON (N + 1) — N

ZNVT

o B _ ZNy1vT _ 1 Oni1 1 Qnga
ZNvT (N+1)A3 Qn NA3 Qn
Po porovnani s chemickym potencidlem jednoatomového idealniho plynu (vnitini stupné
volnosti zde pro jednoduchost neuvazujeme), pq = kg7 In(NA3/V'), dostaneme

exp( ) = expl= 30— )] = 1 5"
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kde pires = 0 — f4iq je tzv. rezidudlni chemicky potencidl, tj. vztazeny k idedlnimu plynu
za dané teploty a objemu.
Rozepisme nyni energii systému N + 1 ¢astic jako

UN+1 = UN+\I/(N)

kde W je energie interakce (/N + 1)-ni ¢astice s N ¢asticemi. Konfigura¢ni integral systému
N + 1 castic je pak

QN+1 = /exp(—ﬁUNH) dT_’i Ce dFN+1
= /6Xp(—BUN - BW) dFl Ce dFN—&-l
= QN/<e_5‘I’>N dryi1

Pod integralem méme stfedni hodnotu pocitanou v systému N ¢astic, ktery simulujeme.
Posledni integral pfes dyy; spoc¢teme metodou Monte Carlo (ndhodné stiileni); objem
oblasti je [ 1dFy41 =V, a proto

expl—fpee) = 3 [ s = & Twv (7.6

kde symbol (X)y,; znadi stfedni hodnotu veliciny X pfes polohy (N + 1)-ni Castice
v objemu V.

Cely postup je tedy zalozen na normalni NVT simulaci (MC nebo MD). Do systému
obcas vlozime (N + 1)-ni Castici a spocitame, o kolik se zménila energie (totiz o V).
Vlozena ¢astice je virtualni (fiktivni, ghost), tedy neni soucasti simulovaného systému.
Z mnoha téchto virtualnich vlozeni ¢astice spoc¢teme stiedni hodnotu Boltzmannova fak-
toru (eP¥) y a podle vzorce (7.6) pak rezidualni chemicky potencial.

Metoda selhava pro prili§ velké rozpusténce v hustych systémech. Existuje varianta
postupného vkladani. Nejprve vlozime malou ¢éstici a stanovime jeji chemicky potencial.
Pak simulujeme systém s touto malou ¢astici (jiz neni virtualni, ale realna). Castici se
pokousime zvétsit (pfidat naboje ap.) a opét stanovime stiedni hodnotu Boltzmannova
faktoru; logaritmus této stfedni hodnoty je pfispévek k chemickému potencialu.

7.3.3 Reverzibilni prace integraci stfedni sily

7 termodynamiky vime, zZe chemicky potencidl je roven vratné praci. Pokud budeme ¢astici

Yoo

stifedni silu, kterd na ¢astici v daném systému ptisobi. Integraci této sily po draze ziskdme
chemicky potencial resp. jeho zménu mezi dvéma stavy

mi(2) .
Aﬂi:_[ (fi) - dr;

kde f; je sila plisobici na ¢astici i. Nutno provést sérii simulaci pro rtizné polohy Castice.
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lg

Obrazek 7.4: Vlevo: chemicky potencial 1ze stanovit integraci stfedni sfly naméfené pro ¢astici
v riiznych polohich. Vpravo: nechame-li na ¢éstice ptisobit vnéjsi pole, rozmisti se tak, aby soudet
chemického + vnéjstho potencidlu byl konstantni

o
o, @ dv
L ey
. \'i .. . ] *

Obrazek 7.5: Radidlni distribu¢ni funkce vyjadiuje, kolikrat je v priméru vic ¢astic ve vzdéle-
nosti r okolo vybrané ¢astice nez by tomu bylo v idealnim plynu

7.3.4 Metoda lokalni hustoty /koncentrace

Necht na rozpus§ténce ¢ ptsobi vnéjsi potencial U (7) (napf. ,gravitace”). V rovnovéze
je soucet chemického a vnéjsitho potencidlu konstantni

i (7) + U (7) = const
¢ili
Api = p1i(72) — pi(71) = —[UP (7)) — U (71)]
Pti vypoctu v simulaci pockdme na ustaveni rovnovahy a potom naméifime histogram
hustot ¢ koncentraci ¢astice i. Je-li napi. potencial U(7;) tak vysoky, Ze koncentrace
v této poloze je velmi nizka a aktivitni koeficient jednicka, snadno vypocteme chemicky

potencial rozpusténce. Ze simulace pak ziskime chemicky potencial (a tedy i aktivitni
koeficient) v oblasti vysokych koncentraci.

7.4 Strukturni veliCiny

Zakladni strukturni veli¢inou ve fyzice tekutin je radialni distribu¢ni funkce (RDF, téz
péarova korela¢ni nebo distribu¢ni funkce). Vyjadiuje pravdépodobnost nalezeni ¢astice ve
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Obrazek 7.6: Vlevo: Radialni distribuéni kapalného argonu, vpravo: distribuéni funkce modelu
kapalné vody

vzdalenosti r od jiné ¢astice. Tato pravdépodobnost je normalizovana tak, zZe pro nekore-
lované ¢astice (idelni plyn) je hodnota RDF rovna jednicce (a proto také pro kapaliny je
RDF pro obé ¢astice daleko od sebe rovna 1). Radialni distribué¢ni funkci dostaneme in-
verzni Fourierovou transformaci rozptylovych dat. Nejcastéji se pouziva rozptyl neutronu
nebo rentgenova zafeni.

Meéjme N molekul idedlniho plynu v objemu V. Jaka je pravdépodobnost, ze naleznu
v objemu dV ¢&astici (tj. kteroukoliv z N ¢astic)? Je rovna NdV/V. Jaka je pravdépo-
dobost, 7ze naleznu ¢astici v objemu dV' ve vzdalenosti r od vybrané ¢astice (Cervené na
obr. 7.5 vlevo)? Je rovna (N —1)dV/V, protoze ¢ervenou ¢astici uz neuvazujeme a protoze
Castice idedlniho plynu se neovliviji; a ovSem muzeme pro N velké napsat jen NdV/V.
Jinak tomu ale je v husté kapaliné. Pravdépodobnost nalezeni ¢astice zavisi na vzdale-
nosti (napf. velmi blizko nebude uz zadna, protoze molekuly se nepiekryvaji). Tento vliv
vyjadiime faktorem g(r). Pro velké vzdalenosti v kapaliné plati, ze g(r) — 1 (stejné jako
v idealnim plynu), protoze molekuly jiz o sobé nevédi.

Radialni distribu¢ni funkce (RDF) jednoduchych tekutin (se sféricky symetrickymi
molekulami) odréazeji slupkovou strukturu, viz obr. 7.6 vlevo. Kolem kazdé molekuly je
mirné nepravidelna ,,slupka“ molekul, v podstaté ve vzdalenosti odpovidajici minimu po-
tencidlu (kromé velkych tlaki). Této slupce odpovida prvni vrchol na RDF. Slupka prv-
nich sousedu ponékud brani molekuldm v pristupu, a proto nasleduje minimum. Druhé
slupce odpovida jiz méné vyznamné maximum. Naproti tomu struktura vody je ovliv-
néna tetraedrickym usporadanim vodikovych vazeb, a proto druhé maximum je blize, viz
obr. 7.6 vpravo.

Foznémka. Matematicky je RDF izotropni a homogenni tekutiny dana vztahem

N(N -1 Lo ., ., .,
g(r) = g(rie) = 72 ) / = /exp[—ﬁU(rl,rg, e PN)]dRs L PN
pPrONVT
Stejné jako Boltzmannuv faktor exp[—SU (71,7, ...,7n)]/@nvr uddva pravdépodobnost,

7e Castice 1...N nalezneme v danych polohéch, po integraci pies dis...d7y dostaneme
pravdépodobnost, Ze ¢astice 1 a 2 maji polohy 77,7 pro vSechny moZné polohy ostatnich
Castic. Protoze kapalina je homogenni a izotropni (na rozdil tfeba od krystalu), mizeme
napsat g(71,72) = g(r12) jen jako funkci vzdalenosti. Faktor N(N — 1)/p? zajistuje, Ze
g(r) =1—1/N pro ideélni plyn.
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Obrazek 7.7: Simulacni distribu¢ni funkce modelu kapalné vody a kumulativni koordina¢ni
¢isla. Nalezneme minimum na goo(r) (p¥iblizné 3.2A) a odecteme hodnotu Noo (cca. 3.6).
Pouze vodiky pat¥ici k jiné molekule jsou zapoc¢teny do grno(r), a proto je koordinaé¢ni ¢islo tésné
pod 2, jinak by bylo také skoro 4

Radialni distribuc¢ni funkci v simulacich poc¢itame tak, Ze projdeme vSechny pary ¢éstic
a zapocteme jednicku do prihradky histogramu odpovidajici ur¢itému rozsahu vzdalenosti,
dejme tomu [iAr, (i + 1)Ar), kde Ar je malé.

Casto je nazorn&jsi veli¢ina zvana kumulativni koordinaéni &slo (kumulativni RDF).
Je definovana vztahem

N(r) = p/ g(r')amr?dr’
0

Integruje se pres element objemu dV = 47r2dr’ (povrch koule 471’2 krat dr’). Pocet ¢astic
idealniho plynu v tomto objemu by byl dVN/V, v kapaliné pak g(r)dVN/V. Veli¢ina
N(r) vyjadiuje proto pramérny pocet molekul do vzdalenosti r. Casto se integruje do
vzdalenosti odpovidajici prvnimu minimu na RDF, vysledné koordina¢ni ¢islo je rovno
prumérnému poc¢tu molekul v prvni slupce. Napf. u vody jsou v prvni slupce necelé ¢tyfti
molekuly, ale v primeéru nalezneme jen dva vodiky okolo kysliku, viz obr. 7.7.

7.5 Transportni vlastnosti

Transportem v nerovnovazné termodynamice rozumime tok zptisobeny jistou termodyna-
mickou silou (ktera se da vyjadfit jako gradient chemického potencialu). Napf. tok tepla je
zpusoben rozdilem teplot, termodynamickou silou je gradient teploty (ktery lze prevést na
gradient chemického potencialu molekul za riznych teplot); elektricky proud® je zptsoben
elektrickym polem (gradientem elektrochemického potencialu), tok hybnosti gradientem
rychlosti (je pfic¢inou viskozity). Tyto jevy né&jak souviseji s rychlosti ¢astic, a proto to
jsou z hlediska simulaci kinetické jevy. Obecné je tok vyjadien vektorem, ktery vyjadiuje,
kolik veli¢iny protece jednotkovou plochou (kolmo) za jednotku ¢asu, a pro malé toky

6Zptsobeny iontovou vodivosti, protoze pohyb elektronii v kovech nelze klasickymi simula¢nimi me-
todami studovat



30 KAPITOLA 7. MERENI VELICIN V SIMULACICH

predpoklddame linedrni imérnost:
J=—EF

kde F je termodynamicka sfla a £ pfislusny transportni koeficient.

Tyto veli¢iny nelze zapsat jako stfedni hodnotu funkce zavislé jen na polohach (jako
v (7.1)), ale potiebujeme i rychlosti. Proto k jejich vypoc¢tu potiebujeme molekulovou
dynamiku. MuZeme pouzit ,normalni“ rovnovaznou simulaci a vzorec (obsahujici rych-
losti), tento postup se oznacuje zkratkou EMD (equilibrium molecular dynamics). Tim se
budeme zabyvat v dalsim textu.

Muzeme také pouzit ,fyzikalni* piistup: piislusnou silu zkratka zapneme a sledujeme
tok; napt. zapneme elektrické pole a mérime proud. Tento postup se oznacuje zkratkou
NEMD (nonequilibrium molecular dynamics). Vyhodou je koncep¢ni jednoduchost. Ne-
vyhodou je, Ze systém neni v rovnovaze, a proto v systému dochazi k disipaci energie a
zahtiva se. Pro vétsi sily neni odezva linedrni, pro mensi sily je odezva mala a tézko rozlisi-
telna od Sumu. Proto musime provést nékolik simulaci pro rizné hodnoty termodynamické
sily a extrapolovat k nule.

Postupy EMD si probereme na piikladu difuze.

7.5.1 Prvni Ficktv zikon

Predstavte si, ze nalijete do sklenice sirup a opatrné prevrstvite vodou. I kdyz vodu se siru-
pem nezamichate, casem dostanete homogenni smés — sladkou obarvenou vodu. Pfi¢inou
je difuze, ¢ili pohyb molekul z mista s nizsi koncentraci do mista s vyssi koncentraci.

Rychlost difuze popiseme vektorem J:, ktery vyjadiuje mnozstvi latky, které protece
jednotkovou plochou (kolmo ke sméru vektoru) za jednotku ¢asu. Pokud mnozstvi latky
vyjadifme v molech, bude jednotkou toku v SI molm~2s~! a koncentrace molm™3; pro
hmotnostni vyjadieni jsou jednotky kgm=2s! a kgm™3.

Pri¢inou difuzniho toku je gradient koncentrace, ktery zapisujeme riznymi symboly

Ce — orade = (2L 9 9N, _ (9 9 da
T8 Y\ ox' oy 0z) 1 \ oz Oy’ 0z

(V se nazyva ,nabla“). Gradient koncentrace je vektor, ktery mifi ve sméru zvySovani
koncentrace a jehoz velikost je imérnd tomu, jak rychle se koncentrace se vzdalenosti
zvysuje.

Tok .J; latky ¢ je v nejjednodussim piipadé tmeérny gradientu koncentrace,

—

Veli¢ina D se nazyva koeficient difuze (té7 difuzivita). Jeji jednotka je m?s~1, af pouzivame
jednotky zalozené na latkovém mnozstvi nebo hmotnosti.

Priklad. Trubice tvaru U délky [ = 20 cm a priifezu A = 0.3 cm? m4 na obou koncich fritu. Jeden
konec je ponotfen v Coca-Cole (11 hm.% cukru) a druhy v ¢sté vodé. Kolik cukru prodifunduje
za den? Daacharoza(25°C) = 5.2x 107 % ecm?s7 1.

Regeni. 110 g cukru v litru odpovida hmotnostni koncentraci ¢,, = 110gdm™3 = 110 kgm 5.
Gradient koncentrace je gradec, = c,/l = 550kgm™*. Difuzivitu pfevedeme na SI: D =
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52x10 % cm?s™! = 5.2x10™ 10m s71. Tok je tedy J = Dgradc, = 2.86x10 "kgm 25 L.
Po znasobeni plochou A =0.3cm? a ¢asem 1 den vyjde mnoZstvi cukru jako

m = JAt =2.86x10 "kgm 257! x 0.3x10"*m? x 24 x 60?s = 7.4x 10" "kg = 0.74 mg

7.5.2 Einsteinova—Smoluchowského rovnice

Zkusme se na empiricky prvni Fickiv zakon podivat z hlediska termodynamické sily a
molekul. Tok latky je dan stifedni rychlosti molekul ;:

Ji = Ui

Termodynamicks sila je gradientem chemického potencialu’:

T -
)— he Ve,

NA C;

Fi=-V (
kde jsme pouzili vztah pro idealnf roztok, u; = u + RTIn(¢;/¢), a VIne = (1/¢:)Ve
(derivace slozené funkce).

Pohybuje-li se molekula rychlosti #;, pisobi na ni sila odporu prost¥edi (pfiblizné&)
umérnd rychlosti:

Fien =\,

kde A; je koeficient t¥eni. V ustaleném stavu jsou obé sily v rovnovaze,

B J; kpT =
FEr+ Fi=0 tj. \i=X\" =———V¢
C; &

Odvodili jsme prvni Fickav zakon, jen konstantu nazyvame jinak. Porovnanim s Fickovym
zakonem ve tvaru J; = —D;V¢; dostaneme hledany vztah mezi (makroskopickou) difu-
zivitou a (mikroskopickym) koeficientem t¥eni molekuly v prostiedi, tzv. Einsteinovu
rovnici (té7 Einsteinovu—Smoluchowského):

kgT
Ai

Di:

Pro velké kulovité molekuly o poloméru R; v kapaliné o viskozité n plati Stokesuv vzorec
pro koeficient tfeni, \; = 67nR;, a proto F; = 6mnR;v;, a Einsteinova rovnice piejde na
Einsteinovu—Stokesovu rovnici
_ ksT
o 67T7]RZ

Pro malé molekuly plati jen fadové, protoze kapalina neni v tomto rozliSeni kontinuum a
molekula nemusi byt kulata, piesnéjsi je tato rovnice pro vétsi kulovité koloidni ¢astice.

"Pamatuj: rozdil chemickych potenciili = reverzibilni prace, kterou ¢astice vykona pi¥i pohybu z jed-
noho mista do druhého
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4‘ J(+dx)-dydz
1

Obrazek 7.8: Ploskou dydz protece do krychlicky zespoda
Jz(x)dydz latky za jednotku ¢asu, horem odtece J,(z + dx)dydz. A
Rozdil Jy(z + dz)dydz — J,(x)dydz = (0J;/0zr)dzdydz '

J, (x)-dydz

Priiklad. Odhadnéte velikost molekuly sacharozy. Viskozita vody je
0.891x103m~tkgs~! pii 25°C.
Regeni. Obracenim Einsteinovy-Stokesovy rovnice dostaneme

R KT 1.38x 10723 JK~! x 298 K
L 6mnD; T 61 x 0.891x 1073 m_lkgs—1 % 5.9%10~9m2g

— = 0.47nm

7.5.3 Druhy Ficktv zakon

Uvazujme krychlicku dz x dy x dz. Tok ploskou dydz v poloze x (viz obr. 7.8) je malinko
jiny nez v poloze xz+dx, to samé plati pro ostatni dva sméry. Po secteni dostaneme zménu
latkového mnozstvi za jednotku ¢asu (rovnici kontinuity)

dn 0.J, dJ, d.J, ?c ¢ %
T < pe ) dxdydz+ (8_3/) drdydz+ (g) dxdydz = —D {@ + 8_y2 + 9.2 dxdydz

Protoze n/(dzdydz) = ¢, dostaneme tzv. druhy Fickav zakon

aCi
ot

kde A=V -V = 8‘9—;2 + ;—;2 + % se nazyva Laplacetv operator. Matematici znaji tento
typ rovnice pod terminem rovnice pro vedeni tepla (protoze teplo se §ifi podle stejné
rovnice).

7.5.4 Einsteintiv vztah

Sledujme nyni trajektorii jedné ¢astice béhem urcéitého ¢asu, viz obr. 7.9. Predstavme
si, Ze ten samy experiment provedeme mnohokrat a vzdy zaznamename koncovy bod.
Dostaneme ,mrak® bodi. Muzeme se ptat, jak jsou tyto body rozlozeny, neboli jaka je
hustota pravdépodobnosti, Ze se za dany cas ¢éstice dostane do daného mista. Hustota
pravdépodobnosti je ale (skoro) to samé co koncentrace, plati tedy pro ni rovnice vedeni
tepla (7.7) s tim, Ze v pocatetnim case je ¢astice se 100% pravdépodobnosti v pocatku;
je tedy popsana ,funkci“ (presnéji distribuci), jejiz integral je jednicka, je nekone¢no
v pocatku a nula jinde. Takové ,funkci® se fika Diracova delta-funkce. Snadno se primym
derivovanim ovéri, ze

2
ID: c(z,t) = (4nDt) " exp [ ———
cant) = (4D exp
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Obrazek 7.9: Browntv pohyb. Vlevo: tii trajektorie zainajici v bodé (0,0); koncové body
jsou vyznaceny zelenym koleckem. Uprostied: koncové body 10000 trajektorii; Vpravo: zavislost
koncentrace v ose x na ¢ase (¢(0,0) = oo) resp. pravdépodobnosti vyskytu (&astice je v pocatku
pro t =0)

fesi (7.7) v jedné dimenzi a

12
3D: o(F,t) = (4rDt)~*> N
(0) = (ax D0 exp (1

ve tiech dimenzich. Tyto funkce jsou normalizované (pro kazdé t); napi. v 1D:

/00 c(x,t)de =1

K ovéfen{ potiebujete znat vzorecek (Gaussiv integral) [°7 exp(—z?)dz = /2, po sub-
stituci [*°_exp(—Az?) dz = (m/A)"/%. Pak také snadno vypottete

1D: (2%) = /m%(x,t)dx =2Dt, 3D: (r)Y? = V6Dt (7.8)

Tento vysledek je vyznamny. Znamend, o kolik se v pruméru (lépe feceno , kvadratickém
praméru®) posune difundujici ¢astice za Cas t. Za ¢tyinasobek Casu nalezneme Castici
v priméru dvakrat tak daleko.

Foznémka. Tento vysledek lze ovéfit i pomoci modelu ndhodné prochézky. Predpokla-
dejme jen jednu dimenzi (osu z). Necht se za jisty Casovy krok h ¢astice posune ndhodné
(v disledku nahodnych narazi ostatnich molekul) o Az = +(2D)"/? (s pravdépodobnosti
1/2) a o Az = —(2D)? (s pravdépodobnosti 1/2). Z tzv. centralni limitn{ véty znamé
z matematické statistiky plyne, Ze po mnoha krocich dostanu to samé Gaussovo rozlozeni
c(z,t) jako vySe. Pro uvedené pravdépodobnosti pohybu doleva a doprava dostaneme, Ze
za Cas 2h se Castice posune o —2Azx s pravdépodobnosti 1/4, o 0 s pravdépodobnosti 1/2
(muZe se vratit zprava i zleva) a o 2Ax s pravdépodobnosti 1/4. Obecné ji v ¢ase nh najdeme
v poloze (n — 2k)Az, k € {0,...,n}, s pravdépodobnosti (})27". Po trofe matematiky do-
staneme v limité n — oo opét Gaussovo rozlozeni. _I

Vzorec (7.8) je vhodny k pfimému vypoctu difuzivity v simulacich. Provedeme jesté
primérovani pies vSechny Castice (necht je jich N stejného druhu) a spo¢teme veli¢inu

1

MSD(t) = — > 7 (0) — F(t))? (7.9)

=1
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Obrazek 7.10: Vlevo: stiedn{ kvadratické posunuti MSD pro oba ionty v taveniné NaCl; Vpravo:
veli¢ina MSCD pro urceni vodivosti a soucet pFispévki na zékladé Kohlrauschova zakona (vodi-
vosti ziskam z difuzivit a jako nezévislé sectu)

.....

piipadné ji jesté zpramérujeme pies nékolik simulaci (¢i bloka vybranych z jedné simu-
lace). Veli¢inu vyneseme do grafu, obr. 7.10; difuzivita je smérnice linearni ¢asti kiivky
(po vynechani prechodovych jevii na zacatku).

Foznémka. Analogicky vztah existuje pro iontovou vodivost. Misto jednotlivych poloh
Gastic ale musime uvazovat polohy vazené naboji,

MSCD(t) = é {Z q[7i(t) — E(O)]} (7.10)

Smérnice kiivky je rovna kgTVk, kde £ je mérné vodivost. Zde je soucet pres ionty unvitf
druhé mocniny, protoze vodivost je funkci celé simula¢ni buiiky, nikoliv jedné ¢astice. Mu-
sime tedy prumérovat pfes nékolik simulaci (blokd), protoze bychom neméli dostatecnou
statistiku. J

7.5.5 Greenovy—Kubovy vzorce

Existuje jesté jeden piistup, tzv. Greenovy—Kubovy vzorce. Zpravidla se odvozuji na
zakladé predstavy malé poruchy, kterd ovliviiuje systém vyvijejici se v case. Napf. pro
vysvétleni difuze se uvazuje malé sila ptsobici na ¢astici a zapnutd v ur¢itém case, pro
vodivost zapnu elektrické pole ap. Matematickym zpracovanim v ramci tzv. teorie linearni
odezvy (ktera lezi mimo rozsah téchto skript) pro difuzi vyjde

D=1 / " 5(0) - R ()t (7.11)

D4 se ukézat, ze vzorce (7.11) a (7.9) jsou ekvivalentni.
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Foznémka. Zkusme to pro jednu soutfadnici. Integral totiz snadno vypocteme:

t

D = lim /0/<3L°(O):'c(t’)>dt’ = lim [(2(0)z(t"))],

t—o0 t—o0

Z davodu ¢asové symetrie pohybovych rovnic muZzeme provést transformaci ¢ — —¢ (zna-
ménko zméni také derivace: ©(0) — —i(0))

a posunout Cas o t:

(=@(0)x(—t)+(0)2(0)) = (~a(t)a(0)+i(t)z(t)) = (@(t)[z(t) —=(0)]) = 5 — ([=(t) —2(0)]*)

coz jsme méli dokazat. J

Véc v integralu (7.11) se po normalizaci nazyva rychlostni autokorela¢ni funkce a je
zajimava sama o sobé:

M4 nésledujici vlastnosti:

e Je suda (symetrickd v ¢ase), ¢,(t) = ¢,(—t). To vyplyva ze symetrie pohybovych
rovnic.

e Plati ¢,(0) = 0 (te¢na v poc¢atku je rovnobézna s osou z). To je primym disledkem
predchoziho tvrzeni a existence derivaci.

e Pro kratké ¢asy je blizka 1, protoze Castice za kratky ¢as nesta¢i zmeénit (pisobenim
ostatnich ¢astic) smér letu.

e Po jisté dobé prekmitne do zapornych hodnot. To je dusledkem odrazu ¢astice od
ostatnich. Odraz vSak neni dokonaly, protoze ostatni ¢astice se ndhodné pohybuji,
a proto hodnota nedosahuje —1.

e Plati lim; ., ¢,(t) = 0, tj. po dlouhé dobé ¢astice zapomene, jakym smérem letéla
v case t = 0.

Pamatujte

Vnitini energii v simulacich ziskdm jako soucet stfedni potencialni a kinetické energie. Tlak
je odpovéd systému na zménu objemu, bud ji provedu virtualné a tlak vypoétu numerickou
derivaci, nebo pouziji vzorec s virialem sil.

Veliciny jako entropie, chemicky potencial, Gibbsova energie nelze spocitat pfimo ze sou-
fadnic. Chemicky potencial |ze spocitat ze stfedni hodnoty Boltzmannova faktoru energie
vlozeni castice (Widomova metoda). Volnou energii® mohu podobné jako v termodynamice
pocitat metodou termodynamické integrace pres teplotu, objem i umély zapojovaci parametr.
Protoze volna energie je dana reverzibilni praci, mohu ji ziskat integraci sily.

Radialni distribucni funkce (RDF) vyjadfuje pravdépodobnost nalezeni atomu v jisté vzda-
lenosti od jiného atomu normovanou tak, ze RDF nekorelovanych &astic (idealniho plynu) je
jedna. Lze ji pfimo pocitat v simulacich. Analyzou difrakénich obrazcti dostanu RDF z experi-
mentu.

8V chemii terminem ,,volna energie” rozumime podle podminek Helmholtzovu nebo Gibbsovu energii
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Obrazek 7.11: Rychlostni autokorela¢ni funkce kapalného argonu: teplota 150 K, hustota
1344kgm™3, teplota 120 K, hustota 1680 kgm™. Vysledky trajektorie dlouhé 100 ps pro 216
Lennard-Jonesovych ¢astic

Kazda velicina vypoctena v simulacich je odhadem zatizenym statistickou chybou (nejisto-
tou). Chyby odhaduji metodou, ktera bere v ivahu Casové korelace namérenych hodnot, napf.
tim, Ze data zblokuji a bloky jiz povazuji za nezavislé.

Kinetické veli¢iny stanovuji bud metodou nerovnovazné MD (NEMD), ktera odpovida
realnému experimentu (napf. koeficient tepelné vodivosti tak, ze udrzuji €ast simulacni bunky
teplejsi a Cast chladnéjsi), nebo rovnovaznymi metodami (provedu jednu rovnovaznou simulaci
a pouziji vzorce odvozené v teorii linearni odezvy, napf. Greenovy—Kubovy; napf. z rychlostni
autokorelacni funkce lze ziskat difuzivitu).
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Optimalizace

Casto potiebujeme v ruznych oblastech védy a techniky stanovit extrém (feknéme, Ze
minimum) slozité funkce.

Jako prvni piiklad uvedme tzv. ,linearni programovani“. To je urceni extrému line-
arni funkce mnoha proménnych za predpokladu platnosti linearnich podminek (rovnosti
a nerovnosti). Pro tuto tlohu existuji deterministické algoritmy. Ulohy linearniho progra-
movani se vyskytuji napt. v ekonomii (planovani).

Ve védé a technice byvaji tlohy nelinearni, ¢asto ale popsané realnymi ¢isly. Ukolem
je pak najit minimum realné funkce mnoha (redlnych) proménnych. Piikladem je mini-
malizace sou¢tu ¢tvercu pii fitovani, minimalizace Gibbsovy energie (vypocet rovnovahy)
pro soustavu mnoha chemickych reakci, minimalizace energie v kvantové teorii. Takové
funkce jste studovali v matematice a umite urc¢it podminku minima pomoci parcianich
derivaci. Numericky pro minimalizaci bud pouzijeme Newtonovu metodu (asi ji znate
pro funkci jedné proménné, ale lze ji rozsitit pro vice proménnych), piipadné jednodussi
(pomalejsi ale robustnéjsi) metodu nejvétsiho spadu (tak te¢e voda do udoli; steepest
descent, greedy). Potizi byva obcas tvar takové funkce — dlouha udoli (nap¥. v piipadé
Spatné podminéné sady parametri u metody nejmensgich ¢tverci). Pak pomiZe metoda
konjugovanych gradientii, piipadné algoritmus améba'. Vechny tyto algoritmy jsou de-
terministické (nepouzivaji ndhodné ¢isla).

Obvykly zlozvyk velmi slozitych funkci byva, ze maji mnoho lokalnich minim. Vyse
uvedené deterministické metody mohou skoncit v nékterém z nich, zatimco my méame
zéjem o nejhlubsi (globalni) nebo alespoii velmi dobré minimum. Pfikladem takové tlohy
je najit minimum potencialni (pfip. Gibbsovy) energie molekuly, nap¥. proteinu (problém
sbalovani proteint, protein folding).

Nemusime se omezovat na spojity prostor proménnych. Mnoho optimaliza¢nich tdloh
v technice a ekonomii vede k problémim s mnoha minimy. Uvazujme napi. problém
obchodniho cestujiciho (traveling salesman). V ném ma cestujici za tikol objet N mést (se
znamymi vzdéalenostmi) tak, aby se vratil zpatky a ujel co nejméné (je to zaroven piiklad
problému, kdy argumenty funkce k minimalizaci nejsou realna ¢isla). Obdobného druhu
je problém naskladani riznych krabic do kontejnert dané velikosti a tvaru tak, aby zbylo
co nejméné nevyuzitého mista (spotfebovalo se co nejméné kontejneri).

Oba typy problémi jsou ,tézké“ v tom smyslu, Ze k iplnému feSeni problému velikosti

!Nelderav-Meadv simplexovy algoritmus

87
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Obréazek 8.1: Problém obchodniho cestujiciho (200 mést ndhodné v jednotkovém ¢tverci) Te-
Seny ,greedy” metodou ( ), délka trasy lpmim = 12.276) a simulovanym zfhanim (------- ),
Imin = 11.084). Simulace za¢inaji z ndhodného pofadi mést, elementarnim pohybem je v obou
piipadech zdména dvou ndhodné vybranych cest; v ,,greedy“ metodé je kratsi cesta vzdy pfijata,
v simulovaném zihani je pouzit Metropolisiv algoritmus pii snizujici se ,teploté”

N (N mést, N atomu v molekule) potfebujeme mnozstvi operaci zavisejici exponencialné
na N. Totéz plati pro piesné feseni Schrodingerovy rovnice pro N elektroni.

8.1 Simulované zihani

Metoda simulovaného zihani (simulated annealing) odpovida procesu, pii kterém se v me-
talurgii odstranuje pnuti v (zakaleném) kovu ohfatim na urcitou teplotu a pak ochlazenim.
V simulovaném zthani molekulu, jejiZz minimum energie chceme spocitat, ohfejeme a pak
pomalu ochlazujeme, piipadné provadime nékolik takovych cykli. Pii pomalém ochla-
zovani maji atomy Sanci vyskocit z lokadlnich minim a skon¢it ve vyhodnéjsich hlubgich
minimech. MuZzeme pouzit jak molekulovou dynamiku, tak Monte Carlo. Pokud fesime
nemolekularni dlohu, prohldsime minimalizovanou funkci za energii a pfiddme parametr
s vyznamem teplota. Simulac¢ni metodou bude zpravidla Metropolisovo Monte Carlo. Na-
programovat takovy algoritmus je obvykle jednoduché, vysledky jsou v mnoha piipadech
vyhovujici a mnohem lepsi, nez pii pouziti metody nejvétsiho spadu.

8.2 Parallel tempering (replica exchange)

V této metodé jde o rychlejsi pfekonavani bariér, 1ze ji vSak vyuzit i pfi minimalizaci.
Simulujeme nékolik replik téhoz systému pro fadu teplot. Obcas dvé sousedni repliky
prohodime s tim, Ze kritérium pfijeti zmény je podobné Metropolisovu algoritmu. Systém
pii nizké teploté by se mohl usadit v okoli lokadlnich minim. P#i pouziti této metody mé
vétsi Sanci se dostat z jednoho minima do druhého prostiednitvim replik o vyssi teploté.
Dalsi vyhodou muze byt, ze ziskame vlastnosti systému pro rfadu teplot.
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8.3 Genetické algoritmy

Genetické algoritmy patiici pod 8irsi skupinu evolu¢nich algoritmu vyuzivaji procesu pii-
zihani uvazuji celou ,populaci“. Konfiguraci popisuji sadou ¢isel nazyvanych ,,genom“
nebo ,jedinec”. Funkce k optimalizaci se zde nazyva ,fitness“ nebo ,zdatnost (az na
znaménko — zde maximalizujeme fitness). S genomem provadim nékolik operaci:

1. Narozeni nového jedince pohlavnim rozmnoZovanim. Vyberu (zpravidla) ndhodné
(zpravidla) dva jedince a zkombinuji jejich genomy tak, ze (zpravidla) ndhodné
vyberu paralelni bloky z obou a spojim je (crossover).

2. Partenogenetické rozmnozovani s ndhodnou mutaci.

3. Selekce: nejhorsi jedince vytradim.

Bod 1 provadim castéji nez bod 2. Selekci provadim tak, abych mél v kazdém okamziku
dost relativné zdatnych jedinci.

Ma-li funkce k optimalizaci redlné nebo celociselné argumenty, je ziejmé, zZe pouziti
bézné zapsanych ¢isel v genomu je nevhodné, protoze zména jednoho bitu nebo rozseknuti
pii crossoveru maji jiny ac¢inek podle mista v redlném cisle. Proto se pouziva tzv. Greyovo
kédovani, které ma tu vlastnost, ze dvé piirozena c¢isla lisici se o jednicku se lisi prave
v jednom bitu.
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Priloha A
Dodatky

A.1 Stirlingtiv vzorec

Stirlinguv vzorec aproximuje logaritmus faktorialu vztahem
InN!'~NInN — N

Odvodime ho tak, Ze napiSeme

N
In N! = Zlnz’
=1

a sumu nahradime integralem, ktery vypo¢teme metodou integrace po ¢astech (per partes)
N N
Zlni = / In x dg P B2 [:L‘lnx — m}év =NInN - N
i=1 0

Tato aproximace nam stac¢i. Pro zvédavce uvadim nékolik ¢lenti asymptotického rozvoje

1 1

In N!*2P" NIn N — N + In V27N _
n t TIMVETN F O8N T 360N T 12600
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