simul/bias2d.sh 1/23

Nahodna cisla v algoritmech 505/3

@ Deterministicky algoritmus = posloupnost operaci davajici spravnou odpovéd’ nebo oznamu-
jici nedspech.

Priklad: inverze matice Gaussovou—Jordanovou eliminaci s vybérem hlavniho prvku (pivoting).

@ Monte Carlo algoritmus = procedura pouzivajici (pseudo)ndhodné ¢isla k ziskani vysledku,
ktery je spravny s urcCitou pravdépodobnosti; typicky numericky vysledek zatizeny nahodnou
(stochastickou) chybou.

Priklad: Vypocet vnitfni energie, (Ekin + Epot), Vv MD simulaci v NVT souboru

@ Las Vegas algoritmus pouzivd ndhodna Cisla k ziskani deterministického vysledku.
Priklad: inverze matice Gaussovou-Jordanovou eliminaci s tim, ze k vybéru dostatecnée velkého
hlavniho prvku se pouzivaji ndhodna ¢isla, napf. vybérem z tabulky dost velkych kandidatd.

Priklad generatoru pseudonahodnych cisel +
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Monte Carlo integrace (naivni Monte Carlo) s05/3

Priklad: Vypocet Cisla m

INTEGER n celkovy pocet bodi
INTEGER 1

INTEGER nu pocet bodu v kruhu
REAL x,y souradnice bodu ve Ctverci
REAL rnd(-1,1) funkce vracejici nahodné ¢islo v intervalu (—1, 1)

nu := 0
FOR 1 := 1 TO n DO
x := rnd(-1,1)
y := rnd(-1,1)
IF x*x+y*xy < 1 THEN nu := nu + 1

PRINT "pi=", 4*nu/n plocha cCtverce =4

PRINT "chyba=", 4*xsqrt((1-nu/n)*(nu/n)/(n-1))
Téz “random shooting”. Obecne:

1ol &

ff(xl,...,xD)dxl...de Zf( 9 x99y

kde (x(lk),. ( )) je nahodny vektor z oblasti Q
(1Q| = plocha objem : vypocet m: Q= (—1,1)?, |Q| =



start movies/BuffonAnimaceMasek.mp4 3/23

Cviceni | - Buffonova jehla <05/3
Méejme linkovany papir s linkami vzdalenymi d. Pravdépodobnost, ze nahodné hozena ]
jehla délky [, [ < d, protne linku, je p =2l/ntd N
[Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon, 1707-1788] — |
Dukaz:
<
Lcost o
l 2 definice: symbol (a < b)
2 dava 1, pokud nerovnost
0 0 x2 plati, jinak O (lversonova
zavorka)
1 a/2 dz 1/2 [ 1 1 /2 | 21
p=—- — d9(2<—cose)= f —C0s0d0 = —
d/2 Jo m/2 ) 2 d/2m/2 Jg 2 nd
Pouziti (6p je standardni chyba p) rel. chyba
/
21 n 1— 216
Ta - kde p= protne’ 5pz¢p( P)’ 51_[=__P
pd Ncelkem n—1 pd p

Podekovani: animace Bc. Martin Masek (2024) for me: grid: pic/buffon-grid.pdf and buffon.sh
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Cviceni Il + 053

Lehci. Vypoctéte Monte Carlo integraci

1
f :,
x>0,y>0,z>0,x+y+z<1 [T — ol
kderfp=(1,1,1)
©T'8¢LCCSCT 0

Tézsi. Vypoctéte Monte Carlo integraci druhy viridlovy koeficient B> Lennard-Jonesova diatomiku
(e/kgT =1, 0 =1) pro vazebnou délku L = 0.

1 u _dwi dw>
B> =——J [exp(——)— 1]dr
2 kgl AT 4m

u=uy(|ria—r2al) + uy(lria—r2gl) + uy(|ris — r2al) + uy(|F18 — r281)

Rady:

—dFf — 4mnrédr

- substituce r =1/w—1 (MC [ bude pfes w € (0, 1))
—dw;=dcosB;dg¢; (cosb;e(—1,1), ¢, (0, 2m))
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Importance sampling s05/3

,vzorkovani podle dllezitosti*

K . —BUFY) (=N
_.e kF(FY)
2ik=1 PN = ndhodny vektor rovnomérné v prostoru (naivni MC)
5 o= BUY) :

()

1 K
E Zf(FN'(k)) PN.(K) = ndhodny vektor s pravdépodobnosti tmérnou e —BU(F)

MetropolisGv algoritmus: generujeme postupné PN.(k+1) z pN. (k)

e — o

naive MC Importance sampling



Metropolisova metoda (intuitivne) 6/23

s05/3
@ Vybereme ¢astici, { (napr. ndhodné)
@ Zkusime s ni ndhodné hybnout, napf.:
xfkus = X+ U(—d.d) nebo na/v kouli,
inkus = yi+Udd) Gaussovsky,. . .
Zl_zkus = Zj+ U(—d,d)
tak, ze pravdepodobnost opacného pohybu je stejna paKus
@ Spolteme zménu potencidlni energie, AU = UZKUs — \,-_.l_
@ Je-li AU <0, zménu prijmeme
Je-li AU > 0, zménu prijmeme s pravdepodobnosti exp(—BAU), jinak odmitneme
Nebot’' pak pro pomér pravdépodobnosti plati: AU >0
U y UZkU.S
7 7 zkus I’IEKdy
nova :stara=p : p = exp(—BAU) >

e—AU/kBT <1
(porovname pohyby tam a zpatky: vzdy pohyb zmensujici U :

ma pravdépodobnost 1 a opacny pohyb Boltzmannovu) - vzfy
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Trocha teorie: nahodne veliciny s05/3

Nahodna velicina S nabyva hodnoty z {A;}, i=1,... M.
Dany jsou pravdepodobnosti m(A;) = ;.
Normalizace: };;mi=1

Markovilv retézec je posloupnost SK), k = 1,...,c0 takovd, ze Skt1) zavisi jen na S, {j.
matematicky:

n(k+ 1) _

M
: ank) Wi,; vektorové: atk+1) = g(k) . w

=1
Normalizace:

M
Z Wi_j=1 provsechna i
j=1



xoctave ../octave/markov.m MARKOV 8/23

Priklad

v v o ., (1. funguje
PocCitacova sit': .
2. nefunguje

Kdyz funguje: spadne s 10% pravdepodobnosti
(nasledujici den nefunguje)
Kdyz nefunguje: spravi ji s 30% pravdepodobnosti
(nasledujici den funguje)

0.9 0.1
W =
(0.3 0.7)

iMgooom®) = (0.75, 0.25)

2000
X_
( 500 )

2000 funguje

Vyadelek: {500 nefunguje

Primérny vydélek = > miX;=m-X = 1625

for me: xoctave waits 3 s to switch desktop

s05/3
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Detailni rovnovaha a mikroreversibilita

s05/3
exp[—BU(A{)] W = stochastickd matice,
Zj exp[—BU(A))] matice prechodu, pravdeé-
podobnostni matice, Mar-
kovova matice. ..

Hledam W, aby r; =

Podminky: Wi-j=0 provsechnaij=1,...,M
M
ZWi—>j= 1 provsechnai=1,...,M
j=1

n-W=mn nekdy ,detailni rovnovaha”

i

mikroskopicka reverzibilita

PR TIRE (detailni rovnovéha)

Jestlize

@ vsechny stavy jsou dosazitelné z libovolného stavu v kone¢ném cCase s nenulovou pravdépo-
dobnosti a

@ Z4dny stav neni periodicky,

pak se mnozina stavl nazyva ergodicka a pro libovolné pocatecni rozlozeni pravdépodobnosti
n(1) existuje limita m = limy_, o 1K)



Metropolisova metoda (vedecky)

Jedno z mnoha reseni (Metropolis):

VVF1/=={

Ekvivalentni zapis:

(

\

xjmsj pro i #ja mj > m;
Wi C o

xjsj— proi#jam<m
Tt

1— Z Wik proi=j
k, ki

nj

W= ajjmin {1, —} pPro i #j

T

kde matice a;_j = aj_.; popisuje zkusebni zmenu konfigurace

. algoritmus jsme jiz popsali

10/23
s05/3



Algoritmus - detaily iés/sig

@ Zvolime c¢astici, kterou se bude hybat, mfizkovy bod, ...
@ AZKus .= AK) 4 7m&nime ndhodné polohu (spin) vybrané &astice

@ AU = uazkusy — yak)y = yzkus _ y(k)

@ Konfiguraci pfijmeme (A(k+1) .= azkus) g hraydépodobnosti min{1, e PAU} v opaéném pfipadé
odmitneme:

Varianta 1 Varianta 2 Varianta 3
u:=uc,1) u:=uc,1) IF AU <O
IF u<min{l, e PAU} | IF y < e~ BAU THEN A(k+1) .= azkus
THEN A(k+1) .= azkus | THEN A(k+1) .= AZkus | F| SE
ELSE Alk+1) .= A(K) | E| SE Alk+1) .= A(K) u:=ug,1)

IF u < e PAU

THEN Alk+1) .= pzkus
ELSE Alk+1) = A(K)

@ Kk :=k+ 1 a opakujeme od zacatku



L start z-vitezneho-oblouku.mov 15 /53
Volba castice 505/3

@ V cyklu - pozor na reverzibilitu!
Odstrasujici priklady poruseni mikroreverzibility:
— Stridani pohybU u ternarni smési ze slozek A, B, C systematicky v poradi: A-B-C-A-B-C- ---
— Stridani: pohyb molekuly A - pohyb molekuly B — zména objemu - atd.

@ Nihodné

Chaos je lepsi nez Spatné rizeni
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Metoda tepelné lazné T s05/3

vhodna pro mrizkové modely:
exp(—pU;))
> exp(—BpUK)

Ak€Cpart

Wi-j= pro A;, Aj € Cpart

@ W, nezavisi na i

@ interpretace: i ziskd hodnotu po termalizaci
za daného okoli

@ vyberu (zpravidla jeden) spin,

mnozina jeho stavl je Cpart

@ zvolim novy podle Boltzmannovy
pravdepodobnosti, kterd zavisi na okoli

A R A R
2 R R AMNANY
NN
P s N R 2 AN P
A nuRARNE
PN

@ vsechny potfebné hodnoty W;_,;

(resp. vhodnou kumulativni distribucni funkci)
mam predem tabelovanu pro vsechna okoli



14/23

Zlomek prijatych konfiguraci (acceptance ratio) $05/3

pocet prijatych konfiguraci

pocCet vSech konfiguraci

Z4visi na délce kroku. Optimum zavisi na systému, mérené veli¢ing, algoritmu. Casto 0.3 je dobra
volba. Vyjimky: ridké systémy. ..

x=0.3
0.020 | | 0.020 |
° °® lo
0.015 |- . 0.015 |-
° ° °
Op ° °
°®
o0 o0
° o
0.005 L L 0.005 L

0 01 02 03 04 05 06 0.7

d

L) (redukované jednotky): T=1.2, 0=0.8

0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 0.8

X
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Cviceni s05/3

@ Naprogramujte Metropolistv algoritmus pro pohyb jedné molekuly dusiku v homogennim tiho-
vém poli. Zvolte konstantni teplotu T = 300 K. Jaky je tlak ve vysce 8850 m, je-li u more 1 bar?
Stanovte také zlomek prijatych konfiguraci.

00 proz<0

mgz proz>0’ kde z je jeji nadmorska vyska

— potencial molekuly je u(z) = {

— zkudebni pohyb pouzijte tvaru z2KUs = z + Azuj_1 17

—vhodné Az je asi 30 km (viz nize)

— na zacatku dejte molekulu do vysky z= 0 a proved'te aspon 20 kroku , michani*
— méfte aspon 10000 krokd

— stanovte pocet pripadu, kdy byla molekula ve vysce v intervalech [0,100) a [8850,8950)

: #([8850,8950
- tlak je pmore (E#([O,100)) ) 1eq LL€0

@ Stanovte optimalni velikost zkusebniho posunuti Az (resp. zlomku pfijatych konfiguraci x) vzhle-
dem k veliCiné stredni vyska molekuly (z). Tedy zvolte nékolik hodnot Az (tfreba 5, 10, 20, 30,
50, 100 km) a stanovte (z) v¢etné odhadu chyby o(z), napf. blokovou metodou (napt. 100 blokU

po 100 MC krocich). Nakreslete graf zavislosti o(z) na Az resp. x. €0 =X ‘W OE "eI2



) simul/ibm.sh 10000 16/23
(Pseudo)nahodna cisla s05/3

ri=F(ri-1,ri—2,...,ri—m)
Pozadavky:
@ perioda generatoru (nejmensi &islo p takové, Ze ri;p = r;) je co nejdelsi;

- rozdélenl’ rl- je (v daném intervalu) rovnomérné,

vV V/

@ (r, riz1), trojice (r;, rix1, ri+2), atd. jsou nekorelované;

@ to samé plati pro ,vSechny“ funkce fi: pary (fo(ri), f1(ri=1)). trojice (fo(ri), fi(rix1). f2(rix2)),
atd. jsou nekorelované;

@ vypocet je rychly.
Historicky ptiklad $patného generatoru od IBM: K(210 + 3, 231)
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Generatory s posuvnym registrem s05/3

feedback shift-register

R(A,B,C,...): ri=ri—ap®rig®ri—c®o...,
® = sCitanimodulo2 = XOR: 060=191=0, 160=001=1
Max. mozné perioda je 2Max(A.B...) _1

Generujeme slovo (32 nebo 64 bitd) najednou
Napr. R(108, 250) , R(471, 1586, 6988, 9689)

Priklad. R(5, 2):

1 krok:
54321
110110 1e1=0

vice kroku:
110110001111100110100100001010111011...

zde perioda = 2° — 1 = 31 (maximalni)
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Generatory s posuvnym registrem * 05,3

Algoritmus:

CONST A=103

CONST B=205

CONST M=255 kde M je nejmensi &islo tvaru 2K — 1 takové, 2e B< M

INTEGER n nezaporné celé cislo

INTEGER r[0..M] pole, naplnéno predem nahodnymi &isly libovolného plvodu

jeden krok generujici nahodné cislo (vsechny bity):

n := n+l

r(n and M] := r[(n-A) and M] xor r[(n-B) and M]
kde and a xor pracuji po bitech

RETURN r[n and M]

Kod je zvlaste jednoduchy jako C/C++ makro:

#define rnd (++n, r[n&M] = r[(n-A)&M] =~ r[(n-B)&M])

ooooooooooooooooooooooooooooooo

Vyhody: rychlé, matematicka teorie pro periodu i korelace
Nevyhody: neprojde nekterymi testy, napr. nahodna prochdzka —» — —

Naprava:
— kombinace dvou (stale rychly)
— Mersenne twister (velmi kvalitni, popularni)




v ; simul/kongr.sh 19/23
Kongruencni generatory s05/3

K(C,M): ri=Cri.1y modM
kde A mod B je zbytek po déleni Cisla A Cislem B
K(57,232): perioda 232/8
K(7°,231—1): perioda 231 -2

Priklad. K(5, 31):
17182145428108252016199171821454281082520161991718...

Omezeni korelaci - kombinace dvou generatoru

Deklarujeme tabulku a naplnime ji nahodnymi Cisly pomoci generatoru C. 1
@ vezmeme ndhodné zvolené (index = ndhodné ¢&islo podle generéatoru &. 2) ¢islo z tabulky

@ .pouzité” ¢islo nahradime novym ndhodnym (podle generatoru ¢. 1)
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Jina rozdeleni (rozlozeni) s05/3

Obvykle je v knihovnach k dispozici nahodné cislo rnd(), rand(), random() rovhomerné rozdelené
v (0, 1) (nebo [0, 1) nebo [0, 1] - pozor!). Oznacime ho u(g,1), distribucni funkce je:

(1, xe(0,1)
009=1{5 g0
Cislo rovnomérné rozdélené v intervalu (a, b) je

Ug,p)=a+ (b—a)u(,1)-

Obecne: aplikace funkce f(u) na ucp,1) —

p()= >

x,f(x)=y

1
IF/(x)I

Opacne: chceme rozdeéleni dané funkci ¢(x), fcp(x)dx =1:
musime invertovat distribucni funkci ffoo d(x)dx.

PFiklad: x = —Inu dava ¢(x) = exp(—x) (pozor na u = 0!)



, , ~ , 21/23
Gaussovo normalni rozdeleni s05/3

UGauss = \/—2 In U(O,]_) COS(ZT[U(O,]_))

kde obé nahodna Cisla u(p,1) jsou nezavisla, generator tedy volame dvakrat. Druhé nezavislé cislo
ziskdme zameénou cos — sin.

Priblizné:

UGauss ~ \/E(U(O,l) — u(o,1) + U(0,1) — U(0,1) + U(0,1) — U(0,1))

Obeché rozdeleni

Kdyz neumime spocitat ¢ (na intervalu (a, b)): m
1. generuj x = U(q,p), <
2. generuj u = ugo,m), kde m je maximum funkce ¢(x) v intervalu (a, b), E
3. je-li u < ¢(x), prijmi hodnotu x a skonci, jinak znovu 1.
0




i ] ) o . ) cd simul; insphere.sh; onsphere.sh 55 /53
Vicedimenzionalni rozdeleni s05/3

V jednotkové kouli:

1. generuj x =u(—1,1), ¥ = U(=1,1), Z=U(=1,1)
2. spotitej r? = x2 + y? + z2,
3. je-li r? < 1, pFijmi vektor (x, y, z) a skonéi, jinak pokra¢uj bodem 1.

Na jednotkové sféfe (povrchu koule): délime m (pozor na r = 0) nebo:
1. z=u(-1,1), ¢ =U(0,1)

2. x=v1—=2%2sin(2n¢), y = Vv 1—z%2cos(2m¢)

Rovnomerné diskrétni rozdéleni

un = int(Nuco,1))
Radé&ji ne takto (r je celé nahodné cislo):

uy =r mod N

"V V/

(Spatné u kongruencnich generatort — nejnizsi bity nejsou ndhodné)



SIMOLANT: Vyzkousejte si MC sami i

@ Instalujte SIMOLANT podle nadvodu z minulé prednasky. SEE

@ Menu: Method — Monte Carlo NVT (Metropolis) ;:f}ggm—m:‘ggs';wﬂ’mﬁtmpﬂ"S
L=39.93 p=0.2wall=0.75

g=0.000 stride*block=1*1

Tbag=3.l?9(§cc.r.=ﬂ.883 >
Pvir=0.6241 Pid=0. =1.04

Etot=-198.43 Epot=-201.609

@ Je-li zapnuto automatické nastavovani délky zkusebniho posunuti
(Eset MC move ), vypnéte ho. Objevi se slider “d”.

=]

49.254 stdev=13.5

@ Ménte pomoci slideru délku zkusebniho posunu d a pozorujte, jak

<
se meni zlomek prijatych konfiguraci (acc.r.) a jak rychle se méni S M
konfigurace. g
v v . v . 676.616 max-min=72.64
@ Snizte teplotu a zvyste hustotu a opakujte zménu d. Porovnejte — —
s MD s termostatem. EREE B |top | |
left right

bottom |

‘ Expert

@ Menu: Boundary conditions — Periodic, a nastavte kritickou tep-
lotu a hustotu (priblizné T = 0.85 a p = 0.3) a alespon N = 300
castic. Pri jaké délce kroku se nejrychleji vzorkuji fluktuace hus-
toty?

record | |

include: Nothing ¥ |

T d g p N cmd: [

molecule size: [Real - reset view |

draw mode: |Movie @I

color mode: |Keep run |

L I

simulation speed measurement block




