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Predmluva

S prekotnym rozvojem vypocetni techniky se rychle rozvijeji i védecké metody souvisejici
s pocitaci ¢i pfimo na pocitacich zavislé. Mezi né patii i pocitacové simulace ve fyzice
mnoha ¢astic. I kdyz se tyto metody jiz staly standardni ¢i pfimo rutinni metodou ve
fyzikalné-chemickych a chemicko-inzenyrskych laboratorich, nezda se byt tento rozvoj
adekvatné zachycen v povédomi ceské fyzikalni a chemické obce navzdory skutec¢nosti, ze
v byvalém Ceskoslovensku a nyni v Ceské republice existovaly a existuji skupiny, které jiz
od zacatku 70-tych let aktivné pracuji v této oblasti. Jednim z diivodii, a mozné zasadnim,
je 1 ta skutecnost, ze ani ¢eskd odbornéa literatura nezachycuje tento rozvoj.

Vyse zminénou mezeru v Ceské literature jsme se pokusili, alespon ¢astecné, vyplnit
sepsanim skript, ktera vysla r. 1998. Tato ptvodni skripta vznikla na zakladé predna-
sek konanych od r. 1991 na matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze ptivodné pouze
pro studenty teoretické fyziky, pozdéji pak i pro studenty doktorandského studia jak této
fakulty, tak i Prirodovédecké fakulty UK a Vysoké skoly chemicko-technologické. Dalsim
podkladem byly rovnéz prednasky na riznych seminafich a v neposledni fadé i nase vlastni
aktivita v oboru. Cilem skript nebylo podat vycerpavajici prehled vsech moznych modi-
okruhu ¢tenari bez ohledu na jejich zaméreni tak, aby byly zcela jasné principy metod,
implementace algoritmt a zakladni aplikace. I kdyz typicky ¢tenafr téchto skript asi ne-
bude sdm psat simulaéni programy a pouzije néktery z dostupnych balik (komercénich
simulaci, protoze bez tohoto porozuméni mu sebedokonalejsi software nepomiize.

Prvni vydani skript muselo samoziejmé trpét fadou détskych nemoci, jako jsou chyby
a nepfesnosti ve vzorcich a algoritmech, a nepochybné téz vybérem latky. Na rozdil od
vétsiny existujicich monografii, které si vice ¢i méné vybiraji vzdy jen néjakou ¢ast pro-
blematiky (napf. simulace kapalin nebo kvantové simulace pevnych latek), nebo jenom
nékterou z metod (Monte Carlo nebo molekuldrni dynamiku), jsme uvedli obé zakladni
metody jak pro klasické, tak i pro kvantové systémy. Rozhodli jsme se rovnéz dat prednost
fyzikalni a praktické strance problému a matematické detaily odsunout do pozadi. B€hem
¢tyt let vyuky podle téchto skript a konfrontaci se studenty se podarilo mnohé chyby a
nepfesnosti odhalit (viz http://www.icpf.cas.cz/jiri/skripta/errata.htm). OvSem zavedeni
bakalafského a magisterského studia v oboru ,,Pocitacové simulace ve védé a technice”
na Univerzité J. E. Purkyné v Usti n. Lab. a skute¢nost, ze 1. vydani skript bylo béhem
onéch Ctyr let rozebrano, vyvolalo potfebu vydat druhé, upravené a rozsitené vydani.

I v tomto vydani se pridrzujeme zptsobu vykladu tak, jak byl uveden ve vydani
prvnim. Po tvodu (kap. 1) a zavedeni pojmi (kap. 2) jsou vysvétleny principy obou si-
mulacnich metod, molekularni dynamiky (kap. 3) i Monte Carlo (kap. 4), a ilustrovany



prevazné pro klasické ¢asticové systémy; dtvod je ten, Ze principy aplikaci téchto metod
na jiné systémy (napf. mfizkové) jsou v podstaté stejné a kvantové simulace rovnéz vyuzi-
vaji do znacné miry metod pro klasické systémy. Kap. 5 pokryva vypocet veli¢in (méfeni)
vcetné odhadu chyb a kap. 6 casto opomijenou stranku simulaci, totiz jejich praktickou
realizaci s fadou uziteénych technickych detailt. V kap. 7 se pak zabyvame simulacemi
v riiznych statistickych souborech. Kapitoly 1-7 predstavuji jakési penzum minimélnich
znalosti, které jsou v dalsi ¢asti rozsifeny o specialni metody (kap. 8), metody simulaci
Casové zavislych jevi (kap. 9) a nakonec kvantovych systémut (kap. 10). P¥iklady a pro-
blémy ke studiu najde ¢tenaf v kap. 11, ukézky nékterych vysledkt pak na webové strance
uvedené na konci pfedmluvy. Rozséhlejsi dopliky k vykladu a matematické detaily lze
nalézt v dodatcich v kap. 12, zatimco méné dilezité ¢asti a ptriklady jsou pfimo v textu
B vyznadeny takto.

Vzhledem k neustélenosti ¢i pfimo neexistenci ¢eské terminologie uvadime ve vétsiné
pripadd téz pivodni anglicky termin. Pro snazsi orientaci ¢tenaiti jsou v souhrnném se-
znamu literatury pouze monografie, sborniky a prehledné ¢lanky. Ostatni ptivodni prace
jsou pak uvedeny na prislusném misté jako poznamky pod c¢arou. Dalsim zdrojem infor-
maci a podkladem pro studium mohou byt webovské stranky, kde lze nalézt jak radu
gramy a rovnéz odkazy na komerc¢ni programové baliky. Pro ¢asovou promeénlivost téchto
stranek vsak neuvadime zadnou konkrétni adresu.

Ctenéi by mél byt obeznamen se zéklady termodynamiky a statistické fyziky (napi.
v rozsahu nékolika prvnich kapitol u¢ebnic [1-3]); pro porozuméni ¢asti vénované kvanto-
vym simulacim je pak nutné znat principy prvniho i druhého kvantovani (napf. [4]). Na
pozadované matematické znalosti se s vyjimkou nékterych dodatki a upftesnujicich pozna-
mek nekladou Zadné neobvyklé pozadavky. Ctenaf by vsak mél byt zbéhly v programovani
v libovolném programovacim jazyce vhodném pro numerické vypocty (FORTRAN, C,
C++, Pascal, BASIC); abychom se vyhnuli pouziti konkrétniho jazyka (a s tim souviseji-
cim technickym detailiim), jsou piiklady algoritmii uvedeny v pseudojazyku, coz je hybrid
matematické notace a prvki béznych ve vyse zminénych jazycich (blize viz odd. 12.8).

Ukéazky, demonstrac¢ni programy, dalsi ulohy jakoz i opravy piipadnych chyb najde
¢tendf na http://www.icpf.cas.cz/jiri/skripta/.

Praha, prosinec 2002 Ivo Nezbeda <ivonez@icpf.cas.cz>
Jif1 Kolafa <kolafa@cesnet.cz>
Miroslav Kotrla <kotrla@fzu.cz>
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Statisticka fyzika a simulace

Pocitacové simulace, pseudoexperimenty, molekularni ¢i numerické simulace metodami
Monte Carlo a molekularni dynamiky, to vSe jsou synonyma pro moderni ,experimentalni®
nastroj ke studiu problém fyziky, chemie a biologie na mikroskopické tiirovni. Abychom si
jej priblizili, predstavme si, ze mame ve zkumavce néjakou kapalinu, feknéme smés vody
a etanolu. I kdyz se tato uzitecna tekutina zda byt v klidu, jeji molekuly jsou v neustalém
pohybu, a tedy okamzity stav systému na mikroskopické trovni se stale méni. Nicméné
vysledkem tohoto pohybu je ustaleny makroskopicky stav, ktery vnimame nasimi smysly a
jehoz vlastnosti miizeme méfit v laboratoii. Ukolem molekularnich simulaci je pravé tyto
okamzité stavy systému na turovni molekul na pocitac¢i modelovat. Umime-li toto udélat
tak, aby byly zachovany zakony fyziky, mtizeme jednotlivé mikrostavy pouzit k vypoctu
okamzitych hodnot fyzikalnich veli¢in (napf. tlaku ¢ energie) a vystfedovanim pfes velké
mnozstvi takovych mikrostavi (konfiguraci) ziskat pak jejich stfedni hodnoty. Jsou-li dale
splnény predpoklady ergodicnosti systému, pak takto namétrené souborové stfedni hodnoty
by mély odpovidat hodnotam ziskanym laboratornim experimentem.

Pti zkoumani makroskopickych systémii (tj. systémt ohromného poctu ¢astic) ztréci
smysl zabyvat se vlastnostmi jednotlivych ¢astic (napf. polohou) a jejich zévislosti na
case. M4 vsak smysl zabyvat se tim, jak vlastnosti ¢astic urcuji vlastnosti a chovani
celého systému. To je predmétem fyzikalni discipliny zvané statistickd fyzika, ktera pred-
stavuje spojovaci ¢lanek mezi mikrosvétem, pii némz rozeznavame individualni castice
(molekuly, atomy), a makrosvétem, tj. pohledem na tytéz systémy, na néz vsak nahlizime
jako na spojité prostiedi (napft. vzorek krystalu ¢ kapalina ve zkumavce). Mikroskopicky
popis jednotlivych ¢astic a souborit malého poctu ¢astic tvori vstupni informaci, kterou
statisticka fyzika pouzije k popisu velkého poctu c¢astic a vysledkem jsou pak hodnoty
makroskopickych veli¢in.

K pouziti statistické fyziky potiebujeme tedy nejprve odpovidajici popis mikrosvéta,
ktery mtizeme ziskat nejriznéjsimi zptsoby. Budujeme-li teorii z prvnich principti, budou
vstupem vysledky kvantovych vypocti. Vlastnosti malého poctu castic je také mozné
ziskat z nezéavislého experimentu (napf. z rozptylu molekuldrnich svazki ¢ z vlastnosti
zfedénych plyni). Ne vzdy nés vSak zajima chovani realnych systémi, ale potifebujeme

11



12 KAPITOLA 1. UVOD

znat vlastnosti jistych modelovych systémt, které vystihuji fyzikalni podstatu slozitého
problému a pro které je mozno vybudovat (pfibliznou) teorii.

Protoze vysledky statistické fyziky jsou symbiézou popisu mikrosvéta a vlastnich me-
tod statistické fyziky, dostavame se k zakladnimu problému: vysledky a postupy statistické
fyziky nelze pfimo ovéfit porovnanim s laboratornim experimentem. Je za neshodu s expe-
rimentem zodpovédny nepfesny molekularni model, nebo pfiblizna statisticko-mechanicka
teorie? Ci snad oboji? Ptipadna vyborné shoda pak nemusi jesté znamenat spravnost ani
jedné z téchto ingredienci, ale miize byt zptisobena pouze vhodnou kompenzaci nepfesnosti
obou ptibliznych vypoctii.

Vyse uvedend neutésend situace trvala az do r. 1953, kdy Metropolis a kol.! provedli
v Los Alamos prvni poéitacovy experiment na ,tekutiné“ tuhych kouli (biliardovych ku-
licek ve t¥irozmérném prostoru). Takovy systém v piirodé neexistuje, je ovSem presné de-
finovan, a tedy eliminuje vstupni nejednoznacnost. Tento pseudoexperiment tak umoznil
ziskat ,presny*“ vysledek metodami statistické fyziky bez jakychkoliv dalsich aproximaci a
overit tak spravnost riznych teoretickych postupii. Podobnym zptisobem se dnes ovéiuje
platnost molekularnich modeld realnych systému.

Dalsi prekazkou lezici mezi mikrosvétem a makrosvétem je lidské chapani svéta, které
je makroskopické, protoze nemiizeme p¥imo vidét atomy a molekuly?. Dimyslné experi-
menty nas sice mohou k mikrosvétu priblizit, konecné interpretace experimentu vsak vzdy
pracuje s makroskopickymi a klasickymi pojmy. Poc¢itacové experimenty nam dovoluji tuto
principialni obtiz obejit, ,uvidét“ jevy jinak nedostupné a poskytnout tak pfedstavu o
mechanismech procesti na mikroskopické trovni.

V neposledni fadé, podobné jako v pripadé pocitacového modelovani ¢ehokoliv, pred-
stavuji simulace alternativu k readlnému experimentu, ktery je z riznych divodu v labora-
tofi neproveditelny (chovani latek v oblasti supervysokych tlakt), nebezpeény (simulace
explozi) ¢i prosté pfili§ drahy (ndvrh novych 1é¢iv nebo novych materialtt pro mikroelek-
troniku).

Vidime, Ze aplika¢ni moznosti simulaci jsou Siroké a rtzny je proto i tthel pohledu. Co
je pro statistického fyzika experimentem na piesné definovaném modelu, je pro kvanto-
vého chemika i koncového uzivatele teorii, protoze simulace jsou konec konctt metodou,
jak z mikroskopického modelu ziskat dostatecné presné makroskopické vlastnosti daného
systému. Pokusme se proto shrnout zakladni lohy molekularnich simulaci mnoha ¢astic
z nejriznéjsich hledisek:

1. Porovnanim vysledkii pseudoexperimentu na presné definovaném systému se statis-

ticko-mechanickymi vypoc¢ty umoznuji ovérit platnost pouzitych aproximaci a pres-
nost statisticko-mechanickych teorii.

2. Porovnanim vysledki pseudoexperimentu s redlnym experimentem dovoluji ovérit
presnost mikroskopického modelu.

3. Dovoluji pohled na mikrosveét nedostupny ani experimentu ani lidské zkusenosti.

4. Predstavuji alternativu k readlnému experimentu.

IN. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller a E. Teller: J. Chem. Phys. 21,
1087 (1953).

2Nejmodernéjsi piistroje, jako napf. rastrovaci tunelovaci mikroskop, jsou jiz schopny rozligit i jednot-
livé atomy.
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Mimo tyto zakladni tkoly lze simula¢ni metody Monte Carlo, ptivodné vyvinuté pro fy-
zikalni systémy, pouzit i v ekonomii, biologii ¢i pro feSeni rtiznych optimalizacnich tloh.

Na nejjednodussi arovni mtzeme povazovat dvé zakladni simulacni metody, Monte
Carlo (MC) a molekularni dynamiky (MD), za dva rtizné ptistupy k vypoétu stfednich
toda MC urcuje stiedni souborovou hodnotu, zatimco metoda MD pocita stfedni ¢asovou
hodnotu. Metoda MC je stochasticka a stfedni souborova hodnota je tedy urcena pouze
zékony statistiky. Metoda MD je deterministicka a potiebujeme tedy ergodickou hypotézu,
abychom zajistili, Ze ¢asova stiedni hodnota se bude rovnat souborové stfedni hodnoté a
MC i MD budou ekvivalentni. Dalsi rozdil mezi obéma metodami je, ze v MD se pocitaji
trajektorie ¢astic a lze tedy sledovat i ¢asovy vyvoj systému, coz je ve standardni metodé
MC nemozné (neuvazujeme-li pravé specialni variantu MC, tzv. kinetické MC).

1.2 Historicky prehled

Po jiz zminéném prvnim pokusu s idealizovanymi ¢asticemi metodou Monte Carlo z r. 1953
nenechal dal$i rozvoj simulaci na sebe dlouho éekat. Roku 1957 provedli Wood a Parker?
prvni simulace na jednoduchém spojitém modelu ¢astic interagujicich Lennard-Jonesovym
potencidlem a téhoz roku Alder a Wainwright* uskutecnili prvni simulace metodou mole-
kuldrni dynamiky na témze systému jako Metropolis a kol., tj. pro systém tuhych kouli.
V MD metodé je podstatny metodologicky rozdil mezi spojitym a nespojitym potencia-
lem, a tak prvni simulace molekularni dynamikou pro Lennard-Jonesovu kapalinu byly
provedeny aZ se zna¢nym zpoZzdénim r. 1964°. Za dalsi viyznamny meznik simulaci klasic-
na nerovnovazné systémy. Prvni pokusy se simulacemi kvantovych systémii se datuji do
r. 1962 a jsou spojeny se jmény Handscomba’ a Kalose®. Vyznamny pielom v oblasti
kvantovych simulaci predstavovalo zformulovani metody vypoc¢tt z prvnich principti Ca-
rem a Parrinellem®. Dalsi vivoj se pak tykal pfedevsim aplikaci, které ¢asto nejsou jenom
prostym prepsanim zakladnich algoritmid na dany problém.

Miize se zdat prekvapivé, ze simulacni metody byly vymysleny pro kapaliny a ty také
po dlouhou dobu zlistavaly jejich hlavni aplika¢ni oblasti. Vzhledem k praktickému vy-
znamu je studium kapalin doménou predevsim fyzikalnich chemikt a chemickych inzenyrt
(drtiva vétsina chemickych reakei probiha v kapalné fazi, separace Cistych latek z roztoki
tvori vétsinu procest chemického primyslu apod.), jinak je to vSak typicky fyzikalni obor
blémii. Diivodem je to, Ze na rozdil od plynti ¢i pevnych latek, pro které existuji rozumné
a priorni idealizované predstavy (idedlni plyn a ideédlni krystal), zadné takova idealizace
neexistuje pro kapaliny a znamé metody z teorie plynt a pevnych latek pfi aplikaci na

3W. W. Wood a F. R. Parker: J. Chem. Phys. 27, 720 (1957).
4B. J. Alder a T. E. Wainwright: J. Chem. Phys. 31, 459 (1959).
5A. Rahman: Phys. Rev. 136A, 405 (1964).

6A. W. Lees a S. F. Edwards: J.Phys. C5, 1921 (1972).

"E. Handscomb: Proc. Cambridge Philos. Soc. 58, 4 (1962).

8M. H. Kalos: Phys. Rev. 128, 378 (1962).

9R. Car a M. Parrinello: Phys. Rev. Lett. 55, 2471 (1985).



14 KAPITOLA 1. UVOD

kapaliny selhavaji. Rozvoj modernich molekularnich teorii kapalin byl proto odstartovan
teprve rozvojem pocitacli a vypracovanim simula¢nich metod.

I kdyz neékteré metodologické problémy simulaci nejsou stale jesté uspokojiveé vytreseny
(napt. urc¢eni funkei souvisejicich s entropii nebo tzv. znaménkovy problém v pfipadé kvan-
tovych simulaci), s rozvojem a dostupnosti rychlych pocitaci se pseudoexperimenty staly
standardni metodou ve fyzikalné-chemickych laboratotich. V fadé piipadi jsou pak simu-
lace jedinym dostupnym nastrojem umoznujicim studium nékterych jevii na molekularni
urovni. S tim souvisi i prudky nartst poctu publikaci, které se simulacemi zabyvaji. Vedle
stale rostouciho poc¢tu ptvodnich praci, jak metodologickych, tak i aplikac¢nich, existuje
fada monografii podavajicich uceleny prehled o principech a moznostech pocitacovych ex-
perimentti: detaily o metodé MD a jejich aplikacich 1ze nalézt napt. v [5-9], o MC metodé
v [10-12]. Obéma metodam jsou vénovany zndmé monografie Allena a Tildesleyho [13] a
Heermanna [14], z nichz prvni se omezuje na spojité systémy, a neddvnd monografie Fren-
kela a Smita [15] zase jenom na klasické systémy. Ve sbornicich [16-18] je uveden témér
vycerpavajici prehled aplikaci MC simulaci pro nejriznéjsi systémy, a to jak klasické, tak
i kvantové. Prehled vysledkt jenom pro kvantové systémy lze nalézt v [19-21]. Zvlastni
Cislo ¢asopisu Chemical Physics [23] a sborniky [24-27] jsou rovnéz vénovany nejriznéjsim
aplikacim. Od roku 1988 vychazi i specializovy ¢asopis, Molecular Simulations (Taylor &
Francis). V ¢estiné ndm s vyjimkou pfehledného ¢lanku z r. 1991 autori téchto skript
o metodé MC [28] neni zndma jedind ¢eskd odbornd publikace vénovanad problematice
molekularnich simulaci.



Kapitola 2

Zakladni pojmy a definice

Konkrétni realizace pocitacovych simulaci se lisi pripad od pripadu podle typu tlohy.
Problémy, které mame na mysli v této ucebnici, se tykaji systémt s velmi mnoha stupni
volnosti a situaci, kdy jednotlivé elementy systému, at uz jsou to bodové ¢astice, spiny, ¢i
jiné objekty, spolu vzajemné interaguji. V této kapitole uvedeme proto typické priklady
studovanych systémii a prehled zakladnich pojmu statistické fyziky, které jsou nutné k po-
chopeni dalsiho vykladu; jejich podrobny vyklad najde ¢esky ¢tenédf napi. v [2].

Na mikroskopické tirovni je konfigurace (okamzity stav systému) jednoznaéné popsana
hodnotami urc¢itych proménnych charakterizujicich elementy systému, napi. polohou a
rychlosti ¢astic nebo hodnotami spinti na uvazované mfizce. V rdmci statistické mechaniky
je zékladni veli¢inou definujici dany systém hamiltonian, H, pfedstavujici celkovou energii
systému a uréujici pravdépodobnost (¢i hustotu pravdépodobnosti) vyskytu daného stavu.
Mnozinu konfiguraci systému s danym pravdépodobnostnim rozlozenim (pravdépodob-
nostni mirou) nazyvame statistickym souborem. Podle fyzikalnich podminek rozliSujeme
rizné statistické soubory, napi. mikrokanonicky, kanonicky atd.

Pr1i tfidéni souborti 1ze vychéazet z rtznych kritérii. Podstatnym kritériem je, zda je
systém popisovan klasickou nebo kvantovou mechanikou. Pocitacové simulace pro klasické
modely jsou koncep¢né i technicky podstatné jednodussi nez pro modely kvantové. Tomu
odpovidaji také maximdlni velikosti systémi (pocty ¢éastic), pro néz miizeme na soucas-
nych pocitacich vypocty provadét. Zatimco v pripadé klasické mechaniky mitizeme pocitat
s mnoha tisici az miliony! ¢astic, u kvantovych problémt jsme omezeni jenom na nékolik
set a u ab initio vypocti jen na nékolik desitek Castic.

Druhym moznym hlediskem pfi ¢lenéni je, zda se jednd o rovnovdzZnou situaci, ¢i o
studium nerovnovahy. Vétsinou se nejprve studuji rovnovazné jevy nejen proto, ze jsou
zajimavé a prakticky vyznamné, ale protoze jsou jednodussi a co je dilezitéjsi, jednoznacné
definované. V rovnovaze totiz makroskopické veliciny nezavisi na poc¢atec¢nich podminkach
zadanych na mikroskopické tirovni.

Obé predchozi hlediska se mohou kombinovat. Lze fici, Ze nejjednodussi jsou vypocty
pro klasické rovnovazné systémy. Sem patii zna¢na ¢ast dosud provedenych vypocti. Pro
dalsi dvé skupiny, tj. klasické nerovnovazné a kvantové rovnovazné, existuje také mnoho
uspésnych aplikaci MD i MC metod. Nejobtiznéjsi je pocitat kvantové nerovnovazné jevy,
pro néz rozsahlejsi vypocty jsou zatim jenom hudbou budoucnosti.

'Rekord z r. 2000 je asi miliarda.
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Konec¢né poslednim hlediskem, které budeme uvazovat, je rozdéleni na diskrétni a
spojité modely, ¢imz obvykle rozumime proménné ve fyzikalnim prostoru, tj. souradnice.
V pripadé prostorovych souradnic predstavuje pouziti diskrétnich veli¢in aproximaci, ktera
miiZze znamenat znacné zjednoduseni problému. Mluvime pak o mrizkovych modelech,
které se pouzivaji predevsim pii studiu pevnych latek (mfizka je odvozena od krystalové
struktury) a polymernich systémd.

Uvedena klasifikace neni Gplnd a mé spise naznacit rozmanitost problémi, k jejichz
feseni se pocitacové simulace ve fyzice a chemii pouzivaji. Kromé toho pocitacové simulace
umoznuji fesit tlohy i z jinych oblasti, které ani do fyziky nezapadaji. Jako ptiklad lze
uvést problémy minimalizace slozitych funkci mnoha proménnych véetné kombinatorické
optimalizace, jako je napt. problém obchodniho cestujiciho. V jesté sirsim smyslu mluvime
o simulacich a pouzivame statistické metody, kdykoliv je néjaky jev kolektivnim vysledkem
vlastnosti jistych elementii: Sifeni epidemii, modelovani populaci ¢i evoluce biologickych
druhti, modelovani dopravnich zacp a mnoho dalsich.

2.1 Statistické soubory

K popisu systému mnoha ¢astic lze pouzit rtizné statistické soubory, konkrétni volba pak
zavisi na povaze feSeného problému. Z mnoha souboril pouzivanych pro popis klasickych
systému se zde zminime jen o nejbéznéjsich. Pocet prakticky pouzivanych soubori pro
kvantové simulace je zatim mensi. Kromé toho nemusi vzdy kvantova simulace znamenat
vypocet stfednich souborovych hodnot, ale mize jit napf. jen o urceni zakladniho stavu.

2.1.1 Klasické systémy

Lze-li ¢astice systému pokladat za bodové (tj. nemajici vnitini stupné volnosti), staci
k jejich popisu zadat pouze polohu, r, a hybnost, p; v obecném pripadé piribudou k poloze
jesté orientace castice, druh castice, vnitini stupné volnosti apod. Polohu r udavame
v kartézskych souradnicich a p je pak kanonicky sdruzena hybnost. Okamzity stav systému

je popsan vektorem (ry,...,rn,P1,...,Pn) = (rV,p"). Prostor viech téchto vektorti
vytvari fazovy prostor. Nezajimame-li se o hybnosti, mluvime o konfiguracnim prostoru,
co# je prostor vektort (r1,...,ry) = r". Za obvyklého pfedpokladu, 7e interakéni energie

nezavisi na hybnostech, je hamiltonian H dan vztahem
H(x",p") = K(p") + U(x"), (2.1)

kde K je tthrnné kineticka energie systému,

N p2
K=Y 2m , (2.2)

1=1

m; je hmota Gastice i a U je celkova interakéni energie (potencial) systému.
Nejjednodussi (ale i nejméné pouzivany) je mikrokanonicky soubor definovany kon-
stantnim poctem castic N, objemem V' a energii £ a oznacovany proto téz symbolem
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NVE. Vsechny konfigurace (body fazového prostoru) s energii £ maji stejnou hustotu
pravdépodobnosti vyskytu 7 (v pfipadé diskrétniho systému pravdépodobnost)

(™, p"; N, V, E) = konst x §(H(r",p") — E), (2.3)

kde ¢ je Diracova delta funkce a konstanta zarucuje normalizaci.

Nejpouzivangjsim souborem je kanonickiy soubor? charakterizovany poctem éastic N,
objemem V a teplotou T a oznacovany symbolem NVT. Hustota pravdépodobnosti nale-
zeni systému v konfiguraci (r", p%) je

N N, _ exp[—AH(r", p")]
(", p" s N, V,T) = T oxpl_BH(N p™)] de¥ dp™ (2.4)

kde 3 = 1/kgT, kg je Boltzmannova konstanta a element fazového prostoru dr; ... dry
dp; ... dpy zkracujeme jako dr" dp”. Integral v (2.4) zarucuje, Ze hustota pravdépodob-
nosti je normovana, [7dr" dp" = 1, a tedy kanonicka stiedni hodnota libovolné veli¢iny
X je dana relaci

(X) = / XV, p™) 7 (e, p¥) dr¥ dp | (2.5)

Pomoci integralti ve vySe uvedenych vztazich lze vyjadfit Helmholtzovu funkei (volnou
energii) F'. Pro soubor N identickych ¢astic (¢istou latku) plati

F= —kBTll'l ZNVTa (26)

kde Znvr je kanonickd particni funkce (statistickd suma),

1

N ——
VT NI (27h)3N

/exp[—ﬁH(rN,pN)] dr?¥ dp”, (2.7)
% je Planckova konstanta a (27h)3" piedstavuje element fazového objemu podle Bohrova
principu korespondence.

Je-li hamiltonidn dan vztahem (2.1), pak je v (2.7) mozné vyintegrovat pfes impulsy

dp”,

QNVT

ZnvT = NIASN (2.8)

kde A = (27h®/mkgT)"/? je de Broglieova vlnova délka a Qnvr se nazyvéa konfiguracni
integral,

Oxyr = / exp[—BU (V)] drV . (2.9)

Podobné pokud méfené veli¢ina (pozorovatelnd) X nezavisi na impulsech, je mozné v (2.4)
a (2.5) faktor exp|—3K (p")] vykratit a plati

1

<X> NV QNVT

/ X (V) exp[—BU (V)] dr . (2.10)

2Nékdy pouzivany nazev Gibbstiv kanonicky soubor rezervujeme pro specialni soubor na vypocet
fazovych rovnovah, viz odd. 8.4.1.
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Rozsiteni vyse uvedenych vztahti na smési je primocaré. Pro smés s latek s pocty
(identickych) ¢astic Ny, i =1,...,s,>; ; N; = N, plati:

® 1
Zove = 1 Ny

i=1

X /exp[—ﬁ’H(rN,pN)] dr® dp? . (2.11)

Vétsina laboratornich experimentii neprobiha pii konstantnim objemu, ale pfi zada-
ném tlaku P. Je tedy vyhodné prejit od konstantniho objemu V' ke konstantnimu tlaku
P a pouzit izobaricky soubor (NPT). V tomto piipadé je

. _ exp{—f[H(x",p") + PV]}
(N, pV;N,P,T) = T exp(—AHEY. p) 1 PV de® dp¥ dV ° (2.12)

Roli Helmholtzovy funkce F' z NVT souboru zde hraje Gibbsova funkce (volna entalpie)
G. Pro soubor N identickych c¢astic plati

G = —kpTln Znpr = —kpTln / Zyre PPV dV . (2.13)

Uvazujeme-li systémy s proménnym poctem castic, pro jednoduchost jednoho druhu,
pouzivame tzv. grandkanonicky neboli velky kanonicky soubor, jehoz nezavislymi parame-
try jsou chemicky potencial u, teplota a objem. Pravdépodobnostni rozlozeni v piipadé
proménnych p, V', T je

BNp
N _N. =1 © _ N N
7T(N,I‘ 7p aﬂ’a‘/vT) - - N'(Q’/Th)BN exp[ BH(I‘ ap )] ) (214)
kde .
2= " 2y (2.15)

N=0

je grandkanonicka parti¢ni funkce. Pro grandkanonicky potencial €2 plati
Q=—kgT'h==F—-Npu=F—-G=-PV. (2.16)

Termodynamické potencialy ve vySe uvedenych vzorcich jsou tzv. absolutni potencialy.
Z mnoha divodu (jednim z nich je logaritmické divergence potencialia pro fidké plyny)
se Casto pracuje s veli¢inami vztazenymi k jistému referenénimu stavu; je-li timto stavem
idedlni plyn za stejnych termodynamickych podminek jako studovany systém?, nazjvaji
se tyto veli¢iny rezidudini. Pro vnitini energii* Helmholtzovu funkci a chemicky potencial
idedlniho jednoatomového plynu (Gastice jsou bez rota¢nich a vnit¥nich stupni volnosti)
v NVT souboru plati

 3NkgT vy

5 exp(—fFaq) = exp(—Shiq) =

Fia T AN

(2.17)

V .
ASN

3Toto je abstrakce, nebot dany systém nemusi za danych podminek v plynném stavu viibec existovat.
4Vnitini energii zna¢ime v téchto skriptech E, protoze symbol U rezervujeme pro mezi¢asticovy po-
tencidl.
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v izobarickém souboru nahradime objem V' stfedni hodnotou (V')xpr, v grandkanonickém
nahradime N stfedni hodnotou (V) ,yr. Pro rezidualni veli¢iny pak plati

OnvT
Eres =F - Eid - <U>NVT7 Fres = I — Ed — _ICBTln VN y  Mres = K — Hid - (218)
Zakladni vztahy statistické fyziky jsme uvedli pro spojité systémy, jejich modifikace
na diskrétni systémy je vSak pfimocara, jde pouze o zadménu integrace pres spojitou pro-
meénnou za sumaci. Kanonickou statistickou sumu pak obecné zapiseme jako

Z =Y exp[-fH(A)], (2.19)

kde sumace probiha pfes vSechny konfigurace systému, piicemz degenerované stavy (rtizné
konfigurace se stejnou energii) se poéitaji véetné nasobnosti.

2.1.2 Kvantové systémy

Kvantovy systém je uréen Hamiltonovym operatorem H puisobicim na uréitém Hilbertovs
prostoru stavii C. Ulohy fe$ené kvantovymi simulacemi nemusi vzdy znamenat vipodet
termodynamickych (makroskopickych) vlastnosti. Nékteré fesené problémy predstavuji
jen nalezeni vlastnich stavli ¥ a vlastnich energii F, tj. feSeni bezc¢asové Schrodingerovy
rovnice

H|U) = E|T). (2.20)

Pak nepracujeme v zadném z termodynamickych souborti, ale pouzivame specialnich po-
stuptt (viz napi. variacni kvantové MC v oddile 10.2). V takovém pfipadé se obvykle
zajimame o stiedni hodnotu operatoru X, ktera je dana znamym vztahem

(X) = (¥|X|D). (2.21)

Zajimame-li se o termodynamické vlastnosti, pak obvykle pocitdme v kanonickém,
resp. grandkanonickém souboru. Misto hustoty pravdépodobnosti mame statisticky ope-
rator p, ktery pro kanonické rozdéleni mé tvar analogicky rov. (2.4),

p= 2" exp(~FH). (2.22)
Parti¢ni funkce (stavova suma) je

Z = Trexp(—fH) = > <\I/,

7

exp(—ﬁﬂ)‘ \I/Z> : (2.23)

kde Tr znaci stopu operatoru a W; tvori uplnou ortonormalni mnozinu stavi. Modifikace
pro grandkanonicky soubor je podobna jako v klasickém pripadé:

p=E"exp[—B(H — pi)], (2.24)

= = Trexp|—3(H — un)), (2.25)
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kde n je operator poctu cCastic a stopa se uvazuje pres vSechny podprostory s rtznym
poctem castic. Stfedni hodnota libovolné veli¢iny reprezentované operatorem X je dana
vztahem

(X) =Tr(Xp). (2.26)

Poznamenejme, Ze pro konecny vypocet na pocitaci musime zvolit urcitou reprezentaci
stavl a prejit od operatort k ¢islim. Konkrétni volba samoziejmé zavisi na studovaném
problému. Misto nazvu statisticky operator se pak pro p pouziva oznaceni matice hustoty.
Napf. v soutadnicové reprezentaci je matice hustoty pro volnou ¢astici dana vztahem [4]

3/2
pu¢q_<%$ﬁ> emw—#%ﬂp—ﬂﬂ. (2.27)

2.2 Modelové systémy

Zakladni veli¢inou popisujici systém mnoha c¢astic je hamiltonian H. Rigorézni vypocet
sice muze zacit na Grovni elementarnich ¢astic a takovy hamiltonian lze snadno formélné
napsat, avsak pro systém velkého poctu castic je tato tloha obvykle nefesitelna, a tak se
musi sdhnout k aproximacim. V pripadé kvantovych systémi se jedna o zjednoduSovani
¢i pfimo zanedbani jednotlivych ¢lent pfispivajicich k H: v klasickém pripadé pak jde
o aproximace piimo celkové energie U, nebot zde nejsou jiz prvky systému elementarni
Castice, ale atomy ¢i molekuly, které jsou popsany klasickou mechanikou.

Kvalitativni chovani realného systému by nemélo zaviset na detailech modelu, kte-
rym se systém aproximuje, ale tyto detaily mohou ovlivnit vybér pouzitelnych metod a

vvvvvv

systému.

2.2.1 Klasicky spojity systém

Klasicky spojity systém je soubor N castic, jez spolu interaguji jistym mezi¢asticovym
potencialem. Jeho typickym piikladem je kapalina; mtzeme zkoumat jak homogenni kapa-
liny, kde jsou hlavnim objektem studia termodynamické funkce (a nésledné t¥eba fazové
rovnovéhy) a struktura (korelacni funkce), tak nehomogenni kapaliny (napf. kapalina
na rozhrani u tuhé stény ¢ v péru), kde nds zajimaji kromé struktury pravé odchylky
od vlastnosti kapaliny homogenni. Na turovni klasickych spojitych systémi lze tspésné
studovat mnoho zajimavych aplikaci na rtznych prostorovych skalach od mikroskopické
pocinaje (napf. slozité biologické makromolekuly) pfes mesoskopickou (napf. granuldrni
materidly) az po makroskopickou (napi. kulova hvézdokupa).

O potencidlu U predpokladame, ze zavisi pouze na polohach ¢astic a ne na rychlostech
(jako je tomu napi. pro magnetické pole). Nepisobi-li na systém vnéjsi pole, lze U vyjadrit
jako soucet ¢lenti odpovidajicich n-¢asticovym interakcim,

U(rN) = Zu(z)(ri, r;)+ Z u(g)(ri, r;,r)+ ..., (2.28)

1<j 1<j<k
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kde «® znaéi parovou interakéni energii izolované dvojice, u(® energii trojice ¢astic bez
parovych prispévka atd. Nejhrubsi aproximaci pro celkovou energii je aproximace tzv.
parové aditivity,

Ur™) = u®(r;x;), (2.29)

1<J

ktera je Casto pouzivand, protoze je jednoducha (i kdyz pro teorii az dost slozitd) a ve
vétsiné pifpadt dostacujici; v praxi totiz je u(® obvykle jistym efektivnim potencidlem
zahrnujicim priblizné v urcitém oboru termodynamickych podminek zanedbané vicecas-
ticové ¢leny. Pokud nerekneme néco jiného, budeme pro jednoduchost vzdy predpokladat
platnost vztahu (2.29).

Jednoduché parové potencialy

Tyto potencialy popisuji interakce mezi bodovymi ¢asticemi a zavisi jen na jejich vzajem-
nych vzdalenostech, t;j.

u(z)(ri, rj) = u(Q)(\rj —1;|) = u(ry) . (2.30)

Obecné plati, ze jsou-li molekuly blizko u sebe, musi se odpuzovat, jsou-li daleko od sebe,
musi se pfitahovat. Pro dlouhodosahovou ¢ast (disperzni sily, Londonovy sily, van der
Waalsovy sily®) lze pro neutralni molekuly odvodit

Upis = Y K™, (2.31)

i=6.8, ...

kde K; jsou materidlové konstanty a Kg < 0. Pro odpuzovani na malych vzdalenostech r
lze ziskat z kvantové mechaniky aproximaci [3, 29]

Uodp(T) ~ €™, a>0, (2.32)

Spojenim pritazlivé a odpudivé ¢asti potencialu dostaneme potencial, kterym se aproxi-
muji realné interakce.
V praxi se ¢asto pouziva jednodussi tvar odpudivé ¢asti potencialu,

Uoap = konst 7™, (2.33)

kde m > 12. Spojenim rov. (2.33) s prvnim ¢lenem rov. (2.31) vznikne tzv. m-n potenciél,

=4[22

Volba m = 12 a n = 6 dava jednoduchy a presto pomérné realisticky Lennard-Jonesiv

(LJ) potencidl,
T A [ TG B

jehoz prubéh je ukdzan na obr. 2.1. V (2.35) znaél oyqw/2 van der Waalstiv polomér,
o =2 Y00 qw se nékdy nazjva kolizni primér a e je hloubka potencialové jamy.

®Pojem van der Waalsovou sila je obecnéjsi a mtize zahrnovat jakoukoliv interakci mezi elektroneut-
ralnimu atomy.
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r'c r/'c r/'c

Obrazek 2.1: Vlevo: Lennard-Jonesuv potencial (2.35), uprostfed: potencial tuhych kouli
(2.35), vpravo: potenciil pravothlé jamy (2.37).

Protoze se ukazuje, ze strukturni vlastnosti molekularnich systémt neutralnich ¢astic
jsou urceny predevsim kratkodosahovymi silami, studuji se systémy tuhych c¢astic kopiru-
jicich tvar a velikost molekul a predstavujici tak nejhrubsi aproximaci pro ueqp. Typickym
ptikladem je potenciél tuhych kouli (hard sphere, HS),

co pror <o,
uns (1) = {0 pror >o. (2.36)

Teoreticky vyhodnym mezistupném mezi realistickymi spojitymi potencidly a poten-
cidlem tuhych kouli je tzv. model pravothlé potencidlové jamy (square-well),

—€ proo <r<A\o, (2.37)
0 pror> Ao,

oo pror <o,
usw(r):{

kde bezrozmérny parametr A\ urcuje dosah pfitazlivé c¢asti potencidlu. V limité A — 1,
¢ — oo dostaneme lepkavé tuhé koule (sticky hard spheres), v limité A — oo, € — 0
ptitazlivé pozadi (Kactv potencial).

Mame-li c¢astice elektricky nabité, napi. ionty s naboji ¢; a ¢z, musime k interakéni
energii pfidat jesté coulombickou interakci. V soustavé SI plati

L @k (2.38)

dmey T

uCoul(T)

kde €y je permitivita vakua. Tento potencial ubyva s rostouci vzdalenosti velmi pomalu,
coz z hlediska simulaci (ale i teorie) vede k fadé komplikaci.

Mezimolekularni potencialy

Popis interakce mezi molekulami vychéazi z toho, Zze molekula je slozena z atomt. Tyto
atomy nejsou v molekule ,ztraceny“, ale atom jedné molekuly miize interagovat s atomy
jiné molekuly. Molekula se tedy sklada z interak¢nich center a mezimolekularni potencial

lze psat ve tvaru
U(l, 2) = Z Z uab<|r2,b - rl,a,’) ) (239)
ae{l} be{2}
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kde symbolické proménné (1,2) oznacuji soubor soufadnic molekul 1 a 2 a r;, znaci
polohovy vektor interakéniho centra a na molekule i. Za potencidl uq(r), ktery zéavisi
pouze na vzdalenosti mezi centry, se voli néktery z jednoduchych parovych potenciali;
obvykla je kombinace coulombické (2.38) a neutralni (napf. (2.35)) interakce.

Interakéni centra nejcastéji odpovidaji pfimo jednotlivym atomovym jadrim v mole-
kule, v zavislosti na tirovni aproximace interakci mohou vsak odpovidat i celym skupinam
atomt (,united“ nebo ,extended“ atom), pfipadné naopak mohou byt v molekule po-
mocna centra mimo jadra. Pro malé molekuly se obvykle rozlozeni téchto center povazuje
za fixni a molekula nebude tedy mit zZadné vnitini stupné volnosti (je ,tuha“). Potom
jesté orientaci, coz je pro linedrni molekuly vektor osy molekuly (& ekvivalentné dva thly
ve sférickych soufadnicich) a pro obecné molekuly bud orienta¢ni matice nebo t¥i Eulerovy
thly, ptipadné kvaternion (viz Dodatek 12.2). V obecném piipadé musime uvazovat i vib-
race atomil v molekule, vnitini rotace aj. Specidlnim odvétvim je modelovani biologickych
makromolekul, viz Dodatek 12.6.

Coulombicky potenciél (2.38) na jednotlivych interakénich centrech nevystihuje celou
elektrickou interakci molekul. Piisobi-li na atom (molekulu) i elektrické pole o intenzité
E;, dojde k deformaci elektronovych obalt a ke vzniku (v prvnim pfibliZzeni) indukovaného
dipdlu o velikosti

p,=oa-E;. (2.40)

Pro sféricky symetricky atom je vektor p, rovnobézny s E; a tedy polarizovatelnost « je
skalar, obecné ale pro nesymetrickou molekulu neni g, rovnobézné s E; a « je tenzor.

B Jednotkou polarizovatelnosti v Sl je Cm2V™' = C?m2J™!. Zpravidla se ale udéva v A3, ale pozor,
tim se mini polarizovatelnost v soustavé CGS, pro kterou plati acgs = asi/(4mep). Tato polarizovatelnost
ma rozmér objemu a je zhruba rovna desetiné objemu molekuly. Polarizovatelnost v A® prevedeme na Sl
znasobenim faktorem 1.11265 - 1049,

Protoze indukované dipdly budi opét elektrostatické pole, je vysledny potencial dan
implicitné (nutno fesit rovnici pro self-konzistentni pole) a neni ani parové aditivni, coz
prodrazuje jakékoliv vipocty. Proto se kromé specidlnich simula¢nich metod®, které jsou
jiz mimo zabér téchto skript, nejcastéji pouzivaji efektivni potencialy.

Mezistupném, dnes jiz spiSe historickym, mezi jednoduchymi potencialy popisujicimi
interakce mezi malymi sférickymi a elektricky neutralnimi molekulami (napf. molekulami
vzécnych plyni) a obecnymi mezimolekuldrnimi potencialy jsou modely kombinujici bud
pouze kratkodosahovou odpudivou interakei (tvar a velikost molekul), nebo celou neutralni
interakci napf. typu (2.35), s multipélovym rozvojem aproximujicim rozlozeni naboju
v molekule,

U(l, 2) = ULJ(Tlg) + UDD(l, 2) + UDQ(L 2) —+ ... s (241)

kde upp popisuje interakci dvou bodovych dipdli,

1 3(1; - r12)(H; - T12)
upp(1,2) = Tregrd, |Hi M~ 2, ’ : (2.42)

SMC: M. Pfedota, P. T. Cummings, A. A. Chialvo: Mol. Phys. 99, 349 (2001); MD:J. Kolafa: Molec.
Simul. 18, 193 (1996), D. K. Remler, P. A. Madden: Mol. Phys. 70, 921 (1990).
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uqp interakci dipdlu s kvadrupdlem, atd., a p; znaci vektor bodového dipélového momentu
castice 1.

Vnéjsi sily

Pusobi-li na systém vnéjsi pole (gravitacni, elektromagnetické), umime obvykle napsat
téz prislusnou interakéni energii. Stény nadoby jsou vSak také vnéjsim polem a podobné
lze chapat i kapalinu uzavienou v péru, molekuly adsorbované na povrchu tuhé latky,
apod. Potfebujeme proto i potencidlovy model materialu, s kterym nas systém intraguje.
Nejpresnéjsi ale také nejnaroc¢néjsi je slozit sténu ¢i por z jednotlivych atomi. Tak se
modeluji predevsim rtizné pérézni materialy, napf. zeolity. Je-li danou sténou krystal,
musime rozlisit rizné krystalové roviny. Obvykle staci jen jedna vrstva atomil, ale i tak
mize jejich pocet snadno prekrocit tisicovku. Na druhém konci zjednodusSovani je, po-
dobné jako model tuhych kouli pro atomy, model tuhé bezstrukturni stény. Je-li rovina
tuhé stény v kartézskych soutradnicich definovana rovnici z = 0, je potencidlni energie
¢astice o soutadnicich r = (x,y, z) dana vztahem

o0, pro z <0,

Utuhé sténa(r) - {O pro z >0 (243)

vvvvvv

Predstavme si, ze v poloprostoru z > 0 jsou rovnomérné rozmistény castice s ¢iselnou
hustotou p. Atomy vné stény necht interaguji s ¢asticemi stény potencidlem u(r). Odhléd-
neme-li od jednotlivych atomt a budeme-li latku stény povazovat za kontinuum, dosta-
neme efektivni potencial castice-sténa po integraci pies poloprostor z > 0:

Umneika stena () = /

z/'>0

u(r—i—r’)dr’:/Oo da:’/oo dy’/oodz’u(r—i—r’). (2.44)
—o0 —o0 0

Speciélné pro Lennard-Jonestuv potencidl u = upy, viz (2.35), ktery je typu 12-6, dosta-
neme po integraci potencial typu 9-3:

ULj—stena(T) = 4mep B (i)a - 425 (:)9] . (2.45)

B Integral v (2.44) vypolteme tak, Ze nejprve integrujeme pres roviny 2z’ = konst v polarnich soufadnicich
r’, ¢’ misto 2/, y’ a nakonec zintegrujeme pres 2’.

2.2.2 Kvantovy spojity systém

Jednoduchym kvantovym systémem je elektronovy plyn (tekutina fermionti), ktery hraje
vyznamnou roli v predpovédi vlastnosti kovi. Jinym prikladem je systém elektroni a
atomovych jader slouzici ke studiu pevnych latek nebo malych molekuldrnich klastri;
kvantovy statisticky systém mtze tvorit i jenom jedna molekula, zajimame-li se napi. o
jeji zékladni stav.
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Uvazujme obecny systém N vzajemné interagujicich atomu slozenych z jader a elek-
tronti. Jedna prostorova konfigurace tohoto modelu je uréena polohami vsech jader a
vsech elektront, které u modelu kapaliny nebo molekularniho klastru mohou mit libo-
volnou polohu v prostoru, v ptipadé pevnych latek jsou jejich polohy urceny krystalovou
strukturou. Necht celkovy pocet atomt je N, a celkovy pocet elektroni je N,. Polohy
jader oznacime R;, j = 1,..., N,, a polohy elektronti r;, ¢ = 1,..., N.. Omezime-li se
na dominantni elektrostatické interakce (dalsi mozné ¢leny jsou napi. relativistické ko-
rekce, spin-orbitalni interakce, interakce s vnéjsim polem apod.), lze Hamiltontiv operator
napsat ve tvaru

7:{ = Kel + Uel—el + -[A(jad + Ovjad—jad + Uel—jady (246)

kde jednotlivé ¢leny odpovidaji postupné kinetické energii elektront, vzajemnym interak-
cim elektront, kinetické energii jader, vzajemnym interakcim jader a interakcim elektront
a jader. Ve formalismu prvniho kvantovani je:

. P e ' 1Yy e
el — — Z v12n7 Uelfel = ) (247)
2me i Ameg (7 [rj — 1yl
~ hz Na 1 ~ 1 Na ZJZK€2
K'a = 5 7V2 ) U'a —jad = ) 2.48
jad QEM‘] Rj jad—jad 47T€0J§(|RJ_RK| ( )
A 1 e Na ZJ€2
Uiag = ———— _ae 2.49
1=jad 47r50§j:%:|rj—RJ| ( )

kde m. je hmotnost elektronu, e naboj elektronu, M; hmotnost J-tého jadra a Z; jeho
naboj v jednotkach e.

Prvni zjednoduseni spociva v oddéleni problému jader a elektronti. Protoze jadra jsou
o tti az ¢tyri fady tézsi nez elektrony, je jejich pohyb pomalejsi a elektrony rychle reaguji
na jejich pohyb. To je zdkladem tzv. adiabatické nebo Bornovy-Oppenheimerovy apro-
ximace’. V nultém piibliZzeni se Gplné zanedba Kjad a soutradnice jader se chapou jako
parametry. Problém se pak zredukuje na feSeni Schrédingerovy rovnice pro interagujici
elektrony ve statickém poli jader s tzv. elektronovym hamiltonidnem

Ne
Ha = Ka+ Uq-a + Z U(r;, {R}). (2.50)

Veli¢ina U(r;, {R}) zde znaci potencidl i-tého elektronu v poli jader umisténych v {R} =
RM a {R} vystupuji pouze jako parametry.

Dalsim moznym zjednodusenim je snizeni poc¢tu stupnu volnosti v elektronovém sek-
toru coz je obsahem tzv. pseudopotencidlové aproximace [17].

"Tyto aproximace nejsou zcela totozné, Bornova-Oppenheimerova aproximace je ponékud silnéjsi nez
adiabaticka. Podrobnéjsi vyklad véetné tivah o platnosti adiabatické aproximace nalezne ¢tendf napf.
v knize: J. Fiser: Uvod do kvantové chemie. Academia, Praha 1983.
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R T e
- - -+ 4+ - -+ - -+
+ -+ +++++ -+ o+
+ 4+ ++ -+ -+ o+
+ 4+ -+ o+
- -+ - - -+ + + + -
e T
-+ 4+ -+ -+ - - -+
T S e S
+ - -+ - - - -+ - -
- - - -+ - -+ + - -

Obrazek 2.2: Schéma Isingova modelu v roviné (vlevo) a mfizkového modelu polymeru
(vpravo).

2.2.3 Klasické mrizkové modely

Mrizkové modely se pouzivaji v mnoha oblastech fyziky i chemie, a proto je obtizné podat
vycerpavajici definici. Podstatné je, ze prostorové soutadnice jsou diskrétni a jejich pocet
je koneény. Obvykle se vychézi z néjaké pravidelné (krystalové) miizky, napt. kubické.
Kazdému vrcholu mtizky oznac¢enému indexem ¢ je prifazena proménna s;, pripadné n-tice
proménnych (vektor). Ty mohou nabyvat hodnot z jisté mnoziny, kterd mize byt diskrétni
i spojita. Model je definovan interakénim hamiltonidnem H({s;}).

Isingiiv model

Ptvodni motivaci pro vytvoreni tohoto modelu bylo studium feromagnetismu, ma vsak

radu aplikaci i v dalsich oblastech. S kazdym vrcholem mfizky je spojena skalarni pro-

ménnd s;, kterd se nazyva spin a kterd nabyva dvou hodnot +1 nebo —1 (viz obr. 2.2).
Hamiltonian je dan vztahem

H=—-J Z SiSj—FhZSi, (251)

<ig> i

kde J je sila interakce (pro feromagnet je J > 0) a h je vnéjsi magnetické pole. Prvni
suma je pres vSechny dvojice nejbliz$ich sousedi < ¢,j > (hrany miizky) a druhd suma
pres vSechny vrcholy. Isingiiv model je exaktné fesitelny v jedné a pro h = 0 i ve dvou
dimenzich, ve fyzikdlné¢ zajimavych tfech dimenzich musime pouzit bud aproximativni
feSeni nebo simulace.

Existuji rizné zobecnéni tohoto nejjednodussiho spinového modelu [30]. Spinové pro-
meénna s; mize nabyvat vice nez dvou diskrétnich hodnot (Pottsovy modely), nebo mize
byt i spojitd, napf. omezené na sféru s? = 1 (spojity Heisenbergtiv model). Interakce ne-
musi byt omezena na nejblizsi sousedy, hamiltonian mtze obsahovat slozit€jsi interakce,
napf. soucin ¢tyf spinti, atd. Vyznamnou aplikaci jsou kvantové teorie pole, kde obor
hodnot spinovych proménnych je grupa transformaci, napt. SUs, SOs3, aj.
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Mrizkovy plyn

Je to nejhrubsi model pro systém N klasicky interagujicich c¢astic. Cely uvazovany pro-
stor, at uz plochu ¢ objem, si rozdélime na malé bunky a predpokladdme, Ze Céstice
lezi ve stfedech bunék. Skaldrni proménnd n; spojend s vrcholem ¢ mé vyznam poctu
¢astic v bunce. Odpudivé sily mezi casticemi popiseme tak, ze budeme uvazovat nejvyse
jednu ¢astici v burice, tedy n; € {0, 1} (vic se jich tam nevejde), pfitazlivou interakci pak
mizeme omezit jen na sousedici buiikky obsazené casticemi. Uvazujeme-li miizkovy plyn
v grandkanonickém souboru, tedy s proménnym poctem castic a chemickym potencidlem

14, je jeho hamiltonian
H=¢€)Y nn;—py n, (2.52)

<ig> i
kde € je energie paru Céstic. Ze substituce n; = (1 + s;)/2 vyplyva, ze (2.52) je, aZ na
definici konstant, ekvivalentni Isingové hamiltonidnu (2.51).

Model polymeru

Jinym pfikladem klasického mtizkového modelu je model polymeru, obr. 2.2. Zde se ob-
vykle pracuje s hranami miizky, které bud jsou nebo nejsou obsazeny ¢lankem polymerniho
fetézce. Podminkou je, Ze se fetézec nesmi protinat; pokud neuvazujeme rozvétvené fe-
tézce, je model ekvivalentni tzv. ndhodné prochazce bez protinani (random self-avoiding
walk).

2.2.4 Kvantové mrizkové modely

Rozdéleni miizkovych modeld na klasické a kvantové je dano spis fyzikalni motivaci nez
tvarem hamiltonianu. Kvantové miizkové modely lze odvodit jako aproximaci ke kvan-
tovym spojitym modelim tak, ze vyuzijeme periodické uspofadani atomii ¢i molekul a
prirozené zavedeme diskrétni prostorové souradnice. Kazdému vrcholu mrizky i je pritazen
néjaky operator &; ptisobici na Hilbertové prostoru CH stavii systému. Prostor CH je dan
jako direktni soucin prostorii Ci! pro jednotlivé vrcholy, CH = @Y ,CH. Pati{ sem jednak
kvantové spinové modely, jednak modely pro silné korelované elektrony. Aniz bychom se
zabyvali odvozenim, uvedeme piiklady modeld z obou skupin. V prvnim piipadé to bude
Heisenbergtiv model, v druhém nejprve nejjednodussi mozny fermionovy model (bezspi-
nové fermiony) a pak Hubbardiv model.

Heisenbergtiv model

Magnetismus je svoji podstatou kvantovy jev a Heisenbergiv model je mikroskopicky
model popisujici vyménnou interakci. Hamiltonian méa tvar

H = ) 3 5,55 (2.53)

<i,j>

Na rozdil od Isingova modelu (2.51), ktery ma podobny tvar, jsou §; nyni operatory
ptisobici na Hilbertové prostoru CH, ktery ma dimenzi 2s+1, s = 1/2,1,3/2, . ... Operétor

; je vektor o tfech slozkach 6; = ((3@), 51@)7 6z‘(2)

g, ) . Kazda slozka je operator reprezentovany
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pii uréité volbé baze v prostoru C! matici dimenze 2s + 1 8. Pro spin % jsou to Pauliho

matice
01 0 —1 1 0
5(z) 5 — 5(2) —
o —<1 O>’ o _<i O)’ o —<0 _1>. (2.54)

Podobné jako v klasickém pripadé, i zde nas zajimaji stfedni hodnoty pozorovatelnych
veli¢in, napf. magnetizace. K jejich vypoctu potiebujeme znat zakladni stav, resp. par-
ti¢ni sumu. Ptesné lze tento problém vytesit pouze pro jednodimenzionalni miizku. Pro
vicedimenzionalni mrizky je nutné zavést dalsi aproximace nebo pouzit pocitacové simu-
lace.

Bezspinové fermiony

Za timto paradoxnim néazvem se skryva model, u néjz nebudeme uvazovat spin Castic
ale zachovame Fermiho statistiku. Pro kazdy vrchol méame jen jeden krea¢ni (a;") a jeden
anihilacni (a;) operator. Smyslem tohoto kroku je formulace co nejjednodussiho kvantové-
-¢asticového miizkového modelu . Abychom dostali netrivialni model, musime uvazovat
interakce mezi sousednimi vrcholy miizky. Hamiltonian je zapsan v operatorech druhého
kvantovani a ma tvar

H=—t> ata; +US fgin,  hi=afa,. (2.55)
(3,9) (4,9

Hubbarduv model

Hubbardtv model byl navrzen s cilem vysvétlit tzv. itinerantni magnetismus kovi. Ten
je zpusoben d-elektrony, které jsou i v pevné latce pomérné dobte lokalizovany v okoli
atomtl. Hamiltonian ma tvar

JyHub _ S S tyatae +US A, Nig = 0304 (2.56)

<t,j> O i

Zde a; (a;,) je kreacni (anihila¢ni) operator pro elektron spojeny s vrcholem i a majici
spin ¢ a n;, je operator poc¢tu castic. Prvni ¢len predstavuje kinetickou energii, druhy
je nejjednodussi ¢len popisujici coulombickou interakci dvou elektront s opac¢nym spi-
nem na témze vrcholu. Symbol o predstavuje spin, o € {7, ]}. V matici ¢;; je mozno se
v nejjednodussim pripadé omezit na diagonalni cleny ¢;; = € a na ¢leny pro nejblizsi sou-
sedy, t<;j~ = t. Dllezitym parametrem ovliviiujicim pouZitelnou metodu feSeni je pomér
U/t. Pro U/t = 1 nelze ani jeden z ¢lent v hamiltonidnu povazovat za poruchu a nalezeni
vlastnich hodnot je obtizné. Pres sviij jednoduchy tvar neni Hubbardiv model s vyjimkou
jedné dimenze exaktné TesSitelny, a tak opét prichazeji ke slovu simulace.

2.2.5 Optimalizac¢ni tlohy

V nejriznéjsich oblastech védy a techniky se zajimame o optimalizaci, tedy maximali-
zaci vykonu ¢i zisku, minimalizaci ¢asu ¢i vlozenych prostfedkt a podobné. Jako priklad

8Pravé maticova reprezentace je vyjadienim kvantového charakteru problému.
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uvedme klasicky problém obchodniho cestujiciho: Je ddno N mést a vzdéalenosti mezi nimi.
Mame najit nejkratsi cestu tak, abychom kazdé mésto navstivili alespon jednou.

Je-li optimalizovany systém dostatecné slozity, miize byt obtizné ¢i nemozné najit
absolutné nejlepsi feseni (globdlni optimum). Pro problém linedrniho programovéani® je
sice znam algoritmus (simplexova metoda), ktery vzdy vede k cili, ale toto ,vzdy“ mize
taky znamenat za 10'% let. V praxi nés vSak uspokoji kazdé ,dobré feseni“, které je do-
statecné blizko (nezndmému) optimu. Jednou z moznosti, jak je ziskat, je pfeformulovat
problém pomoci aparatu statistické fyziky. Funkci mnoha (nikoliv nutné redlnych) pro-
ménnych, kterou mame minimalizovat, ztotoznime s potencidlem U a zavedeme ,teplotu®
T. Pravdépodobnost ,konfigurace“, tedy mozného ale nikoliv nutné optimalniho reSeni,
bude e~Y/T. Podobné jako v piirodé najdeme v ,kanonickém souboru“ pro vysoké 7T i
stavy s vysokou hodnotou U ¢ili daleko od minima, zatimco pro mala 7" budou prefe-
rovany stavy blizké minimu U. Pfi minimalizaci budeme pak postupovat podobné, jako
ptiroda hledd zakladni stav (stav s nejnizsi energii): budeme systém pomoci vhodné si-
mulac¢ni metody pomalu ochlazovat k nulové teploté. Podstatné jsou dvé véci: pocatecni
zahtati, abychom se dostali z pfipadného lokalniho minima, a pomalost ochlazovani; proto
se také tato metoda nazyva simulované zihani (simulated annealing).

9Najit extrém linedrni funkce mnoha proménnych svézanych lineadrnimi rovnostmi a nerovnostmi.
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Kapitola 3

Zaklady molekularni dynamiky

Molekularni dynamika zachycuje vyvoj systému castic podle zakonii mechaniky, ¢imz zde
rozumime mechaniku klasickou. Budeme predpokladat, Ze interakéni potencial U je spojity
a diferencovatelny a mtize obecné obsahovat jak mezi¢asticovy potencial tak i vnéjsi pole,
napf. sily, kterymi ptisobi na ¢astice stény nadoby.

V téchto skriptech se nebudeme zabyvat MD simulacemi modeli s nespojitym poten-
cidlem, jako byl jiZz zminény historicky prvni pokus se systémem tuhych kouli'. Rovnéz
se nebudeme zabyvat Brownovskou (stochastickou) dynamikou, kdy na systém ptisobi
stochastické sily, napt. ndhodné narazy pfredstavujici ptisobeni molekul rozpoustédla na
rozpusténou latku?

3.1 Pohybové rovnice a metoda konec¢nych diferenci
Pokud je potencial spojity, je sila ptisobici na castici ¢+ dana vztahem

ouU (™) :
fi——Tri, Z—].,...,N. (31)

B Pro jednoduchy parovy potencial tvaru (2.29) a (2.30) plati

N

ol du(rj;) r;
R j’L j’L
.Z.fﬂ, Z FE—. (3.2)
J=1,j#i j=1 s
kde rj; = r; —r;. Pfi vypoctu viech sil vyuzijeme vztahu f;; = —f;;, takze musime vydislit celkem N(N —1)/2
¢lend.
PFi odvozeni (3.2) miZeme postupovat takto:
_oU(r
f— =
! 3r1 ; 81‘z

! Algoritmus simulace je zde zcela jiny (viz téz tloha 11.2 na str. 167): ze zndmych poloh a rychlosti
vsech kouli vypocteme cas, kdy dojde k nasledujici srazce. Nové rychlosti po srazce se stanovi podle
zakonu pruzného razu a proces se opakuje.

2Viz monografie R. M. Mazo: Brownian Motion. Clarendon Press, Oxford 2002 nebo struénéji v [13].

31
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Parcialni derivace je nenulova jen pokud ¢ = j nebo ¢ = k. Ze vSech par(i v dvojné sumé nam tedy zlstanou
pravé jen ty, kde je jeden index roven i a pres druhy se bude scitat (pfes viechny astice j s vyjimkou 7), tedy

al ou(rsj) al
_ ij) _ N
LD D VL
J=Lj#i J=Lj#i
Nyni vypocteme derivaci,
O|r ;] Olr; — ry] r; —r,
£ = —u'(r. I (e Y I (e ) 2 J
Ji u'(rji) or, G or; w'(rj:) it -]

kde jsme pouzili vztah d|r|/dr = r/|r|. Ten odvodime bud v soutadnicich (Jr| = (22 + 3 + 22)/2), nebo
z nazoru: funkce |r| roste smérem od pocatku, tedy jeji gradient je stejného sméru a orientace jako vektor r,
a jeho velikost je jednotka.

Casovy vyvoj systému ziskdme FeSenim pohybovych rovnic. V Newtonové formalismu
svazuji pohybové rovnice zrychleni ¢astic pfimo se silami,

r=—, i=1,...,N, (3.3)
my;
kde dvé tecky nad symbolem ozna¢uji druhou ¢asovou derivaci. Rov. (3.3) je soustavou
3N obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu. K této soustavé musime jesté pridat
pocatecni podminky, tj. (obvykle) znalost vSech poloh r; a rychlosti r; pro jisty pocate¢ni
cas t = .

Resenim soustavy (3.3) je tzv. trajektorie, tedy funkce r;(t), i = 1,..., N, v n&jakém
¢asovém intervalu [tg, tmax]. Funkce spojitého argumentu budeme na pocitaéi zaznamena-
vat v diskrétnich bodech tvaru t = tq + ih, kde h je jisty maly casovy tsek (integracéni
krok) a i je nezaporné celé ¢islo. Krok h musi byt pfitom natolik kratky, aby se béhem néj
zménily polohy ¢éstic jakoz i sily jen ,mélo“. Tento postup se nazyva metoda konecnych
diferenct.

Na feSeni soustavy (3.3) metodou kone¢nych diferenci existuje celd fada dobfe vypra-
covanych metod (viz napt. [31]) a je tedy nutno se ptat, pro¢ zde mluvime o zvlastni
metodé ¢i dokonce discipliné. V prvé fadé si musime uvédomit, ze pocet rovnic soustavy
je velmi velky (dnes az miliony), ale to neni ten hlavni problém. Podstatnéjsi je tvar
rovnic a predevsim tvar pravé strany rovnice (3.3). Sila na pravé strané je funkci poloh
vSech Castic a musi se vypocitavat v kaZdém kroku, coz je ¢asové narofné (pfipomerime
si, ze pro parovy potencial to znamené vypocet N(N —1)/2 ¢lent). Pravé tato naro¢nost
diskvalifikuje vSechny metody, které v jednom integracnim kroku vyzaduji né€kolikrat vy-
pocitat silu pisobici na ¢astice (jako napf. zndmé Rungeovy-Kuttovy metody [31]). Na
druhou stranu pfi molekularnich simulacich zpravidla nepotiebujeme integracni krok A
ménit, coz rozsifuje paletu vhodnych metod. Abychom byli konkrétni, uvedme pro pied-
stavu, ze typicky MD experiment i s pouzitim nejvykonnéjsich pocitact zachycuje vyvoj
realného systému po dobu radové pouze pikosekund az nanosekund, coz predstavuje sta-
tisice az miliény integracnich kroki, a tento vysledek bychom radi dostali v dostupném
¢ase (maximalné nékolika dnt a nikoliv mésicii).

B Nez pristoupime k vykladu metod numerického feseni Newtonovych rovnic, osvétlime principy numerické
integrace na prikladu obycejné diferencidlni rovnice prvniho fadu

i =y(rt) (3-4)
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Obrazek 3.1: Eulerova metoda integrace diferencialni rovnice prvniho fadu 7 = r cost. Sméry
tenkych Carek vyznacuji v kazdém bodé (¢,r) hodnotu derivace 7, arkovana krivka udava
presné reseni.

s pocateéni podminkou v Case t = (
r(0) =rg.

Ctend¥ zb&hly v této partii numerické matematiky maze nasledujici vyklad bez obav preskotit.

Znazornime-li si pravou stranu rovnice (3.4) graficky, dostaneme tzv. smérové pole, jehoZ pfiklad je na-
kreslen na obr. 3.1. Usecv:ky smérového pole uddvaji te¢ny k FeSeni rov. (3.4). Za pomoci tuzky lze snadno
graficky uréit FeSeni: nakreslime hladkou kfivku tak, aby jeji smér v kazdém bodé byl dan te¢nami smérového
pole. Takovych feSeni je mnoho, ale jenom jedno prochazi pfedepsanym pocateénim bodem (3.5).

ProtoZe zndme feSeni ry v bodé ¢ = 0 a také derivaci v tomto bodé, mizeme se pokusit nyni odhadnout
feSeni v bodé€ t = h tak, Ze vezmeme prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje,

r(h) = r(0) + hr(0) = 9 + hy(ro,0) .

(3.5)

(3.6)
Stejnym zplsobem muiZeme spocitat hodnotu v bodé t = 2h z jiz zndamého (odhadu) FeSeni v bodé ¢ = h,

r(2h) =~ r(h) + hy(r(h), h), (3.7)

a stejné pro 7(3h), atd. Tato metoda se spojuje s Eulerovym jménem, neni v3ak pFili§ presnd. Jeji (lokalni)
chyba je pFiblizné rovna prvnimu zanedbanému ¢lenu v (3.6), totiz %27“(0) Chyba jednoho kroku je tedy Fadu
h?, coz ozna&ime symbolem O(h?). Zajimdme-li se o fedeni v bodé ¢t = 1, budeme potfebovat 1/h kroki
integrace a celkova chyba bude O(h).

Pokusme se chybu zmensit. Chceme-li vypoditat r(t + h) z r(t) a z hodnoty derivace, bude jisté lepsi,
jestlize misto 7(t) = y(r(t),t) pouZijeme hodnotu derivace ve stfedu intervalu, tedy v ¢ + h/2, pfipadné
aritmeticky primér z hodnot v bodech ¢ a ¢ + h (coz budeme z didaktickych diivodii preferovat). Bohuzel,
nezname r(t+h/2) ani r(t+h), abychom z néj vypoditali pravou stranu. Jsou dvé moznosti, jak tento problém
resit.

Prvni moznosti je pouzit odhad (3.6), jeden krok metody vSak bude vyzadovat dvoji vypodet pravé strany.
Z predpovézené polohy

rP(t + h) = r(t) + hy(r(t),t) (3.8)
vypolteme znovu pravou stranu y(r?(t 4+ h),t + h) a pak vyslednou polohu v bodé& ¢t + h
t),t P(t+h),t+h
B — oty 4 U SRR 59)

2
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Prediktor rP(t + h) ma chybu O(h?), chybou stejného ¥adu je tedy zatiZena i prava strana y(r?(t +h),t+ h),
ale je zndsobena v rov. (3.9) krokem h, takZe dostdvame r(t + h) s chybou O(h®). Protoze Ize ukédzat
(pouZitim Taylorova rozvoje), Ze nahrazenim derivace v intervalu aritmetickym primérem krajnich hodnot
se nedopustime chyby vé&t$i, je chyba metody O(h?). Matematicka precizace vySe uvedeného postupu vede
ke skupiné Rungeovych-Kuttovych integraénich metod, viz oddil 12.4. K jejich vyhoddm patfi jednoduchost,
pfima pouzitelnost pro feSeni pocatecni Glohy a snadnd zména velikosti integracniho kroku, k nevyhodam
nutnost poditat pravou stranu nékolikrat béhem jednoho kroku.

Druhou moznosti je nezndmou hodnotu 7 (¢t + h) (pfipadné r(t 4+ h/2)) odhadnout ze znalosti hodnot
v Casech t a t — h linedrni extrapolaci bez vypoctu pravé strany

rP(t+h) =2r(t) —r(t —h) (3.10)

a déle postupovat stejné jako v prvnim pfipadé, jen misto y(r(t),t) se pouzije predchozi spoctené y, tedy
y(rP(t),t), protoze y(r(t),t) nepocitame,
(rP(t),t) + y(rP(t + h),t + h)

r(t+h) = r(t) + hY : . (3.11)

R4d metody je stejny (i kdyZ koeficient chyby je ponékud vétsi), pravd strana se viak politd jen jednou.
Nevyhodou je nemoZnost pfimého FeSeni polatecni dlohy, protoZe nezndme r(—h); nejprve musime (napf.
pomoci (3.8) a (3.9)) spoditat r(h) a teprve kdyz zname r(0) i r(h), mizeme pokraovat pomoci (3.10) a
(3.11). Tato metoda patfi do skupiny integrator(i typu prediktor-korektor.

Pro rovnici druhého fadu miZeme postupovat obdobné s tim, Ze misto (3.6) vezmeme Taylor(iv rozvoj
do h%i/2, pficem% za i dosadime pravou stranu. Zpresnénim miizeme opét dostat bud Rungeovy-Kuttovy
metody, nebo, jak uvidime v oddile 3.1.2, metody typu prediktor-korektor. V nasledujicim oddile vSak odvodime
Gspésnou metodu pro integraci Newtonovych rovnic jesté jednoduseji.

3.1.1 Verletova metoda

Pokusme se navrhnout jednoduchou metodu numerické integrace rovnice (3.3). K tomuto
ucelu prepiseme druhou derivaci pomoci diferenci. Nejjednodussi moznou formuli je

#i(t) = rit—h) = 212?) trlt+h) O(h?) (3.12)

kterou snadno obdrzime, jestlize rozvedeme r;(t + h) podle Taylorovy fady se stfedem v ¢
do druhého radu.

Vzorec (3.12) svazuje hodnoty FeSeni ve tfech po sobé jdoucich bodech, t —h, t a t+h,
¢ehoz vyuzijeme k vipoctu r;(t+h). Dosazenim (3.12) do (3.3) a zanedbanim chyby O(h?)
dostaneme

ri(t +h)=2r;(t) —ri(t —h) —|—h2f;7(;). (3.13)
Takto zapsana rovnice predstavuje rekurentni predpis, jak ze znalosti poloh c¢astic v case
t a zarovenl v predchozim ¢ase t — h spolu se znalosti sil (v ¢ase t) vypocitat nové polohy
v Case t + h.

Protoze na za¢atku zadavame pocatecni (tj. pro ¢as tg) polohy a rychlosti, chybi ndm
k plné spokojenosti pouze znalost pfedchozi polohy r;(to—h). To je ale jen maly problém,
lze napt. pouzit rozvoje

ri(to — h) = r;i(to) — hi;(ty) + h;fi(to)

—— O(h?), (3.14)
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CONST h=0.001 integracni krok

REAL t=0 cas a jeho pocatecni hodnota

VECTOR r=(1,0) poloha planety v case t; vektor r se sklddd ze sloZek (rl.x,rl.y)
VECTOR rold, rnew

VECTOR a zrychleni

VECTOR v=(0,0.5) pocdtecni rychlost

REAL f
rold := r-h*v jednodussi verze vzorce (3.14)
REPEAT

f = (r.x**2+r.y**2)**x(3/2)

a := -r/f

rnew := 2%r-rold+h**2x%a

rold :=r

r := rnew

t := t+h

NakresliBod(r.x,r.y)
UNTIL t>10 skondéi po 10 casovych jednotkdch (to jsou asi 4 obéhy)

Algoritmus 3.1: Vypocet drahy planety kolem Slunce Verletovou metodou v redukovanych
jednotkach (gravitaéni konstanta i hmotnost planety jsou 1). Trajektorie je nakreslena na
obrazcich 3.2 a 3.3 vlevo.

pfipadné v ném jesté zanedbat ¢len s h2.

Vyse uvedena metoda se spojuje se jménem Verleta® a, jak uvidime pozdé&ji, neni tak
Spatna, jak by se mohlo z jednoduchého odvozeni zdat. Priklad implementace i s vypoctem
pocatecnich rychlosti je v algoritmu 3.1.

B Verletova metoda se ¢asto uvadi v ekvivalentni formulaci

f‘i(t + h/2) = f‘i(t — h/Q) + hfi(t)/mi

kterad se dostane z (3.13) pouZitim vztahu
i(t+ h/2) = [ri(t + h) — 1;(t)] /b + O(h?) (3.16)

a jeZ se, vzhledem ke stfidavému pouziti plilenych &asii, nazyva leap-frog*. Tato metoda je pouZita v algoritmu
5.1. Variace zvana rychlostni Verlet (velocity Verlet) je ve tvaru prediktor-korektor (viz dale):
r(t+h) = ri(t) +hri(t) + (B2 /2)f(t) /m (3.17)
ri(t+h) = () + (h/2)[6@) + £t +h)]/mi, (3.18)

kde f;(t + h) je pocitdno pro polohy ziskané z (3.17). Zopakujme, Ze vSechny tyto metody davaji totozné
trajektorie. TotoZnou trajektorii s ponékud presnéj$im odhadem rychlosti pouziva i tzv. Beamanova metoda®.

3L. Verlet: Phys. Rev. 159, 98 (1967).
4Podle anglického vyrazu pro cviéeni, pii némz se dvé déti navzajem preskakuji.
°D. Beaman: J. Comput. Phys. 20, 130 (1976).
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3.1.2 Gearovy integratory

V metodé (3.13) je k vypoctu poloh ¢astic v ¢ase t+h potieba znét polohy v ¢asech t a t—h.
Je zfejmé, Ze ¢im vice ,historie* vyvinu systému (tj. znalosti v ¢asech t — h, t — 2h, ...)
pouzijeme, tim asi presnéjsi vysledek pro t+ h lze ocekavat. Nepotiebujeme-li ménit délku
kroku, jsou metody vyuzivajici znalosti historie pfi stejném poctu vypoctlu pravé strany
na jeden krok integrace efektivnéjsi nez metody, které tuto znalost nevyuzivaji (napf.
Rungeovy-Kuttovy). Déle, protoze potfebujeme co nejrychlejsi algoritmus, budeme se za-
byvat specialni skupinou tzv. Gearovych integratori, které vystaci jen s jednim vypoctem
pravé strany (3.3) v jednom integra¢nim kroku. Podle rozdéleni integracniho kroku na dvé
¢asti patii Gearovy metody mezi metody typu prediktor-korektor.

O co jde? Nejprve se ze znalosti poloh v predchozich integra¢nich krocich (v ¢asech ¢,
t — h, t — 2h, atd.) vypocte proloZzenim polynomem pfiblizna ocekdvand hodnota v ¢ase
t + h, tzv. prediktor r?. Derivaci polynomu mtZeme spodcitat také predikci zrychleni ¥%.
Lepsi hodnotu zrychleni ovéem dostaneme, dosadime-li prediktor r? do pravé strany po-
hybové rovnice (3.3). Tato dvé zrychleni budou nepatrné rozdilna (z dtvodu pfibliznosti
aproximace koneénych diferenci), a tak ve druhém kroku predikované hodnoty poloh ko-
rigujeme, abychom tento rozdil minimalizovali.

Budeme nyni konkrétni. Abychom se vyhnuli prokladani polynomu danou historii
bodt, je vyhodnéjsi misto poloh v sérii ¢asu t,t — h,t — 2h, ..., skladovat stejné mnozstvi
informace ve formé nulté, prvni, druhé atd. derivace v ¢ase t s tim, ze pfevod je jedno-
znacné urcen interpola¢nim polynomem. V kazdém integracnim kroku tedy budeme mit
k dispozici vektor

R=| r. |. (3.19)

Vektor jsme pro tisporu mista zapsali jen do fadu h? véetné, prvni zanedbany ¢len je tedy
fadu h?, a proto fikdme, Ze tento integritor je ¢tvrtého ¥adu. Z vektoru (3.19) nejprve
vypocitame prediktor

1 111
1 2
mrn=| o o 15| RO, (3.20)
000 1

Puvod ¢isel v matici je snad jasny — jsou to binomické koeficienty, protoze vzorec (3.20)
neni nic jiného nez ,maticové* zapsana Taylorova fada. Prvni prvek vektoru RF(t + h),
totiz r¥ (¢t + h), obsahuje predikci pozic v ¢ase t + h. Pouzijeme jej k vypoctu pravé strany
fi(t + h) rovnice (3.3) a srovname s predikci téhoz €lenu, totiz s tfetim prvkem vektoru
RP(t + h). Tim ziskdme chybu, kterou oznacime F,

R fi(t+h) K%,
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rad ao ay a9 as ay as
2 12 1

3 5/12 1 1/2

4 3/8 1 3/4 1/6

5 251/720 1 11/12 1/3 1/24

6 95/288 1 25/24 35/72 5/48 1/120

Tabulka 3.1: Gearovy koeficienty pro rovnici prvniho fadu.

rad ao @ ao b ay a9 as Qy Qs

3¢ 0 0 1 1

4 1/6 1/6 5/6 1 1/3

5 19/120 19/90 3/4 1 /2 1/12

6 3/20 3/16 251/360 1 11/18 1/6 1/60
® vhodné pro pravou stranu bez r

b vhodné pro pravou stranu s ¥
¢ rychlostni Verletova metoda

Tabulka 3.2: Gearovy koeficienty pro rovnici druhého radu.

a kterou pouzijme ke korekci predikované polohy,

Qo
ai
)
as

R(t+h)=RP(t+h)+ E. (3.22)

Nezndmé koeficienty a; se ziskaji z podminek stability, tedy z pozadavku, aby se chyby
v prubéhu opakovani iteraci prediktor-korektor nekumulovaly, ale vymizely co nejrychleji
(podrobnéji viz Dodatek 12.3). R4d metody proto zlistane stejny (v naSem p¥ipadé ctyti).
Kdybychom namisto (3.3) chtéli fesit diferencialni rovnici prvniho fadu, kterou for-

malné zapiSeme ve tvaru
i =yi, (3.23)

museli bychom (3.21) nahradit vztahem
E = hyi(t + h) — hf‘f(t + h) . (3.24)
Hodnoty koeficientti pro rovnice prvniho a druhého fadu udavaji tabulky 3.1 a 3.2.
B Metoda, kterou jsme odvodili ,,na prstech” na str. 34 a o které jsme prohlasili, Ze je metodou typu prediktor-
-korektor s jednim vypoltem pravé strany, je ve skutecnosti ekvivalentni Gearové metodé druhého fadu (pro

rovnici prvniho ¥adu, viz tabulka 3.1). Snadno se o tom presvédé&ime, jestlize poloZzime hr(t) = r(t) — r(t — h)
a dosadime do (3.10) a (3.11).

Zbyvé se zminit o pocatecnich podminkach, tj. o hodnoté vektoru R v case ty. Prvky
Ry a R, obsahuji pocate¢ni polohy a rychlosti, které zname. Prvek R, obsahuje zrychleni,
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Verlet Gear m=4 Gear m=5 Gear m=6

Obrazek 3.2: Trajektorie planety krouZici kolem Slunce vypoc¢tené ruznymi metodami in-
tegrace Newtonovych pohybovych rovnic. Nakresleno je padesat obé&hu, jeden obé&h je 550
integracnich krokau.

které spo¢teme z pravé strany rovnice (3.3). Co ale s vy$$imi derivacemi? Pro spravné
feSeni pocatecni llohy bychom meéli nejprve pouzit néjakou jinou metodu, pomoci ni spo-
c¢itat nekolik kroki integrace a teprve vybaveni dostatecnymi znalostmi historie prepnout
na metodu prediktor-korektor. Nastésti nas v metodach MD nezajiméa presné feSeni po-
¢atecni ulohy, ale statistické vlastnosti trajektorie v dlouhych casech. Uvédomime-li si, ze
malé chyby prediktoru po nékolika krocich vymizi, miizeme bez vycitek svédomi polozit
tyto neznamé vyssi derivace rovny nule.

3.2 Volba integratoru a integracni krok

Jak jsme vidéli, metod pro feSeni soustavy (3.3) je celd fada a otazkou je, jakou metodu
si zvolit a na zakladé jakych kritérii. Pfedem je asi jasné, Ze se budeme snazit mit inte-
gracni krok co nejdelsi, abychom k ziskani trajektorie stejné délky potfebovali co nejméné
vypocti. Tim vSak vzristaji chyby metody a my se musime rozhodnout, jaké chyby jsou
jesté akceptovatelné. Pro uplnost je nutno dodat, ze pfi zkracovani integra¢niho kroku
vzrasta kromé objemu vypocti i vliv zaokrouhlovacich chyb, které se mohou kumulovat;
za béznych podminek je vSak tento jev nevyznamny.
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Obrazek 3.3: Jako obr. 3.2 ale s dvojnasobnou délkou kroku.

Abychom ziskali predbéznou predstavu o tom, co Ize od jednotlivych integratoru ¢ekat,
spocitali jsme riznymi metodami trajektorie planety krouzici kolem Slunce, viz obr. 3.2.
Spravny vysledek by méla byt elipsa. Vidime, ze riizné integratory se chovaji kvalitativné
jinak. Verletova metoda davéa staceni perihelia, ale velkd poloosa drahy se neméni, a
tedy celkova energie se zachovava s velkou presnosti. To je disledkem casové reverzibility
metody, ¢ili invariance rov. (3.13) vzhledem k zdméné h za —h. U Gearovych metod
je staceni perihelia malé, ale systematicky rtust ¢i klesani energie vede ke zméné velké
poloosy drahy. Z obr. 3.3 je pak také patrny vliv prodlouzeni integra¢niho kroku. Chyba
vsech metod se zvétsuje, pricemz ¢im vyssi fad metody, tim rychlejsi zhorsovani. Metody
vyssiho fadu jsou nachylnéjsi k tiplnému selhani, kdy chyby kroku stoupnou natolik, Ze je
jiz stabilitni vlastnosti integratoru nejsou schopny eliminovat. Mizeme proto uzaviit, ze
pro vysoké pozadavky na pfesnost integrace jsou vyhodnéjsi metody vyssiho radu, zatimco
pro ,,mékké” pozadavky vyhovi Verlettiv algoritmus s dobrym zachovanim energie.

Ve statistické fyzice nemame jen dvé Castice, ale (nejméné) stovky, coz vybér inte-
grac¢ni metody komplikuje. Pfedevsim neni viibec jasné, co to znamena ,lepsi integrator®.
Skutecné robustni kritérium kvality by bylo, aby metoda davajici nejmensi chybu mere-
nych termodynamickych velicin pii nejdelsim integracnim kroku byla nejlepsi. To je vsak,
pro obrovsky objem vypocti, sotva proveditelné v praxi. Nastésti se ukazuje, ze citlivost
béznych veli¢in k chybé integrace je mala (avSak vzdy se vyplati byt pesimisticky!). Pro
bézné srovnani kvality integratort (jakoz i ladéni molekuldrné dynamického programu)
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se proto vyuzivaji integrdly pohybu. Pfi nejbéznéjsich MD simulacich se pouziva mikro-
kanonicky soubor, ve kterém se zachovava celkova energie. Zachovani dalSich integralt
pohybu zavisi na symetriich®. Volny systém (bez stén) je transla¢né i rota¢né invariantni,
a tudiz se zachovavaji vektory celkové hybnosti i momentu hybnosti. Po piidani vnéjsi
konzervativni sily, ktera neni transla¢né ani rotacné invariantni (napf. uzavieme-li ¢astice
do krychlové krabice), se zachovavat nebudou. V periodickych okrajovych podminkach
(viz oddil 6.2.1) se zachovava jen hybnost.

Pfi simulaci v mikrokanonickém souboru (o dalsich souborech bude pojednano sa-
mostatné v kap. 7) by tedy méla byti celkovd (potencidlni+kinetickd) energie systému
konstantou. V praxi samoziejmé presnou konstantou nebude, ale bude zatiZzena chybami.
Ukazuje se, Ze tyto chyby jsou dvojiho druhu:

1. Systematicky rust ¢ snizovani energie (anglicky drift) jako disledek ¢asové irever-

zibility integratoru.

2. Chaoticka slozka (Sum) jako dusledek statistického souctu jednotlivych chyb pro
rizné castice.

B Nahodné" zdroje chyb (zaokrouhlovaci, nespojitost potencidlu, u nékterych integraénich metod chyby
integrace) se zpravidla projevuji jako Sum, ktery je v kazdém case ndhodny a tudiz jeho stfedni odchylka
roste s odmocninou casu. Verletova metoda je vSak jesté lepsi, je totiz prikladem tzv. symplektickych metod,
které zachovavaji fazovy objem. Pro urditou tfidu ,dostatecné spojitych” potencidli lze ukazat, ze Verletovu
metodu lze napsat jako pfesnou simulaci poruseného hamiltonidnu, stfedni hodnota chyby je proto stacionarni
(neroste s &asem), coz je z hlediska simulaci idedlni situace. Bohuzel, obvyklé potencidly jako Lennard-Jonesiv

nejsou , dostatecné spojité” (maji singularity pro nulovou vzdélenost ¢astic) a Verletova metoda vykazuje drift
i rostouci Sum. Ten se vSak projevuje jen pro extrémé dlouhé integracni kroky a v praxi je zanedbatelny.

Zatimco chyba zpiisobena driftem roste linearné s ¢asem, pro Sumovou slozku plati,

ze stredni odchylka roste nejvyse s odmocninou c¢asu, tj. mnohem pomaleji. Proto se
casto dava prednost reverzibilni Verletové metodé, kterd vykazuje bez dalsich tprav lepsi
zachovani energie a nadto je jednodussi. Obvykle pozadujeme, aby chyba celkové energie
v prubéhu celé simulace byla mensi nez néjaké predem dané ¢islo (obvykle se voli relativni
chyba 107%-107?), jinak by se ndm termodynamické veli¢iny ménily s Gasem.
B Protoze se chyby kumuluji, zvlasté pro ireverzibilni metody, ved| by vySe uvedeny pozadavek pro velmi dlouhé
simulacni béhy k pfilis prisnym pozadavk(m na presnost, integracni krok by musel byt prilis kratky a efektivita
by klesla. Proto je vyhodné tyto drobné zmény energie v pribéhu simulace korigovat. ProtoZe se jednd o malé
odchylky (vysokého Fadu), neni prili§ kritické, jakou metodu pouzijeme. Vyhovi napf. preskédlovani rychlosti
jednou za nékolik MD krokl (viz téZ odd. 7.2.1). Poznamenejme také, Ze pro MD metody pfi konstantni
teploté (viz odd. 7.2) se problémy driftu vyfesi samy od sebe.

Vyse uvedeny vyklad je ilustrovan na obr. 3.4 pro simulaci modelu kapalného argonu.
Jak je vidét, prijatelnou chybu celkové energie davaji vSechny metody s integra¢nim kro-
kem h = 0.005 ps; pro delsi ¢asy bychom vsak museli u Gearovych metod zacit korigovat
drift”. Hodnota h = 0.01 ps vyhovi jen tak tak s tim, Ze korekce driftu je nutnosti. Hodnota
h = 0.02 ps zfejmé nevyhovuje.

6Pfesné vzato, tento ,MD mikrokanonicky soubor“ neni totozny s mikrokanonick§m souborem pravé
proto, Ze se kromé energie zachovavaji i dalsi integraly pohybu, viz napft. R. Lustig: J. Chem. Phys. 100,
3068 (1994).

"Rad driftu je pro Gearovu metodu étvrtého i patého ¥adu pét, tj. pro smérnici plati konst x h°. Tento
fad musi byt lichy, nebot musi zménit znaménko po transformaci h — —h.
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Obrazek 3.4: Vyvoj celkové energie v zavislosti na metodé& integrace a délce kroku h =
0.005 ps ( ), h=00lps(———)ah=002ps (------- ); nékteré k¥ivky jsou pro prehlednost
posunuty o vhodny nasobek 100 K. Vysledky simulace 216 atomu Lennard-Jonesova modelu
argonu pii teploté pFiblizné 150 K a hustoté 1344 kg m~3.

Existuji i ¢asové reverzibilni integratory vyssiho ¥adu®.

8H. Yoshida: Phys. Lett. A150, 262 (1990).
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Kapitola 4

Zaklady metody Monte Carlo

4.1 Monte Carlo integrace

Jak jiz bylo FeCeno, smyslem pocitacovych simulaci je generovat konfigurace systému
mnoha ¢astic a tyto konfigurace pak pouzit ke stanoveni riznych termodynamickych ¢i
strukturnich veli¢in, coz obvykle predstavuje vypocet néjaké stfedni hodnoty. Metoda MC
generuje konfigurace praveé s ohledem na efektivni vypocet stfednich hodnot. Nazev me-
tody pak pochézi z toho, ze na rozdil od deterministické MD pouziva generator ndhodnych
Cisel.

B Generator ndhodnych Cisel je fyzikalni zafizeni nebo pocitaéovy kéd, ktery produkuje ndhodna Cisla s danymi
statistickymi vlastnostmi. Podrobnéjsi informace najde ¢tenar v dodatku 12.1.

Jako dvodni pfiklad metody MC si ukazme vypodet Cisla 7, viz algoritmus 4.1. Budeme stfilet ndhodné
body do jednotkového Ctverce a stanovime, jestli bod padl do ¢tvrtkruhu se stfedem v jednom vrcholu Ctverce.
Za predpokladu rovnomérného rozlozeni plati

pocet bodl ve Ctvrtkruhu

~
~

™
. 4.1
pocet vSech bodi 4 (4.1)

PFi pocitaCové realizaci vygenerujeme dvé ndahodn3 Cisla, kterd budou reprezentovat bod ve Ctverci; je-li gene-
rator kvalitni, neméla by tato Cisla byt korelovana. Je-li vzdalenost tohoto bodu od pocatku soufadnic mensi
nez jedna, zapoéteme jedni¢ku do poctu uspésnych pokusii. Tento elementarni pokus musime opakovat mno-
hokrat, abychom dostali co nejpresnéjsi vysledek; pfitom plati, ze chyba je nepfimo imérna druhé odmocniné
poctu pokus.

Princip metody Monte Carlo ve statistické fyzice vysvétlime na simulaci v kanonickém
NVT souboru. Simulace v jinych souborech budou uvedeny v samostatné kapitole.
Uvazujme vypocet stfedni hodnoty funkce X v kanonickém souboru, rov. (2.10), a
prepisme integral do diskrétnich proménnych (napf. pomoci lichobéznikového pravidla),
abychom ho mohli vy¢islit na pocitaci:
> X (VW) exp[—pU (¥ ®)]
(x) ==L , (4.2)
> exp[—pU ™))
k=1

43
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INTEGER n celkovy pocet bodi

INTEGER i

INTEGER nu pocet bodu ve cturtkruhu

REAL x,y souradnice bodu ve ctverci

REAL rnd() funkce vracejict ndhodné ¢islo v intervalu (0,1)

nu := 0

FOR i := 1 TO n DO
x := rnd()
y := rnd()

IF x*x+y*y < 1 THEN nu := nu + 1

PRINT "pi=", 4*nu/n

Chybu (ptesné: odhad smérodatné odchylky) vypocteme z 6f = ((f — (f))?/(n — 1)), kde f = 1
s pravdépodobnosti w/4 =nu/n a f =0 s pravdépodobnosti 1 — w/4 =1 — nu/n.
PRINT "chyba=", 4*sqrt((1-nu/n)*(nu/n)/(n-1))

Algoritmus 4.1: Vypocet ¢isla 7 metodou Monte Carlo.

kde V') znaé¢i symbolicky k-t§ bod v diskrétnim souboru bodt. I kdybychom rozdélili
integracni interval kazdé proménné pouze na 10 dilkl, dostaneme jiz pti N = 100 nesmy-
slné velky podet konfiguraci, n = 103%°. V praxi tedy nemfizeme uvaZovat pii vypoctu
(X) vSechny konfigurace, ale pouze jejich néjakou vybranou podmnozinu. Otazkou pak
je, jak nejefektivnéji tuto podmnozinu vybrat.

matematické metody Monte Carlo vypoc¢tu mnohonésobnych integrali (neboli tzv. naivni
metody Monte Carlo) [32].

B Pro odhad integrdlu funkce f(x1,...,2p) pFes oblast Q v D-rozmérném prostoru plati:
Q n
/ f(z1,...,xp)day ... dep =~ % Zf(a:ﬁ’“), . 7x%€)), (4.3)
Q k=1
kde (mgk), - ,xg)) znadi k-ty ndhodny bod v oblasti Q, jejiz D-objem je |€2|. V Gvodnim pFikladu vypoctu

&isla 7 jsme integrovali funkci f(x,y) = {1: 22 +y? <1, 0: 22+ 4% > 1} pres Q = [0,1] x [0, 1].

V pfipadé vypoctu stfedni hodnoty systému mnoha ¢astic, rov. (4.2), vSak tato metoda
zcela selhava z jednoho prostého divodu: ndhodny vybér nedéla rozdil mezi konfigura-
cemi, které maji velkou pravdépodobnost vyskytu a tudiz podstatné prispivaji k hodnoté
(X), a malo pravdépodobnymi ¢ pfimo nemoznymi. Nejjednoduseji se tato skutecnost
demonstruje na pfipadu systému N tuhych kouli. Generovat nahodné konfigurace tohoto
systému znamend nahodné volit polohy N kouli v objemu V' (ndhodné vybirat konfiguraci
rV:®) v (4.2)) a vypoéitat vidy soucin funkce X s Boltzmannovym faktorem exp(—3U).
Pro libovolnou konfiguraci vSak s velikou pravdépodobnosti (pro vysoké hustoty témér
s jistotou) dojde k tomu, Ze alespoii dvé koule se budou protinat, a tedy Boltzmanntiv
faktor bude nula. Pravdépodobnost ziskdni mozné konfigurace je témét nula a vyraz (4.2)
nebude vibec definovan (déleni nuly nulou).
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Reseni, které se nabizi k odstranéni tohoto problému, je toto: p¥i vypoctu stfedni
hodnoty nebudeme uvazovat libovolné konfigurace, ale pfednostné ty, které podstatné
prispivaji k hodnoté integralu (anglicky importance sampling). Otazkou pak je

1. jak toto realizovat a
2. dostaneme-li spravny odhad (X).

Pokud se tyka problému (1), je samozfejmé obtizné vytvorit moznou (dostatecné pravdé-
podobnou) konfiguraci pouhym vkladanim ¢astic do prazdného prostoru (viz vyse uvedeny
ptiklad). Mame-li vSak néjakou (dostateéné pravdépodobnou) konfiguraci, pak by jiz ne-
mél byt takovy problém z této konfigurace vytvorit jinou dostate¢né pravdépodobnou
konfiguraci. Intuitivné lze tedy navrhnout nasledujici schéma, které pro jednoduchost vy-
svétlime opét na systému tuhych kouli. V tomto piipad€ je totiz Boltzmanntv faktor
bud nula nebo jedna a tedy kazda konfigurace, ve které nedochdzi k piekryvu zadnych
kouli, ma stejnou pravdépodobnost vyskytu, zatimco konfigurace s prekryvem se nikdy
nevyskytnou. Predpokladejme tedy, Ze se nam podarilo néjakym zpisobem vytvorit moz-
nou konfiguraci. Zménime-li nyni polohu jedné (nebo i vice) kouli tak, Ze opét nedojde
k prekryvu, dostaneme dalsi moznou konfiguraci, a tak mtzeme pokracovat a vytvorit
posloupnost konfiguraci, ktera bude nasi vybranou posloupnosti v kanonickém souboru.

Jak uvidime dale, Ize vyse uvedeny princip rozsitit a najit vhodnou vybranou po-
nuv faktor nabyva vice hodnot nez jen dvou. Rigorézné se tento problém fesi pomoci
Markovovych fetézcii, coz nakonec zajisti i spravnost vysledku (bod 2).

4.2 Boltzmannovské vzorkovani

4.2.1 Markovovy retézce

Markoviiv fetézec je posloupnost nahodnjch velicin (udalosti, jevil) S® k= 1,..., oo,
které se vybiraji z jisté (pro jednoduchost kone¢né) mnoziny stavii (pro nas: konfiguraci)
{A;},i=1,..., M. Vyskyt stavii neni pfitom nezavisly, ale udélost, kterou pozorujeme
v ,Case“ k + 1, zavisi na tom, jakd udalost byla pozorovana v ¢ase k. Konkrétné, jestlize

se v Case k vyskytne udalost A; s pravdépodobnosti 7ri(k) (tj. ndhodna veli¢ina S (k) nabyva
(k)

)

hodnoty A; s pravdépodobnosti 7
podobnosti, pro kterou plati

), pak v Case k + 1 se udalost A; vyskytne s pravdé-

M
nebo zapsano vektorove
alttl) — 2B W | (4.5)

kde matice W je tzv. matice prechodu, jejiz prvky W;_; = W(A; — A;) maji fyzikalni
vyznam pravdépodobnosti pfechodu ze stavu A; do stavu A; (jsou tedy nezéporné) a jez
musi splilovat normovaci podminku

M
> Wi_; =1 pro viechna i. (4.6)

Jj=1
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Tato podminka znamend, Ze z konfigurace A; vznikne (s pravdépodobnosti jedna) jedna
z konfiguraci A;, j =1,... M.

B Na rozdil od Markovova 7retézce, kde index posloupnosti k nabyvd pouze diskrétnich hodnot, mizeme

definovat i Markovilv proces, ve kterém mame spojity ¢as. Misto Wz(k) napiseme tedy m;(t). Stéle vSak pred-

pokldaddame, ze pravdépodobnosti vyskytu konfiguraci v ase t zavisi pouze na , infinitezimalné predchazejici*
konfiguraci v Ease ¢ — dt. Rov. (4.6) prepieme do tvaru 7;(t 4+ dt) — m;(t) = S m () Wi; — m;(t) x 1,

kde za 1 dosadime z (4.6). Po vydéleni d¢ dostaneme tzv. idici rovnici (master equation)

dry(t) & M
& ; mi(O)Wiej — m;(t) ; Wi, (4.7)

kde elementy W;_,; maji nyni vyznam rychlosti zmény stavu a neplati pro né (4.6) — normalizace je zajisténa
druhym &lenem v (4.7).

Markovliv proces i fetézec jsou specidlnim pripadem obecného stochastického neboli ndhodného procesu,
coz je systém nahodnych veli¢in definovanych na jistém pravdépodobnostnim prostoru s hodnotami v jistém
méfitelném prostoru. Je tfeba rozliSovat mezi procesem, coz je systém nahodnych veli¢in, a jeho realizaci,
nazyvanou téz trajektorie. Napr. pro vyse definovany Markovilv fetézec je jedna konkrétni posloupnost konfi-
guraci, napt. {A7, A1z, A7, Ays,...}, jednou realizaci, kterd se vyskytne s jistou pravdépodobnosti! v Fetézci
{SM 8R) SG) S} Teprve kdy? uvazujeme pravdépodobnosti vsech realizaci, miizeme mluvit o pro-
cesul

Mame-li Markovtiv fetézec, mizeme si polozit fadu otazek. Napriklad, vyjdu-li ze stavu
A;, jaka je pravdépodobnost toho, ze po k krocich dojdu do stavu A;? Jak bude zaviset
vyskyt stavu A; na k? Tyto otazky osvétlime nejlépe na prikladu.

Mam v kancelari pocitac. Ten mi vzdy funguje, ale horsi je to se siti, ta nékdy funguje,
nékdy ne. Dlouhodobym pozorovanim jsem zjistil, ze

1. funguje-li sit dnes, je 60% pravdépodobnost, Ze bude fungovat i zitra;
2. nefunguje-li sif dnes, pak s pravdépodobnosti 70% nebude fungovat ani zitra.

Stav sité tedy nabyva dvou hodnot, A; = funguje“ a As =, nefunguje”. Pravdépodob-
nosti v Case k lze popsat dvourozmérnym vektorem

7 = (o), ).
Matice prechodu je v tomto pripadé
0.6 04
W= < 0.3 0.7 ) '
Jestlize tedy véera byl stav sité popsan vektorem 7!, pak pro dnesni stav plati:
a2 — 2 W,

Tedy napi. je-li 7 = (1,0), pak ©#® = (0.6,0.4), a je-li 7 = (0,1), pak 7® =
(0.3,0.7). Takto mohu pokracovat a druhy den mam rozlozeni

) = 7@ W = 71 . W2

IToto tvrzeni neni piesné, protoze pravdépodobnost realizace nekonecné posloupnosti bude nejspis
nula. Ctenaf necht si piedstavi kone¢nou vybranou posloupnost s obecné nenulovou pravdépodobnosti.
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a tedy
3 _ ] (048,0.52), jeli ) =(1,0),
(0.39,0.61), je-li 7 = (0,1).

Pokracuji-li déle, zjistim, ze rozlozeni (™ pro velka n nebude uz viibec zaviset na 7 a
dostanu tzv. limitni rozlozeni

lim 7™ = 7 = (0.4286,0.5714), (4.8)

n—oo

tedy priamérné pravdépodobnost fungovani je 43%. Opravdu je tomu tak ale vzdycky?
Zkusme néco jiného. Byl jsem na dovolené a nevim, zda véera sit fungovala nebo ne. Jeden
kolega fika, ze sit nefungovala, druhy tvrdi, Ze ano. Pravdépodobnosti pro a proti jsou
tedy asi stejné a pocatecni stav proto vezmeme ve tvaru

71 = (0.5,0.5).
Jaké je tedy pravdépodobnost, ze sit bude fungovat, az dnes pfijdu do prace?
7@ = 7M. W = (0.45,0.55)

a tedy pravdépodobnost je 45%. Budu-li nyni pokracovat ve vypoc¢tu pravdépodobnosti
dél, zjistim, Ze po nékolika dnech dostanu opét rozlozeni (4.8).

Ve statistické fyzice nés zajima méteni veli¢in. Zde muze jako ptiklad velic¢iny (pozo-
rovatelné) slouzit vydélek: jestlize sit funguje, vydélam X (,funguje®) = 2000 K¢ za den,
jestlize nefunguje, nemohu pracovat a beru pouze X (,nefunguje“) = 500 Ké. Pramérny
vydeélek je dan stfedni hodnotou

(X) = 7(,funguje*) X (,,funguje*) + 7 (,,nefunguje*) X (,,nefunguje”) = 1143 K¢ .

Matice prechodu v nasem jednoduchém prikladu méa tu vlastnost, ze systém ztraci
~pamét“, tj. po jisté dobé pravdépodobnost 7; nalezeni jevu A; viibec nezavisi na tom,
z jakého rozlozZeni jsme vysli. A jak tento priklad souvisi s pivodnim problémem vybrané
posloupnosti, s niz budeme prochazet konfiguracni prostor? Jednoduse. Méjme posloup-
nost stavii ¢ili nyni konfiguraci {A®1?_, vybranou z Markovova fetézce {SM, S® ..}
s limitnim rozlozenim

exp(—pU;)  _ exp(=fUj)

T = = , 4.9
TS (00 - Q 4
kde jsme oznadili U; = U(A;). Pak stfedni hodnota veli¢iny X podél tohoto Fetézce,
¢ -1y xw
X==-> xW, (4.10)
]

kde X*®) = X (A®), bude pro rostouci n konvergovat k souborové stfedni hodnoté dané
vztahem

(X) = ;WjX(Aj) = ;Wij . (4.11)

Zbyvé uréit podminky, za kterych #*) = 71 . W* konverguje k limitnimu rozloZeni
7. Jestlize:
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1. vSechny stavy jsou dosazitelné z libovolného stavu v kone¢ném case s nenulovou
pravdépodobnosti a

2. zadny stav neni periodicky (stav A; je periodicky, jestlize existuje perioda m takova,
®) — 0, pak 7" = 0 a je-li 7 £ 0, pak 7 "T™ £ 0),

ze je-li i
pak se mnozina stavii nazyva ergodicka a pro libovolné pocatecni rozlozeni pravdépodob-
nosti () existuje limita 7 = lim;_., #* [33, 34]. RozloZeni pravdépodobnosti 7 je tedy
feSenim rovnice

T W=m (4.12)
a toto Teseni je jediné.

B Jinymi slovy, vektor stavll 7 je vlastnim levym vektorem stochastické matice W. Lze ukdzat, ze vSechna
dalsi vlastni Cisla jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

4.2.2 Urceni matice prechodu

Pottebujeme tedy zkonstruovat posloupnost (Markoviv fetézec) konfiguraci tak, aby se
pravdépodobnost vyskytu jednotlivych konfiguraci rovnala Boltzmannové vaze (4.9), ktera
tak bude predstavovat limitni rozlozeni jisté, zatim neznamé matice prechodu. Toto je
pravé opacny problém nez ten, ktery se obvykle Tesi v teorii Markovovych fetézci, tj.
k dané matici prechodu nalézt limitni rozdéleni.

Pro urceni matice prechodu mame celkem tfi podminky:

W;—; >0  provsechna i,j =1,..., M (4.13)
M
> W,_;j=1 provSechna i=1,...,M (4.14)
j=1
T W=m. (4.15)

Posledni rovnice vyjadiuje podminku tzv. detailni rovnovahy. Toto je nutna podminka za-
jistujici vlastnosti limitniho (stacionarniho) rozlozeni pravdépodobnosti. Umime ji splnit,
pozadujeme-li silnéjsi podminku, tzv. podminku mikroskopické reverzibility. Staci, aby

miWij = miWji (4.16)
a podminka detailni rovnovahy je splnéna.

B Platnost podminky (4.15) za pfedpokladu platnosti (4.16) snadno ukazeme, aplikujeme-li operator Zﬁl
na obé strany rovnice (4.16) a dosadime-li jedni¢ku za Zf\il W,_; (viz rov. (4.14)) na pravé strané.

Rovnice (4.13)—(4.15) neurcuji matici pfechodu jednozna¢né. Soustava (4.14) a (4.15)
totiz predstavuje celkem 2M rovnic pro M x M neznamych.
Vyuzijme nyni toho, ze m; = exp(—/U;)/Q je limitni rozlozeni. Po dosazeni do (4.16)
dostaneme bud W
=— = —BU; — U;)], 4.17
= 2 = expl (U - ) (@)
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nebo W,_; = W,_; = 0. Jak je vidét, podafilo se ndm zbavit, alespoil v poméru prav-
dépodobnosti, neznamé funkce @; v obecném piipadé (jsou-li 7; jiné nez Boltzmannovy
pravdépodobnosti) tento vysledek znamend, Ze ndm staci zadat jen relativni pravdépo-
dobnosti a nemusime se starat o soucet ¢isel ;. Snadno se nyni presvéd¢ime, Ze matice
prechodu definovana vztahy

QGisj proi # j a m; >,
’ﬂ'j . .
o — 1o 1 am; <,
VVi_>j _ 7 ]771‘ p 7éj J i (418)
1- ZWz—Jc pro ¢ = j,
k, k#i

kde «;_.; je libovolnd symetrickd stochastickd (tj. plati pro ni (4.13) a (4.14)) matice,
splituje podminku mikroskopické reverzibility. Toto je matice navrzend Metropolisem (viz
citace! na str. 12) a pouzivana dodnes. Poznamenejme jests, Ze prvni dva fadky v (4.18)
lze zapsat kompaktné jako

Wi_; = o;_; min {1, 7”} proi % j. (4.19)
7r.

(2

B Metoda (4.18) neni jedind. Symetrickd matice zndma jako Barkerova® (n&kdy téZ Glauberova®) m4 tvar

T

Qs pro i #j,

3
% T (4.20)
TP 1= Y Wil proi=j, '
k, ki
je v8ak sotva kdy lepsi nez Metropolisova.
Jinou moZnosti, pouzivanou predevsim pro mfizkové modely s kratkodosahovym potencidlem, je tzv. me-
toda tepelné 1azn& (heat-bath method*). PFedpoklada se, e umime spo¢itat ¢aste¢nou statistickou sumu pro
jistou podmnozinu Cpart celého konfiguracniho prostoru C, ktery predpoklddame diskrétni. Matice prechodu

metody tepelné [azné je

Wi_.; = exp(—pU;) / Z exp(—pUx) pro A;, A € Cpart - (4.21)
A €Cpart

Abychom byli konkrétni, zvolme si za Cp,ye mnoZinu viech konfiguraci lisicich se jen hodnotou proménné na
jednom mfizkovém bodu b. Tuto proménnou (spin) oznaime s;,. Pak lze napsat

W(sy — s1) = exp[=BU(s3)] / Y exp[-BU (s})] (4.22)

kde zavislost veli¢in na ostatnich spinech, které se v daném kroku neméni, jiz nevyznacujeme. Konfigurace
spinu s; vybirdme tedy s Boltzmannovou vahou danou energiemi konfiguraci a teplotou, coz si lze predstavit
jako ponoreni spinu do termostatu &i ,tepelné 13zné" o dané teploté T'. Spin tak ,,zapomene" na predchozi stav
a W;_.; nezavisi na A;. Nyni pfedbéhneme ponékud vyklad a srovname metodu tepelné ldzné s Metropolisovou
metodou. Metoda tepelné Idzné je vhodnou alternativou, jestlize Metropolisova metoda se stane neefektivni
pro vSechna mozna okoli jednoho spinu pfedem vypocteme a tabelujeme rozlozeni (4.21). K vybéru spinu pak
pouzijeme napt. algoritmus 12.2, viz odd. 12.1.2. Pro systém s pouze dvéma hodnotami spinu (Isingliv model,
mfizkovy plyn) je metoda tepelné ldzné totozna s Barkerovou metodou.

2A. A. Barker: Aust. J. Phys. 18, 119, (1965).
3R. J. Glauber: J. Math. Phys 4, 294 (1963).
4M. Creutz, L. Jacobs a C. Rebbi: Phys. Rev. Lett. 42, 1390 (1979).
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4.2.3 Zkusebni zména konfigurace

Zbyva odpovédét na otazku, co je matice ;_,; vystupujici v maticich pfechodu (4.18),
ptipadné (4.20). Tato matice uddvad podminénou pravdépodobnost generovani zkusebni
konfigurace A; z konfigurace A;; v nasledujicim oddile se dozvime, kdy bude tato zkusebni
konfigurace prijata a kdy odmitnuta. Pro klasicky spojity systém budeme mit misto matice
funkei a(ry — ™).

Ve standardni Metropolisové metodé je tato matice symetricka. Mame-li tedy kon-
figuraci A;, pak konfiguraci A; musime vygenerovat s pravdépodobnosti stejnou, jakou
bychom z konfigurace A; generovali konfiguraci A;. Podobné je tomu ve spojitém piipadé,
kde pravdépodobnost je nahrazena hustotou pravdépodobnosti; nesmime jen zapomenout
na to, ze tato hustota pravdépodobnosti je definovana vzhledem ke kartézskym promeén-
nym r"¥ a miZe se zménit, jestlize bychom chtéli prejit k jinym soutadnicim (napt. sféric-
kym). Déle musime mit pi ndvrhu zkusebniho posunuti na paméti ergodi¢nost, tedy aby
systém mohl (pomoci co nejmensiho poctu krokt) prechézet z jedné ¢asti konfiguracniho
prostoru do jiné. Specialné ve spojitych modelech je nutno dat pozor na to, aby systém
snadno prekonal velké potencialové bariéry, napf. u vnitinich stupni volnosti. Podobné
u nékterych mrizkovych modelt mize nastat situace, kdy neni mozné jednu konfiguraci
premeénit na druhou pouze postupnymi zaménami jednotlivych spini; pak je nutné ménit
v jednom kroku celou skupinu spinti najednou.

Pro konkrétnost uvedeme dva typické priklady.

Myrizkovy systém s diskrétnim konfiguraénim prostorem

Uvazujme pro jednoduchost systém, jehoz proménné na kazdém vrcholu miizky nabyvaji
pouze ti1 hodnot, které oznacime {1,2,3}. V jednom kroku MC simulace budeme ménit
hodnotu pouze na jednom vrcholu miizky®. Mame-li na ném hodnotu 1, zkusime ji zménit
s pravdépodobnosti 1/2 na 2 a s toutéz pravdépodobnosti na 3, podobné 2 zménime
s pravdépodobnosti 1/2 na 1 ¢i 3 a3 na 1l ¢i2.

B Matice a pro vyde uvedeny priklad je obrovska — 3% x 3V, kde IV je pocet vrcholii miizky. Pokusme se ji

zapsat alespon pro N = 2, tedy pro mfizticku , a pro zkuSebni zménu spinu ss:

(1) [a]2] [a]s] [2]1] [2]2] [2]3] [3]1] [3]2] [3]3]

il o 172 12 o0 0 0 0 0 0
2] 12 0o 172 o0 0 0 0 0 0
1[3] 172 172 0 0 0 0 0 0 0
2[1] o 0 0 0o 1/2 1/2 0 0 0 (4.23)
2[2] 0 0 0o 12 0 1/2 0 0 0
2[3] o 0 0 1/2 1/2 0 0 0 0
3[1] 0 0 0 0 0 0 0o 12 1/2
3[2] 0 0 0 0 0 o 1/2 0  1/2
3[3] 0 0 0 0 0 0o 1/2 1/2 0

Pro napsani pocitacového programu nastésti nepotfebujeme zapsat explicitné ani matici o ani W a stadi ndm
implicitni vyjadfeni pomoci algoritmu.

5Je mozné a nékdy i vyhodné ménit vice spinti najednou, napf. ve étverci 2 x 2 — podminkou je, aby
pravdépodobnosti prijeti v Metropolisové testu byly dost velké.
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Spojity klasicky systém

V pifpadé spojitého systému se podminka symetrie a(rV — ') = a(r'Y — rV) nezméni,
pokud ziistaneme u kartézskych soutadnic ¢astic. Ve vétsiné simulaci se v jednom kroku
hy’be pouze s jednou castici, protoze, jak vime z predbéznych tivah, se nova konfigurace
nesmi prilis lisit od ptvodni, jinak bychom opét dostali velmi nepravdépodobnou kon-
figuraci (napf. prekryv molekul), kterd by nemohla byt piijata. Nejjednodussi metodou
je pricteni ndhodného ¢isla u(_qq) rovnomeérné rozlozeného v intervalu (—d, d) ke kazdé
kartézské souradnici vybrané ¢astice o poloze r = (1,7, 1),

7’; Tz + U(fd,d) s
T; = 7y +U_qa) (4.24)
L= T+ U -

4.2.4 Realizace kroku Metropolisovy metody

Vzorec (4.19) znamend, zZe zména zkusebni konfigurace dana prvkem matice «;_,; bude
prijata s pravdépodobnosti

Ppiij = min {1, 77:]} , (4.25)
coz v pripadé kanonického rozlozeni znaci Z
ppiij = min {1, exp(—JAU)} , (4.26)
kde
AU =UA;) -UA)=U; - U;. (4.27)

Jinymi slovy, mame-li v kroku k konfiguraci A4;, tj. S®) = A;, pak budeme mit v kroku
k + 1 nékdy novou konfiguraci A; a nékdy starou A;; abychom zestrucnili zapis algoritmii
(s védomim toho, Ze explicitni zapis matic «;_; a W;_,; nepotfebujeme), budeme znacit
virchozi konfiguraci A%, zkusebni konfiguraci A%<, a v¥slednou konfiguraci po provedeni
kroku A*+1),

Nyni tedy jiz m@zeme shrnout schéma jednoho Monte Carlo kroku pro nejbéznéjsi
simulaci Metropolisovou metodou:

1. Zvolime ¢&astici, kterou se bude hybat, miizkovy bod a podobné. Céstice je mozné
prochazet systematicky v cyklu (jsou-li stejného druhu) nebo vybirat ndhodné.

2. Vypoc¢teme zkusebni konfiguraci A%U tak, ze zménime nahodné polohu (orientaci,
spin) vybrané ¢astice, viz odd. 4.2.3.

3. Vypoéteme AU = U(A%®) — U(AW) = yaes — y®),

4. Konfiguraci pfijmeme (A*+D = AZus) g pravdépodobnosti pyg; podle (4.26), za-
timco s opaénou pravdépodobnosti 1 — pyy; ji odmitneme (A*+) = A®)). To v fedi
pocitacového programu znamena, Ze vygenerujeme nahodné cislo u = wu(y), viz
rov. (12.4). Je-li w < ppyij, pak zkuSebni konfiguraci pfijmeme, v opa¢ném piipadé
pokracujeme se starou konfiguraci.

5. Pokrac¢ujeme bodem 1.



52 KAPITOLA 4. ZAKLADY METODY MONTE CARLO

A to vSe délame tak dlouho, az ziskame dostateény pocet konfiguraci potiebnych k vipoctu
fyzikalnich velic¢in.

B Bod 4. ma nékolik variant. Za prvé nemusime poéitat minimum (4.26) (nebo (4.25)), staci kdyz

4. Generujeme u = ug,1). Je-li u < exp(—BAU), pak zkusebni konfiguraci pfijmeme, v opacném pripadé
pokracujeme se starou konfiguraci.

Za druhé, chceme-li uSetfit generovani ndhodného &isla, viimneme si, Ze pro AU < 0 (zku3ebni konfigurace
je energeticky vyhodnéjsi) je pps; = 1, a tedy zkuSebni konfigurace je vzdy pfijata. Podminka nyni zni

4. Je-li AU < 0, pak zkuSebni konfiguraci pfijmeme a pokracujeme bodem 1., v opaéném pripadé ge-

nerujeme u = wug,1) a je-li u < exp(—BAU), pak zkudebni konfiguraci p¥ijmeme, v opacném pripadé
pokracujeme se starou konfiguraci.

Priklady implementace Metropolisovy metody jsou uvedeny v algoritmech 4.2 a 4.3.

4.3 Zlomek prijeti a nastaveni parametra

Dilezitou charakteristikou MC simulaci je tzv. zlomek piijeti (acceptance ratio), ¢ili po-
meér
pocet prijatych konfiguraci
X= " = - . (4.28)
pocet vSech generovanych konfiguraci

Uvazujeme-li simulace klasickych spojitych systémt, bude tento pomeér zfejmé zaviset na
velikosti zkusebniho posunuti d v rovnici (4.24) ¢éi v jiné podobné. Bude-li nap¥. d piilis
malé, bude zména energie v jednom kroku mala, Boltzmanntv faktor exp(—FAU) blizky
jednicce, témér kazda konfigurace bude prijata a y bude blizké jednicce, ale také efektivita
simulace bude nizké, protoze konfigurace se od sebe malo lisi. Bude-li d velké, bude zména
energie v jednom kroku také velkd a vétSinou kladné, Boltzmanntv faktor exp(—SAU)
blizky nule a témér kazda konfigurace bude odmitnuta, coz je ziejmé také neefektivni.
Existuje proto jistda optimalni hodnota zlomku prijatych konfiguraci, o které se dlouho
naivné predpokladalo, ze musi byt blizkd 1/2, novéjsi vyzkumy [15] vSak ukazuji, Ze toto
optimum lezi ve vétsiné piipadu okolo y = 1/3.

B Presnéji feCeno, je nutno optimalizovat nejen délku kroku podle (4.24), ale cely tvar (pravdépodobnostni
rozlozeni) zkuebniho posunuti®. Jiz jen fyzikdlni Gvaha vede k poznatku, Ze rovnomérné rozlozeni v krychli
podle (4.24) asi nebude pro homogenni a izotropni tekutiny tim nejlepsim a Ze zkuSebni posunuti by mélo byt
sféricky symetrické. Nadto je neefektivni mit prili§ kratkd posunuti zaroven s dlouhymi, jak je tomu pfi pouziti
(4.24) (s jistou pravdépodobnosti je r’ velmi blizké r); tato Gvaha vSak nemusi platit pro sloZité systémy, kde
naopak mulizeme potfebovat riizné délky pro vzorkovani riiznych stupnd volnosti. Lze proto doporudit napr.
rovnomérné rozlozeni na povrchu koule ¢i v kouli s vyjmutou kouli o mensim poloméru.

Je mozné také uvazovat nesymetrickou matici ;. ;, o tom v3ak blize v odd. 8.1.

Ve specidlnich pfipadech mize byt optimalni x jiné. Napf. pro tekutiny tuhych téles je mnohem nizsi
(az 0.1), coz oviem souvisi s typickym zplsobem implementace. Jinym pfikladem jsou fidké systémy, zvl4sté
blizko kritického bodu: zde je efektivnéjsi mit délku zkuSebniho posunuti srovnatelnou s velikosti simulovaného
systému i za cenu velmi malého zlomku pfijatych konfiguraci (tfeba 1%) neZ malou zménu konfigurace v jednom
kroku.

6J. Kolafa: Mol. Phys. 63, 559 (1988).
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INTEGER N po et atom

VECTOR r[1..N] konfigurace {r;}},

REAL Epair[1..N,1..N] tabulka pdrovych energii

REAL Ezkus[1..N] pdrovée energie zkusebni konfigurace

REAL Utot, Uzkus, U

REAL u(VECTOR r1,r2) funkce vracejici pdrovou energii u(|ra — r1|) atomi s polohami rl a r2
(vzhledem k okrajovym podminkdm — viz algoritmus 5.1 nebo 5.2)

REAL rnd() funkce vracejici nahodné ¢islo v intervalu (0,1)

INTEGER i, j

REAL d wvelikost zkusebniho posunuti

Predem: naplnént tabulky pdrovych energii
FOR i := 1 TO N-1 DO
FOR j := i+1 TO N DO nyni (i,j) prochdzi vSechny pdry édstic, i < j
Epair([i,j] := u(r[il,r[j1)
Epair([j,i] := Epairl[i,j]

Jeden cyklus MC simulace (1 MC krok s kaZdym atomem,)
Utot := 0
FOR i := 1 TO N DO

zkusebni posunuti atomu i

VECTOR rzkus

rzkus.x := r[i].x + d*(rnd()-0.5)

rzkus.y := r[i].y + d*(rnd()-0.5)

rzkus.z := r[i]l.z + d*(rnd()-0.5)

vypocet staré a nové energie: soucet pres vSechny atomy rizné€ od i
Uzkus := 0
U:=0
FOR j := 1 TO N DO IF j <> i THEN
Ezkus[j] := u(r[j],rzkus)
Uzkus := Uzkus + Ezkus[j]
U := U + Epairl[i,j]

Metropolisuv test; k je Boltzmannova konstanta
IF rnd() < exp(-(Uzkus-U)/(k*T)) THEN
konfigurace prijata
r[i] := rzkus
Utot := Utot + Uzkus
FOR j := 1 to N do
Epair([j,i] := Ezkus[j]
Epair[i,j] := Ezkus[j]
ELSE konfigurace odmitnuta
Utot := Utot + U

PRINT "energie konfigurace =", Utot/2
prispévek od kaZdého pdru jsme zapocetli dvakrdt, proto Utot/2

Algoritmus 4.2: Metropolisova MC simulace N atomu a vypocet vnitini energie.
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INTEGER L welikost hrany mvizky

SPINTYPE s[1..L,1..L] konfigurace s;;; SPINTYPE je typ spinové proménné
REAL u(SPINTYPE s1,s2) funkce vracejici interakcéni energii nejblizsich sousedi
INTEGER i, j

INTEGER plus[1..L], minus[1..L] indexy sousedi

REAL Uzkus, U

Predem: indexy sousedi
FOR i := 1 TO L-1 DO plus[i] := i+1

plus([L] := 1
FOR i := 2 TO L DO minus[i] := i-1
minus[1] := L

jeden cyklus MC simulace (1 MC krok s kaZdym spinem)
FOR i :=1 TO L DO
FOR j := 1 TO L DO
zkusebni zmeéna spinu na vrcholu i
SPINTYPE szkus

szkus := {novd ndhodnd hodnota}
jind moznost: szkus := s[i,j] + {mald symetrickd zména}
pro dvoustavovy Isingiv feromagnet staci: szkus := -s[i,j]

vypocet staré a nové energie: soucet pres vsechny nejbliZsi sousedy
U := u(sli,jl,slplus[il,j]) + u(s[i,jl,s[minus[il,j])
+ u(s[i,jl,sli,plus[j1]) + u(s[i,jl,s[i,minus[j1])
Uzkus := u(szkus,s[plus[i],j]) + u(szkus,s[minus[i],j])
+ u(szkus,s[i,plus[jl]) + u(szkus,s[i,minus[j]1])

Metropolisuv test; k je Boltzmannova konstanta
IF rnd() < exp(-(Uzkus-U)/(k*T)) THEN
konfigurace prijata
s[i,j] := szkus

Algoritmus 4.3: Metropolisova MC simulace na periodické ¢tvercové miriZzce s interakci
nejblizsich sousedu.

Obrazek 4.1 ukazuje zavislost chyby méfeni tlaku (podle viridlové stavové rovnice
(5.12)) pro systém 64 Lennard-Jonesovych atomii v periodickych okrajovych podminkéch
na délce zkusebniho posunuti a zlomku pfijatych konfiguraci. Vidime, Ze optimalni x lezi
v intervalu [0.2,0.3].

B Symetrickou matici zkuSebnich posunuti je mozné ziskat i pomoci néjaké ¢asové presné reverzibilni metody
MD, napf. Verletovy. Protoze bude stejné proveden Metropolisilv test, nezalezi na kvalité integrace a je mozné
pouzit dlouhé integraéni kroky. Tato metoda, v které se méni najednou polohy viech ¢astic, se nazyva hybridni
Monte Carlo” a je pro nepili§ velké systémy prekvapivé efektivni.

U mrizkovych systémi s diskrétnimi stupni volnosti zpravidla nemame simulac¢ni pa-
rametr, jimz bychom mohli zlomek pfijeti ovlivnit. Ten vSak zavisi na fyzikalnich pod-
minkach. Nap¥. pfi nizkych teplotach bude Boltzmanniv faktor exp(—BAU) velmi maly a
simulace bude neefektivni. Nékdy lze tento problém zmirnit napt. vyse zminénou metodou

7S. Duane, A. D. Kennedy, B. J. Pendleton a D. Roweth: Physics Letters B 195, 216 (1987).
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Obrazek 4.1: Zavislost smérodatné chyby méreni virialového tlaku 6P na maximalni délce
zkuSebniho posunuti d (vlevo) a na zlomku pfijatych konfiguraci y (vpravo). Kazdy bod byl
ziskdn z 10" MC krokt (krok = pokus pohnout jednou é&astici) na systému 64 LJ atomii
(c=1,e=1)pFiT =12, p=0.38.

tepelné lazné, zvlasté jestlize ménime v jednom kroku celou skupinu spinti. Jiny algorit-
mus spociva ve vytvoreni seznamu vSech moznych elementarnich nebo jednokrokovych
zmén konfigurace. Z nich se pak vybere jedna na zakladé srovnani jejich pravdépodob-
nosti. Vybrana zména je pak vzdy piijata. Varianta tohoto algoritmu bez netspésnych
pokusii bude popsana v kap. 9.2.

Pro specialni miizkové systémy existuji i tzv. klastrové algoritmy®, kde se méni celé
nepravidelna oblast spintl, tyto postupy jdou vsak jiz mimo ramec Metropolisovy metody
a téchto skript.

8Viz [15] nebo R. H. Swendsen, J.-S. Wang a A. M. Ferrenberg v [18].
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Kapitola 5
Meéreni

Umime-li jiz nyni pocitacem napodobit chovani redlného makroskopického systému, mii-
zeme konecné zacit zkoumat jeho fyzikalni vlastnosti, tj. mérit rizné veliciny.

Meéfeni znamend v rovnovazné statistické fyzice vypocet jisté stfedni hodnoty. Ergo-
dickd hypotéza predpokladé, ze trajektorie ¢astic vyplni (v limité nekoneéné dlouhych
¢asi) husté fazovy prostor a Ze Casové stiedni hodnoty velicin jsou stejné jako soubo-
rové stiedni hodnoty. V- MD tedy aproximujeme ¢asovou stfedni hodnotu veli¢iny X (r'V)

aritmetickym primérem,
n

> X(ih), (5.1)

i=1

1
(X) =~
n
zatimco pro MC pouzivame piimo vzorec (4.10). Konfigurace v ¢asech t a t 4+ h se lisi
jenom nepatrné. Je-li vypocet veliciny X je Casové narocny, provadime stfedovani pres
konfigurace vybrané s néjakou vzorkovaci frekvenci dt,

1 K

(X) = > X(it), (5.2)

i=1

kde 6t je jistym pevnym nasobkem h. Obdobné pro MC plati, Ze dvé po sobé nésledujici
konfigurace se lisi jen mélo, a tak v béznych pripadech bychom mezi dvéma méfenimi méli
nékolikrat pohnout kazdou c¢astici. Nesmime zapomenout ani na to, ze nedilnou soucasti
jakéhokoliv vysledku ziskaného ze statistickych dat je i jeho chyba (viz 5.4).

Z pocitacovych simulaci dokédzeme ziskat mnohem vice informaci nez jsou pouhé ter-
modynamické funkce. Kromé rtznych fyzikalnich velicin, které jsou zajimavé pro dany
problém (napf. magnetizace) a obecnych termodynamickych veli¢in (napi. tlak) a struk-
turnich funkei (korela¢ni funkce), jejichz hodnoty miizeme piimo porovnat s vysledky
laboratornich experimentti, mizeme v zavislosti na studovaném problému monitorovat
také veli¢iny, které jsou dostupné v realném experimentu jenom nepifimo (napf. pravdé-
podobnost vyskytu jistych konformaci) ¢ viibec ne. Je rovnéz zadouci (¢i dokonce spise
nutné) mérit také velic¢iny, jejichz znalost je potfebnd ke kontrole vyvoje studovaného
systému. Méfené veli¢iny miizeme proto rozdélit do tii kategorii:

1. Strukturni (mikroskopické) veli¢iny.

2. Makroskopické velic¢iny:

a7
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(a) Mechanické veli¢iny (energie, tlak atd.),
(b) Entropické veli¢iny (chemicky potencial).

3. Dalsi pomocné veli¢iny vypovidajici o vyvoji a stavu systému (parametry uspora-
déni, integraly pohybu v MD).
V nasledujicich odstavcich se budeme zabyvat pouze prvnimi dvéma typy veli¢in. O po-
mocnych veli¢inach, které jsou pfilis specifické a zaviseji na studovaném problému, se
zminime jen u nékterych prikladi.

Veli¢iny, které nas zajimaji, jakoz i veli¢iny pomocné je nutno v pribéhu simulace
monitorovat. Divodu je vice. Pti simulacich nas zpravidla zajimaji rovnovdzné hodnoty
veli¢in, a proto musime mit zajisténo, Ze systém je v rovnovaze. V pribéhu simulace pak
muze dojit k riznym neocekdvanym jevim jak fyzikalnim (krystalizace, vypafeni) tak
zpusobenym chybami metody ¢ chybou v programu (Spatné zachovani energie v MD,
porusend mikroreverzibilita v. MC, nevhodny termostat). Graf zavislosti veli¢iny na ¢ase
nebo poctu krokti, X = X(t), nazyvame konvergencni profil; ptiklady jsou uvedeny na
obr. 7.1 a 8.3.

B NeEkdy se vSak terminem konvergencni profil rozumi graf zavislosti aritmetického priméru od zadatku simu-
lace do daného ¢asu (kumulativni veli¢ina), Xyum(t) = fot X(t") dt’. Na tomto kumulativnim konvergencénim
profilu |ze sice sledovat konvergenci veli¢iny k aritmetickému priméru i zhruba odhadnout jeji chybu, nehodi
se v8ak k monitorovani pribéhu zrovnovaziiovani ani k detekci pfipadnych problém (napf. fazovych prechodi)
v pribéhu simulace, a proto jeho pouzivani nedoporucujeme.

5.1 Mechanické veli¢iny

Toto jsou termodynamické veliciny, které se ziskaji jako stfedni hodnoty mechanickych
veli¢in a lze je pocitat pfimo z definice. Zde se omezime pouze na hlavni termodynamické
funkce, vypocet dalsich veli¢in (napf. stfedni magnetizace) je obdobny.

5.1.1 Teplota a vnitfni energie

Vnitini energie je nejjednodussi veli¢inou pfimo dostupnou v mikrokanonickém souboru,
kde je rovna hodnoté hamiltonianu a je v priibéhu simulace konstantni. Naopak teplota
je v mikrokanonickém souboru termodynamicka veli¢ina, kterou je nutno mérit. V kano-
nickém souboru je naopak teplota jako parametr simulace znama a stanovujeme vnitini
energii.

Teplota.

K uréeni teploty v mikrokanonické MD simulaci se pouziva ekviparti¢ni teorém [2],

<pi);;> T (5.3)

kde p znaci libovolnou slozku libovolného vektoru hybnosti. Protoze pouze kineticka cast
hamiltonianu zavisi na impulsech, a to kvadraticky, dostaneme

T = (Tkin) (5.4)
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kde Ty, je tzv. kinetické teplota ziskana jako primér (5.3) pfes vSechny stupné volnosti

f’

Syomit?/2 K
fks/2  fkg/2°

To je Casové zavisla velic¢ina ziskavana v pribéhu simulace, zatimco teplota je intenzivni

stavova veli¢ina, kterou v MD aproximujeme stfedni hodnotou (5.4).

Mohlo by se zdat, ze vypocet f je trivialni: pro systém /N atomt je jednoduse f = 3NV.
Ale co kdyz se (v homogennim neizotropnim systému, napf. v periodickych okrajovych
podminkach) zachovava hybnost? Pak t¥i stupné volnosti z 3N nejsou vzorkovany a pocet
sergodickych stupnti volnosti“ je jen f = 3N — 3. Pro velké systémy je ovSsem rozdil mezi
3N a 3N — 3 zanedbatelny.

Tyin = (5.5)

B | pfi pouziti spravného f = 3N — 3 dostaneme vysledek odchylujici se od termodynamické limity o
radové 1/N, jako ostatné pro kazdy soubor s koneénym podtem Castic — srov. (7.1). Pro tekutiny daleko od
kritického bodu je tato chyba zplsobena konecnosti systému nékolikrat mensi nez chyba zplsobena zahrnutim
neergodickych stupnt volnosti; nejlepsi f lezi zpravidla mezi f =3N —3 a f =3N —4.

Vnitfni energie.

V klasickém kanonickém NVT souboru mame k dispozici stfedni hodnotu mezimoleku-
larni interakce neboli rezidudlni (konfiguracni) vnitini energii (2.18), E,es = (U). Celkovou
vnitini energii £/ dostaneme po pricteni stifedni hodnoty kinetické energie, ktera je v kla-
sické mechanice stejné jako u idealniho plynu,

kT f
2 )

E= <U+K> = Eres + (56)

kde f = 3N je pocet vSech mechanickych stupnt volnosti.

5.1.2 Tlak a objem

Co se tyce stavové rovnice, ¢ili zavislosti P = P(V, T, N), je situace nejjednodussi v izo-
barickém NPT souboru (viz kap. 7), kde pfimo méfime stfedni hodnotu objemu (V') pro
dany tlak. V izochorickych souborech (NVT a NVE) naopak zname objem a musime
vypocitat tlak, k ¢emuz se vyuzije tzv. virial sily, W, [2]:

2
PV = NkoT = Z(Wy). (5.7)
kde N
1 ou

B Tento vzorec |ze odvodit také ze vztahu (2.6) a z termodynamické relace P = —(9F/9V )r. Po vykréceni
konstant a Gpravé mame

1 9Qnvr

P =
b Qnvr OV
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Konfiguraéni integrdl Qnvr je viak pres V'V, tedy meze integralu zaviseji na V' a nemiZeme primo derivovat
integrand. K odstranéni tohoto problému pouzijeme uziteny a v téchto skriptech jesté nékolikrat pouzity trik —
zavedeme bezrozmérné (preskilované) soufadnice &, vztahem

r; = V3¢, (5.9)

i=1,..., N, nebo symbolicky
rN = V1/8eN (5.10)

Nyni dr¥ = VN d¢” | integrovat budeme p¥es N-tou mocninu jednotkového objemu a miizeme proto prohodit
poradi integrace a derivace,

_ 1 9 N B 1/3¢Ny) 4N _ 1 0 (N _ 1/3 4N N
0P = oy [, VN eplou (] ag = o /m AV explgu (v 56V} dg
/3¢N
= oo [ v el s e s v - PV TE ) gl purey | ag,
QnNvT Ji3v ov
Cili v
N, [ouised)
P_Vk:BT—<aV , (5.11)
kde dale v N
QUWVIBEN) 1, 48, OU 1 oU
D M D DL

coz jsme méli dokazat.

Za predpokladu parové aditivity (2.29) a pro N stejnych sféricky symetrickych molekul
parovy potencial u je funkci pouze vzdélenosti r;;) snadno upravime rovnici (5.7) na
J

1 !/

Tento vzorec se také nejlépe hodi pro prakticky vypocet tlaku pfi simulacich, priklad
implementace je uveden v algoritmu 5.1. Pro molekularni systémy, u nichz parové adi-
tivni interakéni potencial u zavisi i na vzadjemné orientaci, lze stavovou rovnici vyjadrit
analogicky!.

Nechceme-li ¢i nemtzeme-li z jakéhokoliv divodu poéitat viridl pfimo podle (5.12)
¢i (po tpravé) z obecného vztahu (5.8), mtizeme pouzit (5.11) s tim, ze derivaci podle
objemu pocitame numericky,

ou UV +AV)-U(V)
ov AV

+O(AV). (5.13)

Vyraz U(V + AV) je pfitom tieba interpretovat tak, Ze soufadnice atomi (pro molekuly
center molekul) jakoZ i ostatni rozméry simulovaného systému jsou pteskalovany? v po-
méru [(V +AV)/V]Y/3. Pro tuto preskalovanou konfiguraci spoéitame U, ale nepouziviame
ji dale v simulacich; fikdme proto, ze zména objemu je virtudlni. Vhodné AV je nutno

1. Nezbeda a S. Labik: Mol. Phys. 47, 1087 (1982).
2Pro malé flexibilni molekuly lze §kdlovat jak soufadnice vSech atomu tak jen polohy center molekul,
ovSem N ve vzorci (5.11) se zméni — je vzdy rovno poctu skalovanych center.
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INTEGER N pocet atomi

VECTOR r[1..N] konfigurace {r;}}¥,
VECTOR f[1..N] sily

VECTOR dr

INTEGER i, j

REAL virial wiridl meziatomouvych sil

Nulovani sil
FOR i := 1 TO N DO £[i] := O nulovy vektor
virial:=0

Vygpocet sil
FOR i := 1 TO N-1 DO
FOR j := i+1 TO N DO
nyni (i,j) prochdzi vSechny pdry édstic
dr := {viz algoritmus 6.1 pro r2=r[j]l a ri=r[il}
rr := {viz algoritmus 6.1}
fr := ff(rr) funkce £f argumentu rr = r* vract velikost sily délenée vzddlenosti,
£f = (du/dr)/r. Nap¥. pro u(r) = 1/r% mdme £f = —6/r® = —6/rr?

2

f[i] := f[i] + frxdr
£[j1 := £[j] - frxdr
virial := virial + fr*rr

Jeden krok integrace metodou leap-frog
REAL t cas

REAL h krok integrace

VECTOR v [1..N] rychlosti v ¢ase t-h/2
REAL m[1..N] hmotnosti cdstic

REAL Ekin kinetickd energie

Ekin := 0
FOR i := 1 TO N DO
VECTOR vnew :

v[i] + hxf[i]l/m[i] rychlost v case t+h/2

Ekin := Ekin + (m[i]/2)*((v[i]+vnew)/2)*%2
r[i] := r[i] + h*vnew polohy v case t+h
v[i] := vnew

t :=t + h novy cas

REAL T := Ekin/(k/2*(3%N-4))

Vypocet tlaku, V je objem simulacniho boxu
REAL P := (NxkxT - virial/3)/V

Vypocet kineticke teploty; k je Boltzmannova konstanta, k = 1 v redukovangch jednotkdch

Algoritmus 5.1: Vypocéet teploty a viridlového tlaku MD simulaci systému N atomt metodou

leap-frog.
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urcit jako kompromis mezi minimalizaci systematické chyby O(AV') (chceme co nejmensi
AV) a chyby vypoctu U (pozadujeme co nejvétsi AV'); pro méné presné U je pak nutno
nahradit (5.13) vzorcem druhého fadu (QU/0V) = [U(V + AV) = U(V — AV)]/(2AV),
abychom mohli zvétsit AV

B U systémi s nespojitym potencidlem nelze (5.13) pouzit. Pro vétSinu modeld plati, ze
pfi nafukovani konfigurace nikdy nemize dojit k prekryvu (vyjimky existuji: viz obrazek),
takze pouzijeme AV < 0 a konfiguraci budeme pouze virtudlné stlacovat:

AF kT {Q(V—i—AV)} _ kgT

V+Aav\Y
TAV AV T o) AV ( v > (e MU>]’ 614

kde AU = U(V + AV) — U(V), AV < 0. Za predpokladu, ze |AV| < V, mizeme (5.14) jesté déle
zjednodusit na

P = In

1
BP =~ p+ AV In (e #AYY . (5.15)

Optimalni hodnota AV musi byt urena metodou pokusi a omyli: AV musi byt dost malé, aby chyba
numerického vypoltu derivace byla mala; dile nesmi byt (e #2U) blizké ani 0 ani 1 (pro Cisté odpudivé
potencialy).

5.1.3 Fluktuacni veli¢iny

Kromé vnitini energie a tlaku (¢i objemu) jsou v termodynamice dulezité také derivace
téchto veli¢in podle stavovych proménnych. Pomoci aparatu statistické termodynamiky
je lze vyjadrit jako stfedni kvadratické fluktuace prislusnych veli¢in.

Pro tepelnou kapacitu pii konstantnim objemu pouzijeme NVT soubor

okF 1
Cv=|=—] = AU + AK)? 5.16
o= (57), = i + axp), (5.10
kde definujeme AX = X — (X). Veli¢ina ((AX)?) = ((X — (X))?) se nazyva stfedni
kvadraticka fluktuace, variance ¢i rozptyl. Tepelnou kapacitu pfi konstantnim objemu lze
urc¢it i v mikrokanonickém souboru, plati

fkp ( 272 ) -
Cy = -1 +1 5.17
V=% |\ramn 10
Tepelnou kapacitu pii konstantnim tlaku uré¢ime v NPT souboru podle
0OH J(E + PV) 1 9
or= (5] = (M550~ pmtan, (5.15)

kde jak F tak i V fluktuuji. Fluktuace objemu pak pfimo souviseji s koeficientem izoter-
mické stlacitelnosti (kompresibility)

1 [0V ((AV)?)
b= ((9P>T:VkBT' (5.19)

Mezi fluktuacni veli¢iny patfi i permitivita (dielektrickd konstanta), o které v8ak po-
jedname az v kapitole o dlouhodosahovych silach 6.3.2.
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5.2 Strukturni veli¢iny

Na mikroskopické Grovni se struktura redlného systému studuje rozptylovymi experimenty,
jejichz vysledkem je strukturni faktor. Inverzni Fourierovou transformaci, a za pouziti jis-
tych predpokladii, lze pak dostat korelacni funkce vyjadiujici hustotu pravdépodobnosti
nalezeni jisté konfigurace interakcnich center. Pocitacovymi experimenty vSak muzeme
dostat mnohem detailnéjsi informaci. Zakladni strukturni veli¢inou je tplna parova kore-
la¢ni funkce ¢(1,2) udavajici vhodné normalizovanou hustotu pravdépodobnosti nalezeni
libovolné dvojice ¢astic v konfiguraci (1,2) bez ohledu na polohy (a orientace) ostatnich
Castic systému [3]. V pfipadé jednoduchych systémi, tj. u = u(r), je tato funkce totoznéa
s tzv. radialni distribu¢ni funkci. V obecném piipadé je vSak g(1,2) funkeci alesponn péti
proménnych (pro linearni molekuly), a tedy jeji iplny numericky popis je velmi obtizny;
obvykle se proto urcuji bud jeji jisté projekce ¢i ¢astecéné vystiedované funkce.

5.2.1 Radialni distribuéni funkce

Radiélni distribu¢ni funkce (RDF) je parova korela¢ni funkce definovand v NVT souboru
vztahem

g(r) =g(rp) = QQNVT / /exp —(BU(r1,ra,...,ry)]drs. .. dry. (5.20)

Jak se lze snadno presvédcit, je g(r) normalizovana tak, Zze v homogennich systémech
(kapalina, plyn) plati g(r) — 1 — 1/N pro r — oc.

B Obcas se hodi vyjadfeni g(r) pomoci Diracovy delta-funkce:

1
g(r) = (1 - N) V{(riz —r)). (5.21)
Pro smés slozek A a B bude v (5.20) misto N(N — 1)/p? sou&in Na/p. - Ng/p» = V?; pomoci delta-funkce
gij(r) =V {§(r12 — 1))

V simulacich nepocitdme pfimo ¢(r), ale analyzou konfiguraci ziskdme histogram roz-
lozeni po¢tu partu éastic, V;, jejichz vzdalenost lezi v intervalech Z; = [r; —Ar/2,r;4+Ar/2)
(pfipadné Z; = [r;,r; + Ar)), kde r; = iAr,i = 1,. .. imax-

B V poditalovém programu si deklarujeme a vynulujeme pole (vektor) A, jeho? indexy jdou od 0 do iyax;
v algoritmu 5.2 je toto pole oznaceno hist. Prochdzime vSechny pary castic 1 < j < k < N a pro kazdou
parovou vzdalenost 7 spocteme index i podle vzorce i = int(r;;/Ar), kde funkce int znaci zaokrouhleni na
nejblizsi celé Cislo (pro variantu Z; = [r;,r; + Ar) zaokrouhleni dolt). Jestlize i < ipay, pFi¢teme jedni¢ku
k prvku ;. Za kazdy zaznamenany pfipad r € Z; tedy na&itdme jedni¢ku do odpovidajici pFihradky histogramu.

Z (5.20) plyne pro stfedni hodnotu (N;)
1
(NG = > [ expl-pUEY)]ar”
TikELi

QNVT j<k

B QleT (];7>V/mg. {/eXp[_ﬁU@N)] drs... dI'N} dry,

2

= —p/ r)dr & —g(ri)AVi (5.22)
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4 4
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Obrazek 5.1: Parova korela¢ni funkce. Vlevo: Lennard-Jonesova kapalina pobliZ trojného
bodu (po® = 0.8484, kgT /e = 0.72); vpravo: tekutina tuhych kouli (%po® = 0.4).

neboli )
2(N;

(5.23)

kde g(r) aproximujeme v intervalu Z; konstantou g(r;) a AV, je objem sférické slupky,

AV, = 4;[(7@ + Ar/2)* — (r; — Ar/2)%], (5.24)

a podobné pro variantu Z; = [r;, r; + Ar).
Analogicky lze ze simulaci uréit i korela¢ni funkce vyssich fadu (pro trojice molekul
atd.), které jsou nezbytné napf. pro systémy s vicecasticovymi interakcemi.

B Casto se vzorec (5.22) odvozuje ndsledujici ivahou: pfedstavme si, Ze &3stice jsou v simuladnim boxu
o objemu V' rozmistény rovnomérné ndhodné (idedlni plyn). Pak z celkového mnoZstvi (1;[) pard, které se
= . o v ; 2 ; s o z 7 Ve v 7 - v

analyzuji, padne do intervalu Z; v priméru (g) A‘Y'l ~ NT% parh. V redlném systému Castice v8ak na sebe

plsobi a toto pisobeni zohlednime zavedenim korelaéni funkce g a odtud vzorec (5.22).

5.2.2 Dalsi korela¢ni funkce

Nejsou-li molekuly bodové, potiebujeme pro jejich popis jesté dalsi proménné. Napft.
pro tuhé linedrni molekuly jesté thly (6, ¢) popisujici smér osy molekuly, coz symbo-
licky zapiSeme (r1,6:1,¢1) = (1) (a pro diferencidlni element plati d(1) = dr;dQ; =
dry sinf; df; dgy). Analogii k (5.20) je pak tzv. Gplné korela¢ni funkce, kterd je v pfipadé
dvou linedrnich molekul funkci ¢tyf nezavislych proménnych (ria, 61, 62, ¢ = ¢1 — ¢2),
v pripadé dvou obecnych tuhych molekul pak Sesti. Definujeme ji formalné stejné jako
(5.20):

N(N —1)

1,2) =
g( ) P*ONvT

/.../exp[—ﬁU(l,Z, L N)]A3) .. dA(N). (5.25)
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INTEGER N pocet atomi
INTEGER imax mazximdlni index histogramu
REAL DeltaR welikost prihrddky histogramu

VECTOR r[1..N] konfigurace {r;}}¥,
INTEGER hist[0..imax] histogram N
INTEGER i, j, ihist

REAL dist

Analgza jedné konfigurace (v praxzi budeme ovsem analyzovat vice konfiguract)
FOR i := 1 TO N-1 DO
FOR j := i+1 TO N DO nyni (i,j) prochdzi vSechny pdry édstic
vypoctu vzdalenost atomi i a j
dist := sqrt( DvojmocVzdalenosti(r[il,r[jl) ) wviz algoritmus 6.1 ¢i 6.2

vypoctu index prihrdadky histogramu
ihist := ZaokrouhliNaNejblizsiCeléCislo(dist/DeltaR)

if ihist <= imax then hist[ihist] := hist[ihist]+1

Vipoéet vysledné hodnoty g(r) (zde: z jedné konfigurace)
REAL ri, ril, DeltaV, gi
REAL V=Lx*3 objem simulacni buriky — pozor, pro NPT neni konstanta!

FOR ihist := 0 TO imax DO
ri := ihist*DeltaR
DeltaV := 4%PI/3*((ri+DeltaR/2)**3-(ri-DeltaR/2)**3)
PRINT "r=", ri, "g(r)=", hist[ihist]*(2%V)/(N*N*DeltaV)

Algoritmus 5.2: Vypocet parové korela¢ni funkce.

B V tomto pfipadé neni pro nekorelované molekuly (velké vzdalenosti) g(1,2) rovno jedné, a proto se nékdy
tato funkce nasobi objemem Ghlového prostoru [ d€; dQs.

S funkci mnoha proménnych se vSak Spatné pracuje, a proto se (5.25) dale integruje
pres ruzné proménné. NejCastéji urcovanou korela¢ni funkci pro atom-atom interakéni
potencialy je atom-atom (site-site) korela¢ni funkce g,

gulra) = [ g(1,2)d(1)d(2), (5.26)
Top=konst
udévajici hustotu pravdépodobnosti nalezeni center a a v na molekulach 1 a 2 ve vzdéle-
nosti r,, bez ohledu na orientaci obou molekul.
Pro popis vzajemného orientacniho usporadani molekul se urcuji koeficienty rozvoje
funkce ¢(1,2) v bazi zalozené na kulovych funkcich. Jinou moznosti vhodnou pro linearni
molekuly jsou funkce

Gu(r) = / Pi(cos d12)g(1,2) d(1)d(2) | (5.27)

kde P, je I-ty Legenderuv polynom a ¢5 tthel mezi osami molekul. Napf. z funkce G lze
spocitat permitivitu. Zatimco g, po¢itdme béhem simulace ptimo podle vzorce (5.22) a
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uvedeného algoritmu, tj. pri¢itame jednicky do prihradek histogramu odpovidajicich dané
vzdélenosti, pii vypoctu G; s¢itdme P;(cos ¢12).

5.2.3 Korelac¢ni funkce a termodynamika

Kromé popisu struktury maji korela¢ni funkce zasadni vyznam rovnéz pro termodyna-
miku. Pro systémy s parové aditivnimi silami lze pomoci g(1,2) uréit vSechny neentro-
pickée termodynamické funkce takového systému. Tak napt. pro stfedni potencialni energii
(rezidualni vnitini energii) plati

(U) = QNVT /gum Tij)e BUdr; ... dry. (5.28)
Protoze mame (1;/ ) part, je
(U) = <N> Q;/VT /e_’gU47r7"f2 dripu(riz)drs... dry . (5.29)
Po dosazeni z (5.20) mame
—p/ r)dr = 2N7rp/ g(r)r2dr. (5.30)
Podobné 1ze z (5.12) odvodit pro tlak
6P =1- —ﬁp/g r)rddr, (5.31)

kde u/(r) = du(r)/dr.

B U systémd s Ghlové zavislymi interakcemi pouhd znalost atom-atom korelaénich funkci gos(r) nestadi a
je nutno jesté urdit, v zavislosti na potencidlovém modelu, jisté Ghlové vystfedované velic¢iny. Tak napf. pro
linearni molekuly je to koeficient G1oo(7) rozvoje g(1,2) v bazi kulovych funkci®.

Pfi vypoctu tlaku z (5.31) ¢ energie z (5.30) je nutno si uvédomit, ze korela¢ni funkce
maji Casto ostra maxima a je tedy nutné zvolit dostatecné husté déleni osy r pro histogram,
abychom se nedopustili systematické chyby. K tomu jesté pristupuje ta skutecnost, ze
samotny vypocet korela¢nich funkei je vétsinou dosti drahy (druh& odmocnina, celd éast).
Specialni postupy jsou pak potfeba pro modely s nespojitym potencidlem, kdy je nutno
integrovat Diracovu d-funkci. Proto se k urc¢eni termodynamickych funkci pouziva castéji
primy vypocet vychazejici z jejich definic, viz 5.1.

5.2.4 Strukturni faktor

Korelacni funkce jsou nazorné, v simulacich snadno spocitatelné a také vyhodné v teorii.
Nedaji se vsak primo mérit v redlném experimentu. Jiz jsme se zminili, Ze primo métitel-
nou veli¢inou je tzv. strukturni faktor, ktery se ziska z thlové zavislosti intenzity zareni

31. Nezbeda a S. Labik: Mol. Phys. 47, 1087 (1982).
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Obrazek 5.2: Rozptyl zareni na vzorku kapaliny.

rozptyleného na vzorku. Definujeme jej vztahem

2

> exp(—ik - r;) > , (5.32)

=1

1

S(k) = <N

kde k je vlnovy vektor.

B Proc tento vzorec? Necht na vzorek, viz obr. 5.2, dopada rovinnd vlna popsana vinovym vektorem kyop =
kdopn, kde n je jednotkovy vektor ve sméru viny. Abychom spocitali amplitudu rozptylené viny, musime stanovit
délku drahy paprsku, ktery vychazi kolmo z jisté vinoplochy dané rovnici n - r = A, prochazi atomem r;, na
némz se rozptyluje (tj. m&ni smér) a dopadd kolmo na vinoplochu n’ - r = B. Kolm3 orientovand vzdalenost
bodur; od roviny n-r = A je n-r; — A, vzdalenost téhoZ bodu od roviny n’ -r = B je n-r; — B, odettenim
(protoze mame orientované vzdalenosti) dostaneme délku drahy (n —n’) - r; — A + B, znasobenim kqop pak
pocet vinovych délek zndsobenych 27. Protoze rozdil A— B je stejny pro vSechny atomy, miizeme jej vynechat.
Amplituda viny rozptylené o thel o do sméru n’ je tedy imérna

N N
K= Zexp[i(kdopn — kaopn') - 1] = Zexp[ik -rj],
j=1

j=1

kde jsme oznalili k = kqopn — kaopn’. Protoze k = [k| = 2sin(o/2)kdop = akdop (a kdop zlstava v experi-
mentu zpravidla konstantni), dostaneme na ,stinitku" (detektoru) v misté daném rozptylovym thlem « signal
amérny (|K|?). Po vhodné normalizaci dostaneme (5.32).

NapiSeme-li dvojmoc absolutni hodnoty v (5.32) jako dvojnou sumu a vyjadiime-li
stfedni hodnotu podle (2.10), dostaneme s pouzitim definice (5.20) (¢i s vyhodou (5.21))
vztah mezi strukturnim faktorem a radialni distribuc¢ni funkci pomoci prostorové Fourie-
rovy transformace,

S(k) =1+ p/exp(—z'k -1)[g(r) — 1]dr. (5.33)

BV pocitadové simulaci, kdy studovany systém je v zakladni burice o hrané L s periodickymi okrajovymi
podminkami, mohou vektory k reciproké mrize byt pouze nasobky celoliselného vektoru n,

k =2mm/L. (5.34)

V tekutiné je vSak jak S tak g sféricky symetrické. Sféricky symetricky faktor jako funkci k = |k| dostaneme
z (5.32) stfedovanim pres viechny reciproké vektory o stejné absolutni hodnoté,

Stk)y= > Sk)/ > 1. (5.35)

k=|K| k=|k]|
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Vztah mezi sféricky symetrickym S(k) a g(r) dostaneme zintegrovanim rovnice (5.33) pfes uhlové stupné
volnosti. Napiseme dr jako r2 dr dcos(f) d¢, kde 6 je (hel mezi vektory k a r, a po integraci mame

k[S(k)—1] = 47rp/sin(kr)r[g(r) —1]dr. (5.36)

Zpétna transformace je pak

prigir) —1] = 1/(2772)/sin(k‘r)k[5’(k) —1]dk. (5.37)

V praxi porovnavame strukturu kapaliny ziskanou realnym experimentem s vysledky
simulaci. Vyhodné je prevést vysledky rozptylového experimentu pomoci vzorce (5.37)
na radialni distribu¢ni funkci, protoze ta se v simulacich 1épe méfi a je i nazornéjsi. Pro
povéa substituce atd.) ¢ to viibec neni mozné a experimentalni strukturni faktor je smési
(vaZenym prumeérem) strukturnich faktori jednotlivych atomi ¢&i jader. Porovnavame pak
experimentalni strukturni faktor se simula¢nim, ktery ziskdme bud p¥imo pomoci (5.35),
nebo z radialnich distribué¢nich funkei pomoci (5.36).

Kromé piimého vztahu k rozptylovym experimentim ma strukturni faktor (5.32) ¢i
(5.35) vyznam jako kontrolni veli¢ina detekujici krystalizaci v simulacich. Parova korela¢ni
funkce totiz leckdy neni schopna postihnout nékteré jemnosti, ke kterym dochazi napt.
v blizkosti bodu fazového prechodu. Pro systémy s pomérné mékkym potencidlem mtize
byt simulacni buiika zmrzld — slozena z malych kouskt krystalu a ne z kapaliny — a
pritom letmy pohled na parovou korela¢ni funkci ani pii velmi nizké teploté neodhali nic
podezielého. Funkci, na které jsou tyto jevy lépe patrné a kterd je tudiz uzitecna pti
sledovani vyvoje studovaného systému, je strukturni faktor S(k) ¢ S(k). Pro homogenni
tekutou fazi je strukturni faktor S(k) hladkou funkci*, viz obr. 5.3 vlevo. Jestlize jsou
ve vSak ve vzorku pritomny zarodky néjaké usporadané faze, projevi se tato skutecnost
existenci ostrych vrchola (piki), viz obr. 5.3 vpravo.

5.3 Entropické veliCiny

K vypoctu mechanickych veli¢in pomoci Metropolisova algoritmu nebylo zapotiebi znat
particni funkci. Je proto na Case polozit si otazku, zda Metropolisova algoritmu lze pouzit
i k vypoctu entropickych, tedy statistickych velicin pfimo souvisejicich s parti¢ni funkei,
napt. Helmholtzovy funkce ¢i chemického potencidlu.
Formalné 1ze napsat @Q = Qnvr jakozto souborovou stfedni hodnotu mechanické veli-
¢iny,
0= [e U drV _ [e PV drN _ VN (5.38)

1 VN [eBUetBU dpN  (efU)

P1i jejim pouziti se vSak hned dostaneme do problémt podobnych tém, které vzniknou pfti
rovnomérném (nahodném) vzorkovani konfigura¢niho prostoru. Boltzmannovo vzorkovani
(Metropolisiv algoritmus nebo MD trajektorie) totiz vzorkuje s nejvétsi pravdépodobnosti

4Protoze v periodickych okrajovych podminkach mame k dispozici jen uréité vlnové vektory, je s po-
jmem ,hladké funkce“ nutno zachézet opatrné.
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Obrazek 5.3: Sféricky symetricky strukturni faktor ze simulace 500 atomu argonu v perio-
dickych okrajovych podminkach. Vlevo: kapalina ( ), husta podchlazena kapalina (----);
vpravo: pravidelny bec krystal ( ), rychle ochlazeny systém skladajici se z nékolika zrn

()

stavy s malou energii, avSak tyto stavy pfispivaji jen velmi méalo k integrandu exp(+4U).
K dobrému odhadu @ podle (5.38) bychom vsak potfebovali vzorkovat v konfigura¢nim
prostoru stavy s vysokou energii, které ale Boltzmannovo vzorkovani viibec nenajde. Z to-
hoto diivodu se k vypoctu entropickych veli¢in pouziva specidlnich metod. Nejjednodussi
jsou metody termodynamické integrace a vkladani ¢astice. O dalsich moznostech zaloze-
nych na specialnich vzorkovanich konfigura¢niho prostoru se zminime v oddilech 8.3-8.5.

5.3.1 Metoda termodynamické integrace

Tato metoda vychazi ze znamych termodynamickych vztaht:

(%)T —_p (5.39)
) o(5F)
i =k (5.40)

Integraci téchto vztahtl lze pak ziskat rozdil Helmholtzovych funkci mezi dvéma stavy.
Integrujeme-li rov. (5.39) pii konstantni teploté mezi objemy Vg a V', dostaneme

1%
F(V) — F(Vy) = —/ P(VYdV" . (5.41)

Vo
Zname-li Helmholtzovu funkci systému pii objemu Vj, pak ji 1ze odtud urcit pfi objemu
V. Za referencni systém se obvykle voli idealni plyn, Vj = oco. Protoze vsak Fiq diverguje



70 KAPITOLA 5. MERENI

pro Vp — oo, pocitame rezidualni Helmholtzovu energii (na jednu ¢astici) a integrujeme
tedy rozdil od tlaku idealniho plynu,

Fro(V) = /V ” [P(V’) - k‘iﬂ av'. (5.42)
Z rov. (5.40) dostaneme:
3 T
OF(5) = oF(30) = [ EdT =~ [ ar. (5.43)

Maéame nyni dvé moznosti, jak volit referencni systém. V pripadé Ty = 0 dostaneme tuhou
latku, jejiz vlastnosti se obvykle aproximuji Einsteinovym modelem krystalu. Pii vysokych
teplotach se castice, bez ohledu na skutecny tvar potencidlu u, chovaji jako tuhé télesa,
a proto je tato volba vhodnéjsi pti studiu kapalin.

Metoda termodynamické integrace neni vdzana pouze na relace (5.39) a (5.40), tedy
na jeden a tentyz systém za riiznych termodynamickych podminek. Mizeme uvazovat
systémy s riznym hamiltonianem za pouziti tzv. zapojovaciho parametru A. Uvazujme
dva riizné systémy s interakénimi potencialy Uy a U; a definujme

U\ = Uy + MUy — Up). (5.44)

Ménime-li spojité parametr A od nuly do jednicky, dostaneme se spojité od systému U (0) =
Up k systému U(1) = U;. Z derivace parti¢ni funkce podle parametru A,

0 0 oU(\
o= [ e = [T e (5:45)

pak dostaneme pro F' = F(\)

F(1) = F(0) + /01 <8g9)>A d\ = F(0) + /01<U1 Uy dA, (5.46)

kde (), znadi stfedni hodnotu v systému definovaném potencidlem U(\). Zname-li tedy
Helmholtzovu funkci systému s potencidlem Uy, lze odtud vypocitat Helmholtzovu funkci
systému s potencidlem U .

V nejjednodussi podobé predstavuje realizace metody termodynamické integrace nu-
mericky vypocet integralu, coz znamena vypocitat integrand pro fadu hodnot na in-
tegrac¢ni cesté. Integrand predstavuje ve vSech pripadech mechanickou veli¢inu, kterou
ziskdame simulaci MC ¢i MD. Musime tedy simulovat fadu systémi, jejichz vlastnosti nas
vlastné viibec nezajimaji, a z tohoto hlediska neni metoda termodynamické integrace pii-
1i§ efektivni®. Na druhé strané méa vsak jednu velkou vyhodu: vede témér vzdy k cili. To se
neda fict o dalsi jednoduché metodé na vypocet chemického potencialu, metodé vkladani
Castice.

5Tutu neefektivitu éasteénd odstraiiuji tzv. ,multiple histogram“ MC metody, v nichZ se z parametru
A (pfipadné z teploty aj.) stane dalsi proménnd, kterou (po pfidani ¢lenu s vyznamem potencidlni energie
tohoto stupné volnosti) vzorkuji v simulaci stejné jako polohu éastice.
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5.3.2 Widomova metoda vkladani ¢astice

Vlastnosti systému spojené se zménou poctu c¢astic jsou dany chemickym potencidlem.
Tak napt. v kanonickém NVT souboru plati:

dF = —SdT — PdV + pdN, (5.47)

kde p = p(V,T) je chemicky potencial. Odtud

. G(ﬁF) . 8111 ZNVT
= (%), = (o), o

Pocet castic nemtizeme ménit spojité, avsak v pripadé dostatecné velkého N lze derivaci
Znvyt aproximovat konecnou diferenci a (5.48) pfepsat do tvaru

o B — INt1 _ 1 Qvi1 1 Qv | (5.49)
AN (N + 1A% Qn NA? Qy

coZ po substituci za chemicky potencidl idedlniho plynu podle (2.17) vede k vyrazu pro
rezidualni chemicky potencial

1Qnn
V Qn

Uvazujme nyni systém N + 1 Castic, ktery vznikl ze systému N castic pridanim jedné
castice:

eXp(_ﬁMres) = (550)

Unii = UN—l-‘I/(N), (551)

kde ¥ je interakéni potencial pridané (N + 1)-ni ¢astice s ostatnimi N ¢asticemi. Partic¢ni
funkci tohoto systému mizeme vyjadrit nasledovné:

Ony1 = /exp(—ﬁUN - 5‘1’) dry...dryg
= QN/(G_Bql)N dry1 (5.52)

a odtud ]
exp(~fjne) = o [ ) ndrni = ()0 (5.53)

kde (X),; znaci stiedni hodnotu X pies polohy (/N + 1)-ni ¢astice v objemu V. Z rov.
(5.53) je vidét, ze pii vypoctu souborové stfedni hodnoty (-) neni (N+1)-ni ¢astice soucasti
souboru (proto se nazyva virtudlni, anglicky ghost, ¢astice) a nenarusuje tedy konfigurace
ptvodniho systému N ¢&astic. Soucasny vypocet obou stfednich hodnot v (5.53) prove-
deme tedy tak, Ze generujeme metodou MC nebo MD konfigurace systému N castic a
na téchto konfiguracich poéitame st¥edni hodnotu faktoru e ?? vlozenim virtualni ¢astice
do ndhodného mista v simula¢nim objemu V. Chemicky potenciél 1ze tedy métit béhem
normalni simulace.

Metoda vkladéni ¢astice mé bohuzel jedno zavazné omezeni: pro husté systémy (ka-
palinu) bude velmi obtiZzné nalézt dostatené velkou ,diru“ mezi ¢asticemi tak, abychom
opravdu mohli dalsi ¢astici vlozit, tj. aby e #¥ £ 0.
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///////

proto opét systém NN Castic a pokusme se vyjadrit parti¢ni funkci systemu N — 1 ¢astic pomoci partlcnl funkce
N &éstic. Zcela analogicky k (5.52) dostaneme:

QN-1= 2 (e, (5.54)

Vv

kde nyni ¥ znadi energii odebrané Castice s ostatnimi Casticemi. Vidime, Ze nejvétsi prispévek dostaneme pro
velké U (pFekryv molekul), kdy je i celkova energie velkd (protoZe nyni je N-t4 Eastice soudasti systému), aviak
pravdépodobnost vyskytu takové konfigurace mald. Vypocet stfedni hodnoty tak pro realistické potencidly
nekonverguje. Nesmyslnost postupu je zfejma, uvazujeme-li systém tuhych kouli. V tomto pfipadé Ize vZdy
beztrestné ¢astici vyjmout ze systému a z (5.54) dostaneme fi,es = 0.

Protoze chemicky potencial je alfou a omegou pii urcovani fazovych a chemickych
rovnovah, byly a stale proto jsou vypracovavany nové metody jeho urceni. Nékteré z nich
jsou uvedeny v kapitole 8.

5.4 Odhad chyb

Nesmime zapomenou na to, zZe nedilnou soucasti jakéhokoliv vysledku ziskaného ze statis-
tickych dat je jeho chyba. Ziskat spolehlivy odhad chyby neni vzdy jednoduché, protoze
data X; jsou zavisla (korelovand).

Chyba vysledku ziskaného analyzou statistickych dat se obvykle vyjadiuje jako smé-
rodatna odchylka ¢ili stfedni kvadratickd odchylka. Miizeme-li povazovat rozlozeni chyb
za Gaussovo (coz plati ¢asto, nikoliv vSak vzdy), znamend to, Ze spravny vysledek lezi
s pravdépodobnosti 68% v mezich udané odchylky; jinymi slovy, kdybychom provedli
stejny (pseudo)experiment mnohokrat, bude piiblizné ve 2/3 p¥ipadi spravna hodnota
v mezich udané smérodatné odchylky a v 1/3 piipadt bude chyba vétsi. Podobné s 95%
pravdépodobnosti (na hladiné vyznamnosti 95%) se spravny vysledek bude lisit od naseho
odhadu o nejvyse dvojnasobek smérodatné odchylky. Tato hladina vyznamnosti je povazo-
vana za jakysi standard, a proto mnozi autoti udavaji jako chybu dvojnasobek smérodatné
odchylky. BohuZel, napiSeme-li pouze A = 5.234+0.08 nebo ekvivalentné A = 5.23(8), neni
bez dalsiho upfesnéni jasné, zda 0.08 znaci smérodatnou odchylku nebo jeji dvojnasobek.

Vétsina veli¢in méfenych v pribéhu simulaci je ve tvaru aritmetického priméru pies
jistou posloupnost konfiguraci,

(X)~ X =L)X, (5.55)

Nejjednodussim zptisobem, jak odhadnout chybu odhadu X veli¢iny (X), je povazovat
vSechny hodnoty X,; nameéfené béhem simulace za nezavislé. Podle znamého vzorce je
odhad smérodatné odchylky aritmetického priméru dan vztahem

_ 2 2 _ Y2
5X = | iz AX \/Z 1 Xijn = X2 (5.56)
n—l n—1
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Métené veli¢iny jsou vSak obvykle silné korelovany a (5.56) pak dava podhodnoceny
odhad chyby. Korelace lze v principu potlacit tak, zZe mezi dvéma mérenimi provedeme
dostatecné mnozstvi MC nebo MD kroki. To je vsak neefektivni, zvlasté tehdy, jestlize mé-
feni samo zabere méalo pocitacového casu. Jednoduchou moznosti, jak ziskat odhad chyby
aritmetického priiméru korelovanych dat, je blokovd metoda. Jeji podstatou je sdruzit cel-
kové mnozstvi n = bn, dat do n, bloki délky b. Misto casové fady X; pak analyzujeme
kratsi, ale méné korelovanou posloupnost

1 b
X]/‘ ~ Zij+i (5.57)
=1

proj € {0,...,n,—1}; zfejmé X’ = X. V nejjednodussi verzi jsou bloky tak dlouhé, Ze X;
miZeme povazovat za nezavislé veliiny a pouzit vzorce (5.56). Plati ovSem, Ze ¢im jsou
bloky delsi, tim méné jich mame a tim méné spolehlivy je odhad smérodatné odchylky.
Dokonalejsi metodu analyzy chyb odkladame do dodatku 12.5.
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Kapitola 6

Realizace pseudoexperimentu

Realizace pocitacového experimentu vyzaduje vytesit fadu technickych problémi. V prvni
fadé je nutno se rozhodnout, zda pouzijeme metody MC nebo MD a v jakém souboru
budeme simulovat. Pro konkrétni realizaci je pak nutno nastavit celou radu parametri,
které ovliviiuji jak efektivitu tak systematické chyby a presnost simulaci. Jestlize jiz gene-
rujeme konfigurace (trajektorii), pak také musime védét, co vlastné chceme méfit. A tato
méfeni a jejich vyhodnoceni jsou opét svazana s nastavenim parametrt simulace.

6.1 Volba metody

MC nebo MD, tot otazka ...

Tato otazka ovsem predpokladé, ze viibec mame moznost volby. Je-li model formulo-
van stochasticky (jako ndhodny proces), jde podle definice o0 metodu MC. Pro m¥izkové
modely s diskrétnim konfigura¢nim prostorem si lze MD jen tézko predstavit, pro miiz-
kové modely se spojitym konfigura¢nim prostorem vSak mozna je. Na druhou stranu vse,
co umime simulovat pomoci MD, umime, po integraci pres hybnosti, preformulovat na
MC vzorkovani, ztracime vSak pritom casovou informaci.

Méame-li moznost volby, musime se rozhodnout, zda nas zajima vyvoj v Case a kinetické
veli¢iny, a pokud ano, tak o jaké casové skaly se jedna. Molekularni dynamika pracujici
s vice ¢i méné realistickym modelem krok po kroku ve fyzikadlnim case tézko ptekond pro
zajimavé systémy hranici nanosekund nebo, af jsme optimisty, mikrosekund. Jevy jako
rist monovrstvy krystalu ¢ vznik tercidlni struktury proteint (protein folding) trvaji
v prirodé vSak az sekundy. Pokud se podafi dany proces rozlozit na vhodné elementarni
udalosti (jako nap¥. pfeskok atomu z jednoho lokalniho minima do druhého) se zndmymi
pravdépodobnostmi, mizeme tento ¢asovy problém prekonat pomoci tzv. kinetického MC
(viz odd. 9.2).

Pokud néas vyvoj v ¢ase nezajimé a v principu lze pouzit MC i MD, coz je typické
pro klasické molekularni systémy, budeme asi posuzovat jednoduchost a efektivitu s tim,
7e s rozvojem vypocetni techniky se stava jednoduchost podstatnéjsim kritériem. Slozité
molekuly interagujici realistickym spojitym potencidlem budeme proto asi simulovat me-
todou MD, protoze realizace riznych druhi pohybt v MC je ptilis komplikovana. Naopak
u molekularnich modeli s tuhym jadrem je MD slozitym cvi¢enim ve srazkach tuhych
téles a prednosti MC jsou nabiledni.

75
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Efektivita té ¢i oné metody casto zavisi i na termodynamickych podminkach jako
je hustota, teplota aj. Molekularni dynamika je zpravidla vyhodnéjsi pro kondenzované
systémy, tedy (hustou) kapalinu a tuhou latku. Divodem je rychlejsi pfenos informace,
napi. fluktuace hustoty, z mista na misto dynamickymi efekty jako jsou zvukové viny,
zatimco metoda MC je odkazéna (bez specidlnich a drahych trikt) v podstaté na diftzi
s malym posunutim v jednom kroku. Naopak pro nepfilis husté tekutiny, véetné okoli
kritického bodu, je MC mnohem efektivnéjsi. Metoda MD totiz po vétsinu casu simuluje
let castice prazdnym prostorem, zatimco v MC si mizeme dovolit dlouha posunuti a
zménit podstatné konfiguraci jednim krokem.

V neposledni fadé si musime uvédomit, ze metoda MC nadm dovoluje mnohem snazsi
implementaci mnoha trikd, a to jak pro méfeni veli¢in, tak i pro zvyseni efektivity, zatimco
v MD jsme odkazani na deterministickou trajektorii. Jestlize v prirodé trva prekonani
energetické (potencidlové) bariéry (napf. mezi rtiznymi konformacemi molekuly) dlouhou
dobu, bude to trvat dlouhou dobu i v MD, zatimco vhodny trik v MC miiZze pomoci tuto
bariéru snadno preskocit.

6.2 Okrajové podminky

6.2.1 Spojité systémy

Prvni problém, ktery musime vytesit, je disledkem toho, Ze mtizeme zkoumat pouze sys-
tém s koneénym (a nijak velikjm) poc¢tem ¢astic. Tento problém ndm nevadi jen v nékte-
rych specidlnich pfipadech, kdy se zajimame pravé o malé systémy (jako ptiklady uvedme
tfeba studium klastri atomt v mezihvézdném prostoru, vlastnosti malych kapicek kapa-
liny, kapalinu v mikroskopickém poru ¢i konformacni analyzu jedné velké molekuly pro-
teinu). Typickou tlohou je vSak vypocet vlastnosti velmi velkych a vétsinou homogennich
systému jako je kapalina ¢i pevnéa latka.

Uzavieme-li castice do krabice o objemu V', pak jeji nepropustné stény predstavuji
vnéjsi pole a nemame uz tedy homogenni systém, ktery nas zajima. Lze se domnivat,
ze tuto potiz by slo obejit tak, ze budeme uvazovat tak veliky pocet Castic, ze vliv stén
(které pusobi jenom na kratkou vzdélenost) ovlivni pouze nepatrny pocet ¢astic. Snadno
se ale presvédéime, Ze toto by bylo velmi neefektivni. Uvazujme krychlovou krabici s 1000
pravidelné usporadanymi casticemi a predpokladejme, Ze stény ovlivni pouze nejblizsi
vrstvu castic. Jednoduchym vypoctem zjistime, ze priblizné 500 castic, tedy celd jedna
polovina a nikoliv jenom zanedbatelny pocet, je v bezprostiedni blizkosti stén. Aby vliv
stén byl skutecné zanedbatelny, bylo by nutno uvazovat mnohem vétsi pocet Castic, coz
je vSak technicky narocné a taky zbytecné.

Misto abychom uvazovali jednu jedinou krabici s ohromnym poctem castic, miizeme
vytvorit jisty ,nekonecny“ systém tak, Ze cely prostor pokryjeme identickymi kopiemi
této krabice, viz obr. 6.1. Tento trik umoziuje, Ze jiz nemusime pozadovat nepropustné
stény, nebot opusti-li ¢astice svoji krabici, kopie této ¢astice vstoupi do uvazované krabice
ze sousedni krabice a pocet castic v kazdé krabici ziistane zachovan. Tato myslenkova
konstrukce nekonecného systému je ekvivalentni systému predstavovaného jedinou krabici
s tzv. periodickymi okrajovymi podminkami (téZ je mozné se setkat s nazvy cyklické ¢i
toroidalni okrajové podminky). To samoziejmé neznamend, ze v periodickych okrajovych
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Obréazek 6.1: Periodické okrajové podminky. Dva z nejblizsich sousedu (B a D) éastice A lezi
v téZe buiice, dva (C a E) v jinych buikéch.

REAL L welikost hrany kubické simulacni bunky
VECTOR r1, r2 vektor rl se sklddd ze sloZek (rl.x,rl.y,rl.z), stejné r2
oba vektory musi lezet v zdkladni burice

VECTOR dr := r2 - rl rozdil vektoru bez ohledu na okrajové podminky

IF dr.x < -L/2 THEN dr.x := dr.x + L ELSE IF dr.x > L/2 THEN dr.x := dr.x - L
IF dr.y < -L/2 THEN dr.y := dr.y + L ELSE IF dr.y > L/2 THEN dr.y := dr.y - L
IF dr.z < -L/2 THEN dr.z := dr.z + L ELSE IF dr.z > L/2 THEN dr.z := dr.z - L
Vektor dr nyni smeéruje od vektoru rl k nejblizsimu obrazu vektoru r2

Vypocet druhé mocniny vzddalenosti nejblizsich obrazi
REAL rr := dr.x**2 + dr.y**2 + dr.z*x*2

Algoritmus 6.1: Rozdil nejbliZsich obrazu dvou vektoru r1 a r2.

podminkach neexistuji chyby zpisobené konec¢nosti systému (finite size effects), jsou jen
mnohem mensi nez pro okrajové podminky s pevnymi sténami.

B Kromé vyse uvedenych jednoduchych kubickych periodickych okrajovych podminek je moZno uvaZovat
pokryti 3D prostoru bunkami jiného tvaru. Napf. z plosné centrované kubické mfizky dostaneme pokryti
kosoévereénymi dvanéctistény \% principu je tato volba vyhodnéjsi, protoze dvanactistény jsou podobnéjsi

vvvvvv

P1i praktické realizaci simulace budeme mit obvykle vSechny castice v jisté vhodné
zvolené tzv. zékladni butice, napt. [0, L)Y nebo [~L/2,L/2)P, kde L je hrana buiky
v D-dimenzionalnim prostoru. Musime proto v prubéhu vypoctu zajistit, aby pii pokusu
castice utéci ze zakladni bunky se tato vratila do buniky z opacné strany, tj. musime pricist
k jejim soufadnicim vhodné celociselné nésobky L; 1ze pouzit nap¥. funkei modulo (zbytek
po déleni) L.
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REAL L wvelikost hrany kubické simulacni bunky
VECTOR rl, r2 wektor rl se sklddd ze sloZek (rl.x,rl.y,rl.z), stejné r2
oba vektory must leZet v zdkladni bunice

VECTOR dr := r2

rl rozdil vektori bez ohledu na okrajové podminky

REAL rr := (L/2 - abs(L/2-abs(dr.x)))**2
+ (L/2 - abs(L/2-abs(dr.y)))**2
+ (L/2 - abs(L/2-abs(dr.z)))**2

vy,

Algoritmus 6.2: Dvojmoc vzdalenosti nejblizsich obrazi dvou vektoru r1 a r2. Tento postup
je pro rychlejsi nez algoritmus 6.1, neni véak pouzitelny pro MD, protoZe neposkytuje
vektor r2-ri.

O~ O~ Ox O
50 30 50 &G

L@QQQQQQQ

Obrazek 6.2: Kapalina v péru. Systém je periodicky ve sméru os x a y a omezen pevnymi
sténami ve sméru osy z.

Dale potirebujeme pocitat vzdalenosti atomti a v MD i vektory spojujici dvé castice.
Jaka je vsak vzdalenost atomu ¢ od atomu j, kdyz se atom j muze vyskytovat v néko-
lika periodickych obrazech? V prevazné vétsiné aplikaci jako je vypocet potencidlu (viz
nésledujici oddil) nebo vypocet radidlni distribu¢ni funkce ndm sta¢i uvazovat pouze ten
periodickych obraz atomu j, ktery je nejblize (nejblizsi obraz, nearest image).

Priklad vypoctu vektoru, ktery spojuje nejblizsi obrazy dvou c¢astic v periodickych
okrajovych podminkéach, je uveden v algoritmu 6.1. Tento vektor potfebujeme pro vypocet
sily v MD. V MC nam staci pouze vzdalenost a misto 6.1 mtzeme pouzit jednodussi a
obvykle rychlejsi verzi 6.2.

Periodické okrajové podminky aplikujeme na vSechny tii sméry v pfipadé 3D ho-
mogenniho systému. U nehomogennich systémut zalezi na konkrétni tloze. Studujeme-li
napt. adsorpci na rovinném povrchu tuhé latky, mizeme uvazovat usporadani ukazané
na obr. 6.2, kde uvazujeme dvé nekonecné velké nepropustné stény v jisté vzdalenosti od
sebe. V tomto pripadé se aplikuji periodické podminky pouze na proménné z a y, zatimco
povrch tuhé latky vytvaii opravdovou nepropustnou sténu, zadna castice se tedy nemuze
dostat do oblasti mimo poér. Je-li vzdalenost stén mnohem vétsi nez je obor piisobnosti
stény, pak se uprostied vytvori pas homogenni kapaliny. Jsou-li naopak stény blizko u
sebe, mame model stérbinového poru. V pripadé cylindrického péru méame systém uza-
vien v nekonecné dlouhém valci a periodické okrajové podminky aplikujeme pouze na
proménnou ve sméru osy valce.



6.3. VELIKOST SYSTEMU A DOSAH POTENCIALU 79

- -+ - -+ -+
RS
—— - - - - - - -
+i- 4+ - - - - - +i-
i - -+ - - - =
—— - - -
L I T S S
$im = = =+ 4=
$im =+ = = 4 = -

Obrazek 6.3: Periodické okrajové podminky pro Isinguv feromagnet v roviné. Pokud pf¥i-
dame k zakladni bunce z kazdé strany jednu vrstvu tak, Ze vZdy obsahuje kopie pfislusnych
spina podle periodickych okrajovych podminek, zjednodusi se nam vypocet interakce nej-
blizsich sousedu.

6.2.2 Diskrétni systémy

Tvar zakladni simula¢ni bunky a pravidlo periodického opakovani kopii jsou dany krys-
talovou miizkou. Pro jednoduchou kubickou (v roviné ¢tvercovou) miizku jsou periodické
okrajové podminky vytvoreny obdobné jako pro spojité systémy. Necht napiiklad konfi-
guraci Isingova feromagnetu popisujeme matici s;;. Indexy ¢ a j jsou celd ¢isla z intervalu
1,..., L, kde L je nyni celé ¢islo. Podobné jako je vrchol (2, 3) sousedem vrcholu (2, 2), je
vrchol (1,3) sousedem (L, 3). Jeden z moznych trikd, jak efektivné urcit sousedy daného
vrcholu, je uveden v algoritmu 4.3. Jinou moznosti zndzornénou na obr. 6.3 je uvazovat
matici (dvojrozmérné pole) s;; pro ¢ a j z intervalu 0, ..., L+ 1 s tim, ze v kazdém kroku
vypoctu zajistime, aby nadbytecné vrcholy z okraje matice obsahovaly spravné hodnoty
dané periodickymi okrajovymi podminkami, napft. sg2 = Sp, 2.

6.3 Velikost systému a dosah potencialu

Prvni simulace tekutin byly, s ohledem na tehdejsi vykonnost poc¢itacti, provadény s malym
poctem castic, 32 nebo 64. To samé platilo i pro miizkové systémy. I takto malé soubory
viak lze povazovat za statisticky systém a ziskané vysledky byly smysluplné. Cim vice
¢astic ¢i miizkovych bodi pouzijeme, tim mensi budou systematické chyby, ale také delsi
vypocet. Stanoveni vhodné velikosti vzorku zavisi na

1. korelac¢ni délce a
2. dosahu potencialu.

Korela¢ni délkou rozumime vzdélenost, na niz se atomy jesté efektivné ovliviuji, at pfimo
(pomoci potencidlu) nebo nepfimo (prostiednictvim ostatnich molekul); pro tekutinu je to
vzdalenost r, pro niz g(r) jesté nezkonvergovalo k 1. Omezeni dané bodem 1 je fyzikalni:
tézko muzeme ziskat ptresné vysledky ve vzorku, jehoz velikost je mensi nez korelacni
délka. To se projevuje predevsim pobliz kritického bodu, kde vzrista velikost fluktuaci
hustoty i jinych veli¢in. Naproti tomu omezeni dané bodem 2, které by mohlo vyzadovat
neiumérné velké vzorky, je technického razu a, jak uvidime déale, lze je prekonat.
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Velikost studovaného vzorku se lisi pripad od pripadu a tézko lze podat néjaké univer-
zalni doporuceni. Jako priklad uvedme, Ze pro dobry popis kapaliny vystacime s nékolika
sty, ve slozitéjsich pripadech nékolika tisici casticemi, coz dnes necini problém. Naopak
v kvantovych simulacich jsme omezeni slozitosti problému a mtzeme si dovolit méné ¢as-
tic, nez bychom chtéli. Studium nékterych jevi ovSem vyzaduje extrémni pocty atomi
(biologické makromolekuly desetitisice, jevy jako Sifeni trhlin v pevnych latkach miliony).
Bohuzel vsak zaroven plati, ze ¢im vétsi vzorek, tim delsi korelaéni ¢as (strucné feceno —
déle trva, nez se informace rozsiii z jednoho konce vzorku na druhy), a tedy potiebujeme
generovat delsi trajektorie. Jsme tak opét na hranici soucasnych moznosti.

B Rast korelacniho Casu s velikosti systému je zvlast zdvazny u simulaci, kdy se méni jedna veli¢ina ovliviiujici
cely systém (objem v NPT simulaci, podet &astic v grandkanonickém souboru), obzvl4sté je-li krok vzorkujici
tuto veli¢inu neefektivni (vkladdni a vyjimani ¢astice).

Veli¢inou, kterou musime stale pocitat, je potencialni energie, pripadné sily. Pro kla-
sicky systém popsany parovym potencidlem (ale i pro m¥izkovy systém, jestlize se inter-
akce neomezuje na nejblizsi sousedy) je pocet part ve vzorci (2.29) roven N(N — 1)/2,
a tedy naroky na vypocet jsou umérné N? (fikame, ze skdlovani [scaling law] je N?);
v MC sice nepocitame piimo (2.29), ale stale plati, ze pro pokus pohnout kazdou ¢astici
aspon jednou potiebujeme N? vipocttt u(r). Mimo to pfi pouZiti periodickych okrajovych
podminek, které jsou jistou aproximaci nekonecného systému, je interakcéni energie dana
nekonecnou sumou pres vSechny periodické obrazy, s ¢imz se musime také néjak vyrovnat.

6.3.1 Kratkodosahové sily

U dostateéné rychle ubyvajicich potencidlii (napf. Lennard-Jonesiv (2.35)) si mizeme
dovolit potencial useknout v jisté vzdalenosti r. (anglicky cutoff) a uvazovat v simulacich
potencial
wama(r) = { ) PO =T (6.1)
kde u(r) je zadany potencidl. D& se snadno ukazat, ze je-li vzdalenost bodu j od bodu i
v buiice mensi nez polovina hrany buiiky, |r; — r;| < L/2, pak vSechny periodické obrazy
Castice j jsou od Castice ¢ vzdaleny vice nez L/2. A je-li |r; — r;| > L/2, pak existuje
nejugse jeden obraz r’; = r; +nlL, kde n je celociselny vektor, ktery je od i vzdalen méné
nez L/2. Z téchto divodu je vhodné usekavat potencial ve vzdalenosti r. = L/2 nebo
kratsi, nebot v tomto piipadé existuje nejvyse jeden obraz lezici v oblasti interakce.
Useknuti potencidlu (6.1) vede k nespojitosti ugmm v bodé r.. To v MC zpravidla
nevadi, v MD v8ak skok v potencidlu znamené nekonecné sily (sila je derivace potencialu)
a je tieba se tomu vyhnout. Nejjednodussi moznosti je useknuty potencial jesté posunout,
aby byl spojity:
g () = {g(r) u(re) gig ’ § 77: (6.2)

B Rov. (6.2) vede ke skoku v sildich. Toto muZe, pfedevsim pro integratory vyssich Fadu, zplsobit prilis velké
chyby integrace a skok zplisobeny useknutim, byt maly, je nutno jesté déle vyhladit. Obecné to znamen3, ze
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misto skoku v r. nechdme potencial spojité a hladce ubyvat k nule v pribéhu intervalu [r1,7.], kde 71 je
vhodné zvolend vzdalenost. Jednou z moznosti je pouziti tzv. zapojovaci (switch) funkce S,

1 pro r <1y,
S(r Ru, ) = { (2 = r22(38 =12 = 2%) /(G =12 prom <r<r, (63
0 pror > r..
a definovat potencial vztahem
Usimul (1) = S(r; Ry, Ra)u(r) (6.4)

Tento potencidl ma skok az v derivaci sily a nevyzaduje posunuti.

Chybu, které jsme se dopustili zanedbanim potencidlu za hranici r., pfipadné posu-
nem, musime zapocitat. Obvykle postaci vypocet zalozeny na predpokladu, Ze systém
je homogenni za hranici useknuti, tj. pro r > r.. Uvazujeme-li napt. kapalinu N jed-
noatomovych ¢astic interagujicich parovym potencidlem u(r) v periodickych okrajovych
podminkéch a ¢iselné hustoté N/V = p, je ve slupce [r,r + dr] okolo vybrané ¢astice
v priméru p4mr?dr éastic. Chyba, které se dopustime zanedbanim interakci vybraného
atomu s atomy vzdéalenéjsimi nez r., je tedy piiblizné (srov. s (5.30))

AU = /OO u(r)pdnr?dr. (6.5)

Soucet pres vSechny castice ¢ili celkova korekce vnitini energie je NAU/2. Obdobné se
ziska integraci prislusnych veli¢in korekce pro tlak.

B Variantou useknuti potencidlu v periodickych okrajovych podminek jsou okrajové podminky nejblizsiho
obrazu (nearest image boundary conditions). Souéet parovych interakci (2.29) se v tomto pfipadé provadi pres

vvvvvv

nejbliz$i obrazy bez ohledu na vzdalenost &astic, kterd miize byt az /3L /2. Vypocet korekci je oviem slozitéjsi.

Poznamenejme nakonec, e pro potenciély ubyvajici jako 7~ je jak korekce (6.5) pro r. = L/2 tak korekce
pro okrajové podminky nejblizsiho obrazu Fadu 1/N, tedy Fadové stejnd (i kdyZ zpravidla nékolikandsobné vétsi)
jako chyba souboru (7.1). Korekce pro tyto potencidly maji tedy vyznam hlavné pro r. < L/2.

6.3.2 Dlouhodosahové sily

Pokud integral v (6.5) diverguje, coz nastane pro u(r) ~ r~", n < 3, fikdme, Ze sila

mé dlouhy dosah. Takova je napf. interakce dipdl-dipdl. I kdyz v tomto pfipadé sila
méni znaménko v zavislosti na orientaci molekul a dochézi ke kompenzaci, nemtzeme ji
jednoduse za r. zanedbat. Pro objasnéni tohoto problému uvazujme pro jednoduchost
systém bodovych dipdli. Predstavme si jeden dipdl uprostied sférické dutiny o poloméru
r. vyTiznuté v dielektriku. Intenzita elektrostatického pole na povrchu dutiny je imérna
r % a tomu je imérna i polarizace dielektrika a povrchovy ndboj. Energie interakce dipdl-
-ndboj ubyva jako 2, ale protoZe povrch dutiny je imérny r2, je interakéni energie dipSlu
s dielektrikem tmérnd r;3 (srov. (6.18)). Mame-li v dutiné dielektrikum (pocet dipdli
amérny r3) polarizované napf. malym vnéj$im polem, vidime, e energie je nezavisla na
velikosti dutiny. Jinymi slovy: dielektrikum ovliviiuje dipolarni systém, i kdyz je nekonecné
daleko.

Spravné zahrnuti interakci s ¢asticemi daleko mimo simula¢ni buiiku neni jednodu-
chou zalezitosti a vyzaduje pouziti specidlnich metod, které jsou uvedeny v nasledujicim
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textu. Je vSak na misté poznamenat, ze existuji i ptipady, kdy systém obsahuje explicitné
dlouhodosahové sily a presto je mozné tento jejich charakter beztrestné zanedbat. To je
napi. pripad roztavenych soli ¢i iontovych roztok. Vime, ze v takovém systému dojde
k tzv. Debyeovu stinéni: kazdy iont se obklopi slupkou nabitych ¢éastic takovou, ze efek-
tivné kompenzuji naboj iontu. Ve vzdalenostech nékolikanasobku tzv. Debyeovy délky pak
jiz 1ze (efektivni) elektrostatické ptusobeni zanedbat. Je-li tedy Debyeova délka mnohem
mensi nez je velikost naseho simula¢niho boxu, mizeme potencial useknout v nékolikana-
sobku Debyeovy délky (a samoziejmé vyhladit na spojitou funkci tak, jak bylo popsano
vyse, protoZze samotny potencial 1/r je velky). Pozadavek na velikost simula¢niho boxu
muze ovSem vést k prilis velikym systémim, a kromé toho Debyeova délka nemusi byt ani
predem znama.

V pripadech, kdy nelze mezicasticovou interakci zanedbat pro vzdalenosti presahujici
velikost simula¢ni buiniky, neni vypocet energie trividlni zalezitosti. Zakladni metodou,
jak spocitat piispévky od periodickych sousedt, je pouziti metody Ewaldovy (nékdy téz
nazyvané Ewaldovy-Kornfeldovy) sumace ptivodné navrzené pro vypocet energie ionto-
vych krystalii. Pro dipolarni systémy se casto pouziva programatorsky jednodussi metoda
reakéniho pole.

B Jako 1/r ubyva nejen elektrostaticka interakce, ale i gravitacni. Tim se dostdvdme do oblasti astronomie a
simulaci galaxii a hvézdokup, které se skladaji z obrovského poctu hvézd. Zde se k vypoctu potencidlu pouziva
skupina rizn& nazyvanych metod (tree code!, hierarchical N-body code, rychly multipélovy rozvoj). Metody
vychazeji z rozdéleni systému na krychli¢ky. Interakce hmot v sousednich krychli¢kach se spoditaji pfimo.
Interakce krychlicek, které spolu pfimo nesousedi, ale nejsou pfili§ daleko od sebe (obvykle jsou ob jednu),
se nahradi multipdlovym rozvojem (dipdl, kvadrupdl, oktupdl, ...). Pro interakce vzdalenéjsich krychli¢ek se
pak pouzije rekurzivni postup: krychlicky se spoji po osmi do krychli¢ek o dvojnasobné hrané, pficemz multi-
pélovy rozvoj kazdé dvojnasobné krychlicky Ize odvodit z multipdlového rozvoje malych krychlic¢ek. Interakci
hmot v sousedicich dvojnasobnych krychlickdch jsme spocitali v pfedchozim kroku a nyni spoéteme interakce
krychlicek leZicich ob jednu. Takto pokracujeme ve zdvojnasobovani, aZz dostaneme cely systém.

Tato znaéné slozita metoda je fadu IN. Byla pouZita i pro coulombické systémy?, ale vzhledem k existenci
nabojli opaénych znamének trpi velkymi chybami3.

Ewaldova sumace

Metoda vychazi z myslenky, ze pro vypocet energie N nabitych ¢astic je nutno uvazovat
vSechny periodické obrazy, tedy secist nekonecnou radu

=y Yy (6.6)

)
n 1<j<i<n dmeo lr; —r;+nL|

kde L je hrana simula¢ni buiiky, ¢; je nidboj ¢astice i a Y.’ znadl soudet pfes vSechny
celociselné vektory n s tim, ze singularni ¢len n = 0, j = [ je vynechan. Potiz je v tom, ze
tato fada je pouze relativné konvergentni (soucet je zavisly na poradi). Fyzikalné piipustné
je sefadit vektory n podle velikosti |n|, coz se matematicky precizuje néasledovné:

: ' 1 4%
U= }gli%zn: exp(—sn®) > ! (6.7)

3
L<jTi<N dmeg [rj —r; + L

1J.E. Barnes a P. Hut: Astrophys. J. Suppl. Series 70, 389 (1989) a reference tam uvedené.
2L. Greengard a V. Rokhlin: J. Comput. Phys. 73, 325 (1987).
3D. Solvason, J. Kolafa, H. G. Petersen, J. W. Perram: Comp. Phys. Commun. 87, 307 (1995).
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k praktickému vypoctu se vSak tento tvar nehodi stejné jako (6.6).

B Trik, kterym zrychlime konvergenci a spo¢teme limitu (6.7), spociva v nahrazeni 1/|r| v (6.7) nésledujicim
integralem

1 2 > 9 9
—=— —t d¢ 6.8
. ﬁ/o exp(—t“r®) dt, (6.8)
ktery jesté rozdélime na dvé poloviny,
2 /OO exp(—t*r?) dt 2 /a exp(—t*r?) dt + 2 [~ exp(—t*r?) dt (6.9)
E— X — - = X - e X - ) .
ﬁ 0 ﬁ 0 ﬁ «

kde o je parametr (n&kdy nazyvany separaéni) s rozmérem [délka—!]. Po dosazeni do (6.7) a provedeni limity
vede druhy €len k vyrazu s funkci Erfc (viz nize), zatimco prvni, po ponékud nepfijemnych vypoctech a aplikaci
Poissonovy sumacni formule, k nahrazeni souctu pres n souctem pres vektory v k-prostoru.

Ekvivalentni pfistup vychdzi z ndhrady bodového niboje , mrakem" ndbojové hustoty s Gaussovym roz-
lozenim a stejnym celkovym ndbojem. Odecteni takového ,,mraku” od bodového naboje zplisobi jeho stinéni
ve velkych vzdalenostech a efektivni potencidl ndboj-ndboj je kratkodosahovy (popsany funkci Erfc), zatimco
interakce spojitych ,,mrak(" se spodte pomoci Fourierovy transformace.

Po vypoctech naznacenych ve vyse uvedené vsuvce dostaneme

dregU = Z’ Z ;% EI"fC(og|r]~ -1 +1’1L|)

n 1<j<I<N lr; —r;,+nL|
exp(—m2k? /o L?) 5 2r M? o &,
k —_— — — : 6.10
P amme WP e 610
kde
N
Q(k) =D g;exp(2mik - 1;/L) (6.11)
j=1
je Fourierova transformace nabojového rozlozeni,
N
M=) rjg (6.12)

i=1

je dipélovy moment simula¢ni buriky a tzv. doplitkova funkce chyb Erfc (error function
complement) je definovana vztahem?

2 00
Erfe(x) = —/ exp(—t?)dt. 6.13
(@) == [ exn(=? (6.13)

Tteti ¢len v souctu (6.10) odpovida interakei s dielektrikem o relativni permitivité /.
obklopujici v nekoneénu dany systém, viz obr. 6.4. Tento ¢len bude nula pro kov (g/. = 00),
coz se hodi pro simulaci iontovych systému (vodivé ¢i kovové okrajové podminky, me-

tal-like boundary conditions), pfipadné jako dobra aproximace pro silné dipolarni systémy
(voda).

B Vypocet M v sobé skryva drobné programatorské tskali. Predpokladejme, Ze simulujeme kapalinu z dvou-
atomovych polarnich molekul, napf. HCI. Atom H nese kladny parcidlni ndboj, atom Cl zaporny, molekula tedy

4Pozor, nékdy se Erfc definuje bez faktoru 2/,/7!
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Obrazek 6.4: Periodické okrajové podminky pro Ewaldovu sumaci.

N

nese redlny (ne bodovy) dipélovy moment. Pokud nyni lezi molekula na hranici periodické simulaéni buiiky,
muze byt jeden atom v jednom periodickém obrazu zakladni buriky a druhy atom v sousednim obrazu. Bezmys-
lenkovitou aplikaci sumy (6.12) bychom dostali nesmysl. Situace se zkomplikuje pro velké molekuly (proteiny
aj.). MoZnou cestou z potiZi je uvaZovat v molekule jisty referenéni bod, ktery bude leZet vidy v zakladni
bunce, a vSechny ostatni atomy vztahovat k nému. Algoritmus pro vypocet nejbliz§iho souseda se vSak proti
algoritmim 6.1 a 6.2 mirné zkomplikuje.

P#i prvnim pohledu na vzorec (6.10) se muze zdat, Ze jsme nic neuSetfili — prvni
¢len ma stejny tvar jako v (6.7). Situace se zméni, uvédomime-li si, ze jak funkce Erfc,
tak druhy ¢len v (6.10) rychle ubyvaji se vzdalenosti resp. k. Obé& nekoneéné fady proto
exponencialné rychle konverguji a mtizeme je nahradit souc¢tem konec¢ného poctu clenti.
V prvni sumé (soucet v redlném prostoru) zanedbame vSechny ¢leny, pro které |r; —r; +
nl| < r., kde 7, je jistd vhodné zvolena vzdalenost useknuti. V druhé sumé zanedbame
v8echny ¢leny, pro které |k| > K, kde K je analogicky useknuti v k-prostoru (maximalni
délka k-vektoru).

Soucet (6.10) obsahuje separa¢ni parametr «, vyslednd hodnota v8ak nesmi na tomto
parametru zaviset, coz je vskutku silny test spravnosti naprogramovaného algoritmu. Cim
vétsi je parametr «, tim méné c¢lend potiebujeme pro prvni soucet a vice pro druhy
pro zajisténi stejné presnosti, a naopak. Musi tedy existovat jista optiméalni hodnota
parametru « jakoz i r. a K. Ukazuje se, ze pri zvoleni vhodné vypocetni metody pro obé
Casti (vypocet jednoho ¢lenu v r- i k-prostoru trva zhruba stejné) a pro akceptovatelnou
relativni chybu zhruba exp(—n2) ~ 5 x 107° plati pro optiméalni hodnoty nésledujici
odhady®:

re ~ Lmt/?/NYS, (6.14)
K =~ r'2NV6, (6.15)
o ~ wYANYS/L . (6.16)

7 toho téz plyne, Ze celkova doba vipoctu je Fadu N3/2,

5J. Kolafa a J. W. Perram: Molec. Simul. 9, 351 (1992).
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Idedlni situace z hlediska praktického programovani nastane, jestlize r. < L/2, tj.
jestlize prvni suma piejde na dobfe znamou sumu pies nejvyse jednoho nejblizsiho sou-
seda. Z (6.14) plyne, Ze toto nastane pro N = 2000, tj. v prakticky zajimavé oblasti.
Zrychleni vypoctu souctu v k-prostoru lze dosahnout polozenim daného rozlozeni naboji
na miizku (anglicky particle mesh Ewald method®). Pak lze totiz vyuZit tzv. rychlé Fou-
rierovy transformace a metoda vyzaduje fadové pouze N In N operaci.

Metoda reakéniho pole

Jiz na zacatku odd. 6.3.2 jsme se zminili o tom, Ze v dipolarnich systémech nelze za-
nedbat interakci dipdlu s obklopujicim dielektrikem, ani kdyz je polomér useknuti r.
velky. Mizeme se vSak pokusit tuto interakci aproximovat pro vzdalenosti vétsi nez r.
makroskopickym vztahem, ktery vyjadiuje interakci dipélu s naboji (polarizaci) dielek-
trika indukovanymi danou konfiguraci dipoélt. Tak dostaneme metodu reakéniho pole,
ktera je vhodné pro molekuly nesouci bud bodovy dipdl (2.42) nebo koneény (nebodovy)
dipdl, tedy malé neutralni molekuly obsahujici parcialni naboje a popsané potencialem
(2.39). V tomto pfipadé je implementace zv1ast jednoduché, protoze vyzaduje pouze modi-
fikaci interakéniho Hamiltonianu, jehoz coulombické ¢ast méa pro interakci dvojice molekul
tvar’

1
47T€0

S el | 28410 7 N (A

ae{i} be{j
€{i} be{s} 0, ri > T

ugrp (i, 7) =

Zde je ¢, odhad relativni permitivity zkoumaného systému; pro silné dipolarni systémy
(voda) je mozno, podobné jako pfi Ewaldové sumaci, aproximovat ¢, nekoneénem. Dale
ri; znac¢i vzdalenost referen¢nich bodt (napf. tézist) obou molekul (nikoliv vzdalenost
atomu a a bl).

rij = re (viz odd. 6.3), jednak vzhledem k useknuti tento potencial jiz neni souctem
centralnich atom-atom interakci, coz komplikuje vypocet sil.

B Pro odvozeni metody reakéniho pole si narysujme kolem kazdého dipdlu kouli o poloméru r.. Uvnitf této
koule jsou interakce zapocteny v plné vysi. Interakce dipdlu s dielektrikem vné koule je pak rovna interakci
dipdlu s povrchovym ndbojem indukovanym na povrchu kulové dutiny vsems dipdly uvnitf dutiny. Ze vzorce
pro pole v kulové dutiné vyfiznuté v dielektriku [36] dostaneme, Ze tato energie je

1 f-11_,
Ky 3 Vi
dmeg 2el 4+ 1713

(6.18)

kde
M), = Z K, (6.19)

Jsmij<Te

je celkovy dipdlmoment v kouli o poloméru r. kolem Castice .

6T. Darden, D. York a L. Pedersen: J. Chem. Phys 98, 10089 (1993).
"M. Neumann, O. Steinhauser a G. S. Pawley: Mol. Phys. 52, 97 (1984).
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Pro modely typu (2.39) s parcidlnimi naboji dosadime do (6.18) dipélmoment molekuly pt; = > GiaTia,
kde Y, gia = 0. Po Gipravach dostaneme vzorec (6.17). Ctendfi, ktery by se o toto odvozeni pokousel, poradime
nasledujici trik:

Wiy = — D GiaTia: Y ¢pTis+0+0 (6.20)
ac{i} be{j}
= - Z Qi a¥i,a * Z q5,6T5,b (6.21)
ae{i} be{sj}
1 2 1 2
+3 Z Gisa " Z gislrinl” + 5 Z Gialrial” - Z jb (6.22)
ac{i} be{j} ac{i} be{j}
1
= 5D D Gialiplria — Tl (6.23)
ac{i} be{j}

Ptimé srovnani rychlosti metody reakéniho pole s Ewaldovou sumaci neni mozné,
protoze metody pouzivaji jiny typ aproximace a jsou i vhodné pro jiny typ systém.
Pokud v metodé reakéniho pole nastavime polomér useknuti r. = L/2, bude pro velké
systémy Ewaldova metoda rychlejsi, zpravidla vSak vystacime s r. < L/2 a reakéni pole
vyhraje. Pro malé systémy, kde r. = L/2 v obou metodéch, byvd metoda reakéniho pole

vvvvvv

jsou vysledky obou metod shodné.

6.4 Start

Zatim jsme se zabyvali provedenim jednoho kroku simulace a ponechali jsme stranou
otazku, jak zacit, ¢ili jakou zvolit pocatecni konfiguraci. U krystali ¢i aplikaci na bio-
logické makromolekuly, coz je ostatné problém sam pro sebe lezici mimo zajem téchto
skript, mtizeme vyjit z experimentalné zjisténé struktury. U miizkovych systémi obvykle
vyhovi bud zcela ndhodnéa (vysokoteplotni) pocatecni konfigurace ¢ naopak konstanta
(v pripadé Isingova modelu vybereme jednu hodnotu spinu a dosadime do vSech vrchola
miizky). Problémy nastanou u hustych molekularnich systému. Vidéli jsme, jaky je pro-
blém vyrobit konfiguraci husté kapaliny tak, aby nedochazelo k pfekryvim molekul (u
systému se spojitym potencidlem prekryv znaci malou vzdalenost molekul, tj. velmi vy-
sokou kladnou interakéni energii). Budeme tedy muset zacit z konfigurace, kterd je tak
¢i onak nefyzikalni ¢i nestabilni v danych podminkach a nejprve simulovat néjakou dobu,
aby systém pfresel do stavu blizko termodynamické rovnovahy.

K vybéru pocatecni konfigurace husté tekutiny pro metodu MC mame nékolik moz-
nosti. Pravdépodobné nejjednodussi je nastfilet molekuly ndhodné. Po nékolika (¢i mnoha)
krocich MC simulace dojde k odstranéni prekryvi. Tato metoda se vSak bez dalsich tprav
nedé pouzit pro castice s tuhym jadrem, tj. nekoneénym potencidlem: je nutné nahradit
ho vhodnym spojitym potencidlem, ktery simulujeme metodou MC, az odstranime pfte-
kryvy. Protoze v MD na rozdil od MC zname sily, mtize zde byt vyhodnéjsi pouzit mi-
nimalizaci energie napi. metodou nejvétsiho spadu ¢i metodou konjugovanych gradienti
[32]. Dalsim trikem, ktery je pouzitelny pro MC i MD, je vyjit z velmi ¥idké konfigurace
(velkd simula¢ni burika), kde je snadné vyrobit konfiguraci bez ptrekryvii, a v pribéhu
simulace postupné buitku zmensovat. Posledni moZnosti je vyjit z pravidelné (krystalické)
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miizky. Typ mfizky mize byt rizny podle tvaru molekul. Protoze tento stav mutze byt
metastabilni, je dobré simulovat nejprve néjakou dobu pfi vyssi teploté, aby rychleji doslo
k roztaveni krystalu.
obsahujici prekryvajici se dvojice atomii s obrovskou energii a doufat, ze v pribéhu simu-
lace tyto pary zmizi, je pro MD vyskyt jakéhokoliv atomu o vysoké energii nepiipustny,
protoze by okamzité vedl ke vzniku obrovskych rychlosti a ke krachu integratoru. Ne-
muzeme-li najit pocatecni konfiguraci bez prekryvii, musime bud provést nejprve nékolik
kroktt MC, nebo pouzit néjakou minimaliza¢ni metodu k odstranéni velkyjch energii.

V MD potiebujeme jesté pocatecni rychlosti. Volime je podle Maxwellova-Boltzman-
nova rozlozeni, coz je Gaussovo rozlozeni pro kazdou kartézskou slozku rychlosti,

p(d:) = U\}%exp (-52) | (6.24)

Rozlozeni mé nulovou stfedni hodnotou (i) = 0 a smérodatnou odchylku o zavislou na
teploté,

o = (i?) = kL (6.25)

) mz

Presnost rozlozeni neni prilis podstatna, protoze systém si presné rozlozeni vyrabi sam,
pro generovani nahodnych hodnot r; je tedy mozné pouzit pfiblizny vzorec (12.7).

Pribéh relaxace k rovnovéaze je nutno sledovat pomoci konvergen¢niho profilu, jak
jsme uvedli na zacatku kap. 5.
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Kapitola 7

Simulace v jinych souborech

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali nejjednodussimi verzemi obou simulac¢nich me-
tod, které realizuji mikrokanonicky soubor v MD a kanonicky soubor v MC. V obou
pripadech byly také zmény konfigurace zptisobeny jen zménou polohy ¢astic a objem i
pocet Castic (a tedy i hustota) zlstavaly konstantni. Toto nastaveni termodynamickych
parametrid vSak nemusi byt vyhodné pii aplikacich, kdy zpravidla chceme pracovat pfi
zadaném tlaku a teploté (soubor NPT), coz je typické i pro laboratorni experimenty.

Jak jsme vidéli v kapitole 5, je mozné pti NVT simulaci tlak mérit, nastavit dany
tlak vSak znamena provést nékolik simulaci s riznym objemem, nez se do daného tlaku
trefime. Kromé toho u nékterych modelii (napi. tuhych nesférickych ¢astic), je vypocet
tlaku slozity. Vyse uvedené problémy se znasobi pro smeési; naopak pro ¢isté latky nemusi
byt pfednosti NPT souboru tak vyrazné, aby vyvazily ztratu efektivity. Realizovat NPT
simulaci, at MC ¢i MD, znamend k algoritmim zajistujicim zmény poloh ¢astic jesté
pridat krok meénici objem simula¢ni buniky. Objem je potom veli¢ina, kterda v pribéhu
simulace fluktuuje a jejiz stredni hodnotu métime.

Podobné je to i s teplotou v MD simulacich, nebot teplota je typicky nezavisly para-
metr, pri kterém bychom chtéli simulovat, a nikoliv celkové energie.

Rozhodovaci problém vznikd také, chceme-li ziskat chemicky potencial. Mizeme ho
bud méFit pfi NVT nebo NPT simulaci na zdkladé termodynamickych relaci (viz oddil
5.3), nebo simulovat pfimo v grandkanonickém souboru. Prvni moZnost je asi vyhodnéjsi,
zajimé-li nas chemicky potencial ¢isté latky (pfipadné jedné slozky ve smési), druhé se
uplatni pfi simulacich smési. To znamend ptidat krok, ktery pfidava a ubird molekuly ze
studovaného systému; pocet Castic tak v pritbéhu simulace fluktuuje. Pro nékteré specialni
problémy, napr. pfimé urceni podminek fazové rovnovahy v systémech s chemickou reakei,
existuji dokonce specialni soubory, které vsak odlozime do odd. 8.4.1.

I kdyz v termodynamické limité jsou vSechny soubory ekvivalentni, v simulacich jsme
nuceni pouzivat konecny, a casto nikterak velky, pocet castic N. Chyba zptisobena ko-
necnosti systému (finite size error) je obecné fadu 1/N a zpravidla je nejmensi (pro tuhda
télesa zanedbatelnd) pro grandkanonicky soubor a vétsi pro kanonicky a mikrokanonicky.
Vysledky pro jednotlivé soubory je mozné na sebe prevadét. Napi. pro rozdil mezi strfedni
hodnotou veli¢iny X v grandkanonickém a kanonickém souboru plati v prvnim fadu [13]

(X)pvr — (X)nvr = ;<(N = <N>“VT)2>/NT <W>

89
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KT (0p 0?(X
_ | ZF p2 < > > 7 (71)
2N \0p/ op* )
kde (-) v posledni derivaci je bud (-),yr nebo (-)ypr. Korekce je vyznamna v blizkosti
kritického bodu a obvykle zanedbatelna pro hustou kapalinu a tuhou latku.

7.1 MC simulace

7.1.1 NPT soubor

Cilem simulaci v tomto souboru je pracovat pii daném tlaku a teploté. Podle (2.12) je
stfedni hodnota veli¢iny X = X (r", V) v NPT souboru déna vztahem

(X) = 1PT [ [ XY V) expt=p1PV + UGN ar¥ v (7.2)

@

Protoze element konfigura¢niho prostoru dr” zavisi na okamzitém objemu systému, nelze
pfimo pouzit Metropolisova algoritmu (doslo by k poruseni mikroskopické reverzibility).
Pouzijeme proto bezrozmérné souradnice (5.10). Pak pfejde (7.2) na

1

QNPT

(X) = /Ooo /N,N VX (VIPEY V) exp{=p[PV + U(V'PEM)} de™aV,  (7.3)

kde [d€Y znadi N-nasobnou integraci pres jednotkovy objem ¢ili, pii pouziti obvyklych
periodickych okrajovych podminek, jednotkovou krychli. Pritom jiz nezalezi na poradi
integrace (polohy ¢éstic a velikost objemu jsou nezévislé) a (7.3) lze interpretovat jako
jeden mnohonésobny integral pres element d&€” dV. Proto miizeme pouzit Metropolisova
algoritmu s tim, ze kromé zmény polohy ¢astic musime také jesté ménit objem. Oznacime-li
jako V a V% pivodni a zkusebni objem, pak z (7.3) plyne pro pravdépodobnost ptijeti
nové konfigurace

min{1, (V**/V)" exp[~ PV — V)] exp[-BU™* ~ U)]} . (7.4)
Podminkou mikroreverzibility v (7.4) je, Ze objem V je rovnhomérné vzorkovéan, tedy napf.
VAS =Vt u_gg), (7.5)
kde u(_4q) je nahodné ¢islo (12.5).
B Vhodn& je rovnoméré vzorkovat In V,
VRS =V explu(_a.a)) - (7.6)

Po prechodu k dInV v integrdlu (7.3) snadno odvodime, Ze pravdépodobnost pfijeti je nyni

min{1, (V2 /V )N exp[— PV — V)] exp[—B(U" —U)]}. (7.7)

Z (7.3) vyplyva, Ze pfi zméné objemu zistavaji konstantni skalované proménné &N Fy-
zikdlné tomu odpovid4 nafouknuti nebo stlaceni celé konfigurace r v poméru (V72 /1/)1/3
tak, ze vsechny vzdalenosti mezi molekulami se zméni ve stejném pomeéru.
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INTEGER N pocet atomi

VECTOR r[1..N], rzkus[1..N] konfigurace {r;}Y , a zkusebni konfigurace
REAL V, Vzkus objem a zkuSebni objem

REAL rnd() funkce vracejici nahodné ¢islo z intervalu (0,1)

REAL dV relativni zmeéna objemu v MC kroku

REAL probV pravdépodobnost MC kroku, pii kterém se méni objem

REAL beta = 1/kgT

REAL P tlak

IF rnd() < probV THEN
zmeéna objemu
REAL lnscale := dV*(rnd()-0.5)
Vzkus := V*exp(3*lnscale)
rzkus := rxexp(lnscale) zndsobi celou konfiguraci
REAL U := EnergieKonfigurace(r,V) pozor, hrana boxu L=V**(1/3)
REAL Uzkus := EnergieKonfigurace(rzkus,Vzkus) pozor, hrana boxu L=Vzkus**(1/3)

IF 1n(rnd()) < 3*(N+1)*1lnscale - beta*xPx(Vzkus-V) - betax(Uzkus-U) THEN
zmeéna objemu je prijata
r := rzkus
V := Vzkus

ELSE IF rnd() < 0.5 THEN
{posun ndhodné vybrané édstice}
ELSE
{rotace ndhodné vybrané castice}

Algoritmus 7.1: Schéma jednoho kroku NPT simulace molekuldrni kapaliny podle (7.6).

B Pii praktické realizaci simulace miizeme reprezentovat konfiguraci pfimo dvojici (£V,V) misto (r™, V),
¢imZ se vyhneme preskalovani soufadnic celé konfigurace pomérem (VZk“S/V)1/3, musime vSak v opacném
poméru preskalovat délkové parametry potencidlu. Zisk rychlosti je obvykle zanedbatelny, protoze nasobeni
soufadnic konfigurace konstantou je velmi levnd operace v porovnani s vypoctem potencidlni energie. Délku
zkusebniho posunuti miizeme i nemusime $kalovat, oba postupy jsou spravné (tj. neporusuji mikroreverzibilitu).

NPT soubor je vhodny pro nepiilis velké systémy a spojité potencialy. Pro tuha télesa
(potenciély s tuhym jadrem) je pfi vyssich hustotdch méné efektivni, protoze je nutno
pouzit malé zmény objemu.

7.1.2 Grandkanonicky soubor

Pii simulacich v grandkanonickém souboru ménime pocet ¢astic v simula¢ni buiice. Stfedni
hodnota veli¢iny X = X (r", N) je v grandkanonickém pVT souboru ddna vztahem (2.14),
ktery po integraci pres impulsy zni

©  oBNp

(X) == / X(r, N) exp[—BUy (")) dr? . (7.8)

—1 -
N{% NIASN

Simulovat pfimo podle tohoto vzorce vSak nejde z podobného dtivodu, jako jsme pro NPT
soubor nemohli pouZit (7.2) — element dr” z4visi na N. Musime proto piejit k soufadnicim
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¢V (5.10), pro néz [deN = 1:

13N _NB

S [ S XN N) epl-pUN (VN agY . (79)
N=0

(X) = N

[1]] —

kde jsme oznacili

B _ eBry/
=13

Nepohodlnych vypocti s absolutnim chemickym potencidlem p (ktery ostatné vétsinou

pfedem nezname) se zbavime zavedenim rezidudlniho chemického potenciélu podle (2.18),
takze

e

(7.10)

B = Biiges + In(N) . (7.11)

Tato veli¢ina hraje roli parametru simulace. Simulujeme tedy za pifedem zvoleného B a
teprve na konci simulace uréime z nalezené hodnoty stfedniho poétu ¢astic (N) rezidudlni
chemicky potencial ze vztahu (7.11).

Simulace v grandkanonickém souboru tedy probiha jako v normalnim NVT souboru
s tim, Ze ¢as od ¢asu se musime pokusit ze simula¢niho boxu odstranit ndhodné (s pravdé-
podobnosti 1/2) zvolenou ¢astici, nebo ji do ndhodné zvoleného bodu vlozit (také s prav-
dépodobnosti 1/2). Pravdépodobnost pfijeti vlozené ¢astice je ddna vztahem

min {1, exp =S (6¥4) — Uy )} (712

a pravdépodobnost odebrani ¢astice vztahem

min {1, Ne™? exp{—B{Un_1(x" ) — Uy (x™)]}} . (7.13)

7.1.3 Mikrokanonicky soubor

Vsechny mikrostavy v mikrokanonickém souboru maji stejnou pravdépodobnost. Pro kla-
sicky systém to znamend, ze soucet potencialni a kinetické energie je konstantni. Vyin-
provést a vyslednou mikrokanonickou pravdépodobnost pouzit v mikrokanonické MC si-
mulaci'. Praktickd uzitecnost této metody je vSak mald a nelze ji pouzit pro miizkové
systémy.

Metodu, ktera se obcas pouziva predevsim pro miizkové systémy, zde uvedeme spise
pro jeji jednoduchost (a didaktickou hodnotu) nez pro dilezitost. Kdybychom dokazali
navrhnout MC pohyb, ktery by zachovéval energii a zaroven byl mikroreverzibilni, nepo-
tfebovali bychom Metropolisuv test (kazda konfigurace by byla pfijata) a ziskali bychom
simulaci realizaci mikrokanonického souboru. To je vSak obtizné. Jednou z moznosti, jak
problém zjednodusit, je nahradit podminku

U=E, (7.14)

'R. Lustig: J. Chem. Phys 109, 8816 (1998)
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kde U je potencialni energie konfigurace a E mikrokanonické energie, podminkou?
U<LFE. (7.15)

V systémech s mnoha stupni volnosti je totiz prakticky cely fazovy objem soustiedén
v tenké slupce pod U = E. Casto se uvadi piiklad n-rozmérné nadkoule: pro velkd n je
1 —e 10 =0.999955 objemu ve slupce o tloustce 10/n.

Pfi simulaci podle (7.15) pak postupujeme stejné jako v kanonickém souboru s tim,
ze Metropolistuv test nahradime jednodussi podminkou (7.15). Konfigurace je tedy pfi-
jata, jestlize pro novou energii plati U < E; plati-li opa¢né nerovnost, je konfigurace
odmitnuta. K MC testu tedy jiz nepotiebujeme nahodné dislo.

B VySe uvedeny postup byl plivodné formulovan pomoci ,démona", ktery ma pytel na energii a obchazi
Castice ¢i spiny. Provede ndhodny MC pohyb. Uvolni-li se tim energie, sebere ji démon do pytle a jde dal. Je-li
potfeba energii dodat, podivé se do pytle, ma-li na to. Jestlize ano, zménu provede a jde ddl, jestlize ne (pytel
nesmi mit zdpornou energii), zménu neprovede a jde také dal. Energie v pytli je zfejmé totoznd s U — E.

V mikrokanonické MC simulaci podle Creutze je (vzdy nezédpornd) ,energie démona“
E — U dalsim stupném volnosti pfidanym k systému. Tento stupen neinteraguje nijak
s ostatnimi stupni volnosti a tudiz ma Boltzmannovo rozlozeni energii, konst x e #(F=U)
¢ehoz lze vyuzit k méfeni teploty stejné, jako se v MD vyuziva kineticka energie. Muze-li
energie nabyvat vSech realnych hodnot, pak

Ty =(E —U)/kg. (7.16)

7.2 MD metody pri konstantni teploté

MD metody pro simulaci pfi konstantni teploté 1ze rozdélit na metody, které poskytuji
skutec¢né kanonické rozlozeni a metody, které toto rozlozeni pouze aproximuji.

7.2.1 Priblizny kanonicky soubor

Pouzitim téchto metod dostaneme soubor se stifednimi hodnotami termodynamickych ve-
li¢in (v termodynamické limité) stejnymi jako v kanonickém souboru o teploté T, avsak
s jinymi vy$8imi momenty. Neni tedy napf. mozné pocitat mérné (specifické) teplo z fluk-
tuace energie podle vzorce (5.16).

Prieskalovani rychlosti

Tato metoda ,hrubé sily“ vychazi z Verletova integratoru. Po kazdém integracnim kroku
se vSechny rychlosti znasobi (pfeskaluji) faktorem

(T/Tn)"?, (7.17)

kde Ty, je kinetické teplota podle (5.5). Po provedeni pfeskalovani je tedy 7" = Ti;y,. Neni
tfeba zdlraznovat, ze preskalovani je hrubym zasahem do integrace pohybovych rovnic, i
kdy# tim mensim, ¢im vétsi je pocet Gastic (protoze Ty — 1T ~ N~Y/2),

2M. Creutz: Phys. Rev. Lett. 50, 1411 (1983).



94 KAPITOLA 7. SIMULACE V JINYCH SOUBORECH

Frikéni (Berendsentiv) termostat

Tato metoda je vylepSenim vySe uvedené metody. Newtonovy pohybové rovnice (3.3) se
modifikuji pfidanim t¥eciho (frikéniho) ¢lenu

Cim mensi 7, tim mensi poruseni pohybovych rovnic, ale také pomalejsi ustavovani tep-
lotni rovnovéhy. Pro n = 1/(2Th) a po zanedbéani ¢lentt vyssiho fadu je tato metoda
ekvivalentni s metodou preskalovani rychlosti.

B Abychom to ukazali, dosadme (7.18) s n = 1/(2Th) do (3.13) (nebo, po zanedbani h?, do libovolné
metody). Frikéni ¢len vede k tomu, Ze se 1; zméni o

—h % 1/(2Th) x (Tiin — Tt , (7.19)
tedy
Twin =T T
1—h><1/(2Th)><(Tkin—T)z\/1—kw\/ (7.20)
T Txin
krat.

Vyhodou obou vyse uvedenych metod je jejich jednoduchost a rychlad konvergence a
jsou proto vhodné, je-li potfeba vzorek rychle ochladit ¢i ohiat. Nezajimaji-li nas fluk-
tuacni veli¢iny, ale jen stfedni hodnoty, jsou, s vyjimkou pfili§ maljch systémi, frik¢éni
metody vyhovujici. Podminkou je vhodna volba koeficientu tieni 7n: typicky cas frikéni

relaxace
1

"oy

(7.21)
by nemél byt kratsi nez trvani typickych kratkodosahovych relaxacnich déji v systému.
Lze doporucit n€kolik set integracnich kroki, coz je 0.1-1 ps v béznych redlnych systémech.
Jediné je-li po startu simulace nutno rychle odvést teplo generované vysokou potencialni
energii, je mozné volit 7 kratsi. Konvergencni profil chlazeni timto termostatem je ukazan
na obr. 7.1.

Nevyhodou metody je porusené rozdéleni energie mezi riizné stupné volnosti (ekvipar-
tiéni teorém)3. Napi. simulujeme-li klastr ¢astic ¢i velkou molekulu v prazdném prostoru,
zacne se roztacet na tkor chaotického tepelného pohybu a nakonec mame rychle rotujici
zmrzlou kapku ¢i molekulu. V hustych systémech s dostatecnou interakci mezi rtiznymi
stupni volnosti a s dostatecné malym frikénim c¢lenem tento artefakt nevadi.

7.2.2 Presny kanonicky soubor

Presny kanonicky soubor 1ze ziskat nékolika metodami. Jednou z moznosti je pridani umeé-
Iych stupnt volnosti, o cemz pojedname v nasledujici ¢asti 7.3.2. Zde uvedeme jednodussi
metodu Maxwellova-Boltzmannova rozlozeni.

3S. C. Harvey, R. K.-Z. Tan, E. T. Cheatham III: J. Comput. Chem. 19, 726 (1999)
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500 : T . T T T T
1=0.1 ps, drift=1.02 K/pS 7=0.1 (o5
400 - . } |
T/K 300 |
kin 7=0.5 ps, drift=0.37 K/ps
t=0.5 ps
200 1=1.0 ps, drift=0.35 K/ps |
t=1.0 ps
100 ' I
0 10 20 30 40 50 0 10 20
t/ps t/ps

Obrazek 7.1: Zavislost kinetické teploty na ¢ase v MD experimentu s chlazenim 216 atomu
argonu z 7=200 K na T=150 K pro Noséuv-Hooveruv (vlevo) a frikéni (vpravo) termostat.
Integrovano Gearovou metodou étvrtého fadu. Hodnota 7 je typicky relaxaéni ¢i korelaéni
¢as zmén teploty, viz (7.21) a (7.36), drift = (dENoss—Hoover/ dt) je mira kvality integrace.
Krivky jsou posunuty o vhodny nasobek 50 K.

Metoda Maxwellova-Boltzmannova rozloZeni

Protoze v klasickém souboru (tj. v libovolném souboru popsaném klasickou mechani-
kou) je rozlozeni rychlosti v kazdé konfiguraci Maxwellovo-Boltzmannovo, je mozné za-
stavit simulaci po urc¢itém poctu krokt a znovu priradit vSechny rychlosti z Maxwellova-
-Boltzmannova rozlozeni (6.25). Lze dokazat, ze z mikrokanonického souboru takto dosta-
neme skutec¢né kanonicky soubor. Mirnym technickym problémem pfi pouziti Gearovych
jiméme o casové velic¢iny: je nemozné zmérit casové korela¢ni funkce pro interval delsi nez
je interval aktualizace rychlosti [13]. V Andersenové metodé se aktualizuje obcas rych-
lost jen jedné castice, napt. tak, ze v kazdém kroku se jistou pravdépodobnosti rozhodnu
zménit rychlost nadhodné vybrané castice. To lze interpretovat jako interakci této castice
s termostatem.



96 KAPITOLA 7. SIMULACE V JINYCH SOUBORECH

Obrazek 7.2: Naivni MD simulace pfi konstantnim tlaku.

7.3 Metoda umélych stupnua volnosti v MD

V porovnani s metodou MC nam deterministickda metoda MD neumoziiuje hrat si tak
snadno s pravdépodobnostmi konfiguraci, mezistavii (energetickych bariér) ¢ jinych po-
mocnych a v konec¢ném vysledku nepotiebnych stavi. Zcela bez prosttedkt vsak také
nejsme. K systému lze pridat umély mechanicky stupen volnosti, ktery se bude vyvijet
v ¢ase podle Newtonovych pohybovych rovnic stejné jako ostatni ,fyzikalni“ stupné vol-
nosti. Tento novy stupen volnosti musi byt se systémem spojen vhodnym interakénim
potencialem.

Jako priklad uvazujme naivni realizaci MD simulace za konstantniho tlaku: vzorek
uzavieny ve valci je stlacovan silou pistu, ktery je zatizen urcitou hmotnosti jako na
obr. 7.2; predpokladame, ze pist se ve valci pohybuje bez tfeni. Zndme energii, kterou in-
teraguji castice se sténami valce i s pistem, zname tedy i sily a mtzeme napsat pohybové
rovnice pistu. V pribéhu MD simulace ziskdme trajektorii okamzitych poloh pistu a tedy
i objemu véalce a jsme schopni spocitat stifedni hodnotu. Vsimnéme si téz, ze pro dany tlak
méme hned dvé veli¢iny, které mizeme nastavit, totiz hmotnost a tthové zrychleni (pred-
pokladame, ze plocha pistu je dana). Z fyzikalniho ndzoru je patrné, Ze velmi lehky pist
odleti, jakmile na néj narazi jen jedna molekula a vzhledem k velkému tihovému zrychleni
se zase rychle vrati; fluktuace objemu budou tedy znac¢né a vypocty nepiesné. Bude-li
naopak pist prilis tézky, bude ustavovani rovnovahy trvat dlouho. Tato tivaha ilustruje
obecnou vlastnost umeélého stupné volnosti a problém nastaveni jeho ,hmotnosti®.

7.3.1 Simulace pri konstantnim tlaku
Andersenova metoda

Metoda s dodatecnym stupném volnosti, kterou jsme popsali vyse, je sice realizovatelna,
byla by vsak neefektivni pro existenci tuhych stén. Této neefektivity jsme se zbavili po-
uzitim periodickych okrajovych podminek. Trik, kterym se pripevni ,pist® k systému
v periodickych okrajovych podminkach, jsme jiz né€kolikrat pouzili — je to prechod k bez-
rozmérnym soufadnicim &, viz rov. (5.10). P¥i zméné objemu systému se tak méni rovno-
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mérné vzdalenosti vSech c¢astic. Pro vztah skalovanych a neskalovanych poloh a rychlosti
v Lagrangeové formalismu tak plati*®

r, = V3¢, i =V3¢,. (7.22)

Potencialni a kineticka energie pistu jsou PV a %MVVQ, kde My je ,hmotnost pistu“.
Lagrangian, ¢ili rozdil kinetické a potencialni energie zapsany jako funkce proménnych

(€Y, €7V, V), je

1 & . 1 .
L= mi(Vg)? + S My V2 = U(VIEEY) — PV (7.23)
=1
Z Lagrangeovych rovnic
d (oL oL
|\ 3] = 5 7.24
dt (aq) g’ (7.24)

kde ¢ znaci libovolnou zobecnénou soutadnici, pak dostaneme snadno pohybové rovnice.
Specialné pro V' mame

N

MyV = 1 (Zrlwfi—i—ﬂ() ~P=Py,— P, (7.25)
3V \i—

kde tzv. tlakova funkce P, zapsand pomoci neskalovanych proménnych, mé fyzikalni

vyznam okamzitého tlaku konfigurace. Je rovna souctu viridlového tlaku a kinetického

¢lenu (stejného jako pro idedlni plyn).

Pti feseni pohybovych rovnic se zachovava hamiltonian rozsiteného systému, ktery se
rovna entalpii systému, U+ K+ PV, plus %k‘BT za stfedni hodnotu kinetické energie pistu.
Simulujeme tedy izobaricko-izoentalpicky systém. Pokud chceme simulovat izotermicky a
izobaricky systém, coz je obvykly pozadavek, musime Andersenovu metodu zkombinovat
s né¢jakou metodou simulace pii konstantni teplote.

Dalsi metody

Vzhledem k rovnici (7.25) fluktuuje v Andersenové metodé okamzity tlak P, okolo P. Je
mozné realizovat metodu®, kde, misto dalsiho stupné volnosti, se pohybujeme po nadplose
Py = P; je to tedy metoda dynamiky s vazbami, viz kap. 8.6.2.

Jednodussi je frikéni metoda (frikéni barostat), coz je analogie frikéniho Berendsenova
termostatu. Misto (7.25) méame rovnici prvniho f4du”

V = —konst x (P — P). (7.26)

Podobné jako v piipadé frikéniho termostatu nedostaneme presny izobaricky soubor, takze
nemuzeme pocitat fluktuacni veli¢iny, metoda prvniho fadu vsak rychleji konverguje.

4H. C. Andersen: J. Chem. Phys 72, 2384 (1980).

5Nikoliv #; = dr;/dt = d(VY/3¢,)/dt = VV—2/3¢,/3+V1/3¢,, coz by vedlo ke skokiim v periodickych
okrajovych podminkéch; z hlediska Lagrangeova formalismu jsou §; a 51 nezavislé proménné.

D. J. Evans a G. P. Morris: Chem. Phys. 77, 63 (1983).

"H. J. C. Berendsen, J. P. M. Postma, W. F. van Gunsteren, A. Di Nola a J. R. Haak: J. Chem. Phys.
81, 3684 (1984).
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7.3.2 Noséuv-Hooveruv termostat

Vidéli jsme, Ze stupen volnosti spojeny se zménou objemu mé fyzikalni vyznam polohy
hmotného pistu, na ktery pisobi tlak. Zavedenim fiktivniho stupné volnosti do pohybo-
vych rovnic je mozné ziskat i pfesnou realizaci kanonického souboru, i kdyz asi budeme
tézko hledat ndzornou mechanickou analogii (je to ,pist entropie“, na ktery ptuisobi tep-
lota?).

Vychazime z modifikovaného lagrangianu®

m; M; ,
L= Z s2E? — (r’N)+732—fk;BT1ns. (7.27)

Posledni ¢len lagrangianu je ,,potenc1alem spojenym s novym stupném volnosti s a ¢len
Mss je jeho ,kineticka energie“. M, ma vyznam setrvacné hmoty spojené s rychlosti s
a f je rovno poc¢tu mechanickych stupnt volnosti soustavy vcetné s, ale minus jedna za
kazdou zachovavajici se veli¢inu s vijjimkou celkové energie®. Soutadnice, rychlosti i ¢as
c¢arkujeme, abychom zdiraznili jejich pozménény fyzikalni vyznam.

Pohybové rovnice ziskdme z Lagrangeovych rovnic (7.24),

(mZSQr’) =1,

v (7.28)
N / .
kgT
M= mysif? — S ke
i=1 §
Hamiltonian, ktery se pfi integraci rovnic zachovava, je dan vztahem
Spi-c (7.20)
N p(2 N p/2
= : U = "kgT'1 7.30
;277%82_'_ (I‘ )+2Ms+f BL IS, ( )

kde suma v (7.29) je pfes vSechny stupné volnosti a p je kanonicky sdruZzeny impuls
(hybnost) ke ¢ definovany vztahem

oL
= —, 7.31
P= 5 (7.31)
a tedy
p, = m;s’¥, P = Ms. (7.32)
B SnaZivy ¢tendf si lehko ovéfi, Ze Hamiltonovy rovnice OH/0p = ¢, OH/Oq = —p jsou ekvivalentni rovnicim
(7.28).

Je-li systém ergodicky, lze ukazat, ze dostaneme spravné kanonické stredni hodnoty
statickych (na rychlostech nezévisejicich) veli¢in'®. Podrobnéjsi rozbor!! viak vede k zé-
véru, ze takto formulovana metoda mé nedostatky praktického razu. Uvazujme kinetickou

8S. Nosé: Mol. Phys. 52, 255 (1984).

9Pro jednoduchou tekutinu v periodickych okrajovych podminkach tedy f’ = 3N — 2.

10P¥esnéji fedeno, toto plati jen pokud f' = 3N + 1; pro systém zachovavajici kromé energie dalsi
integraly pohybu (jako napf. moment hybnosti v periodickych okrajovych podminkdch) nedostaneme
spravné kanonické vzorkovani téchto stupii volnosti (jako to ¢ini metoda Monte Carlo). Rozdil mé
prakticky vyznam jen pro extrémné malé systémy.

1'W. G. Hoover: Phys. Rev. A 31, 1695 (1985).
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energii — prvni ¢len v lagrangianu. Pokud s nékolikrat vzroste, k ¢emuz v praktické simu-
laci snadno dojde, musi se ,rychlosti“ nékolikrat zmensit, aby kinetickd energie zistala
zhruba stejné. Protoze ©, = dr;/dt/, je to element ¢asu dt’, ktery je ,Spatné“; proto jsme
ho také zapsali s ¢arkou. V tomto ,nefyzikalnim“ ¢ase ovsem miize snadno dojit k tomu,
7e nas konstantni krok numerické integrace prestane vyhovovat.

Cesta k napravé je ddna pouzitim redlného (nec¢arkovaného) ¢asu, pro ktery plati
dt = dt'/s (7.33)

a déale

dI’Z‘ dI‘i

b= =S =t Pi=Pifs, po=pl/s. (7.34)

Pohybové rovnice, které snadno dostaneme z (7.28), se nyni lisi od (3.3) jen korekci zrych-
leni,

7

£ .
T e
m;
T (7.35)
gz(T‘n—1>7'2,

kde jsme s vyhodou pfesli k logaritmu £ = In s misto s a kde

| M;
T = ThaT (7.36)

ma4 fyzikdlni vyznam typického relaxa¢niho ¢asu'?. Veli¢ina Ty, je dana rovnici (5.5) s tim,
Ze pri vypoctu poc¢tu stupnt volnosti f nyni musime zahrnout s a rovnéz odecist 1 za
zachovani hamiltonidnu (tedy f = f’ — 1). Energie, kterd se zachovéava, je nyni

N p2
ENosé—Hoover = :
> 5"

=1 g

T

+U+f@TF+ 21, (7.37)

2

neni vSak hamiltonidnem, protoZe je vyjadfena v nekanonickych proménnych (z Hamilto-
novych rovnic bychom nedostali spravné pohybové rovnice).

B NeZ se pustime do dlikazu tvrzeni, ze systém popsany pohybovymi rovnicemi (7.35) ma kanonické rozlozeni
pravdépodobnosti konfiguraci, musime si uvédomit, Ze jsme provedli transformaci ¢asu (7.33). Méfime tedy
v rovnomérné plynoucim redlném case t, zatimco vyrazy pro stfedni hodnoty umime napsat v plvodnich
¢arkovanych proménnych. Pro prevod plati

() = JirA(t) at _ SLA(t)dt /s Ay
Jode o far/s (/s

(7.38)

Hodnotu hamiltonidnu, kterd se zachovava, oznac¢ime E. Za predpokladu platnosti ergodické hypotézy je
stfedni hodnota libovolné veli¢iny A v nasem rozsifeném (tj. véetné s) mikrokanonickém souboru rovna

A / IN N
<A/S>/_/;dp8dp dsdr 5(H—E)

(/) /%dp; dpV dsdrV5 (H — E)

(A) = (7.39)

12\/277 je perioda oscilaci za predpokladu linearizace pohybovych rovnic a zanedbani ¢lenti obsahuji-
cich f;.



100 KAPITOLA 7. SIMULACE V JINYCH SOUBORECH

Podivame-li se pozorné na rov. (7.30) a (7.34), vidime, Ze bude vyhodnéjsi integrovat pres nearkované impulsy.
Oznadime

Ho(pV,r¥) =3 % +U@EY) (7.40)

a po transformaci dp’ = s dp; dostaneme

/2
/ASJL1 dp,, dp” dsdr™§ ( Ho + Ps + fkgTIlns — E
(4) = 2k

(7.41)

/2
/sf_l dp,, dp” dsdr™§ (Ho v Ly fkgTIns — E)
2M
Vsimnéme si, ze faktor s se ndm objevi f krat, a to i pro systémy, kde se zachovava celkovd hybnost nebo
moment hybnosti, takze f # 3N; v takovém pfipadé je nutno prejit k vhodné sadé f nezavislych kanonickych
impulsti (a neméli bychom spravné psat p?Y). (Pfisné vzato v takovém pripadé neposkytuje Noséova-Hooverova
metoda presné kanonické rozlozeni stejné, jako mikrokanonickd MD simulace neni presnou realizaci mikroka-
nonického souboru. Spocitame-li v8ak spravné pocet stupriil volnosti, budou stfedni hodnoty statickych veli¢in
(tj. zavislych jen r'V) presné kanonické.)
Abychom mohli vyintegrovat pfes s, vyuZijeme zndmého vzorce, ktery plati pro libovolnou funkci F'(s):

S(F(s) =Y o0 7.42
Fe) =3 T (7.2
kde se s¢ita pfes vsechny kofeny sq rovnice F'(sg) = 0. V nasem pfipadé mame jen jeden kofen
1 p? fksT
= - 5 _F F’ =—. 7.43
S0 = exp { FrnT (Ho + oM. )] ) (s0) %0 ( )

Po integraci dostaneme

f p12
Adpl, dp" dr" exp { <Ho + = — E)]
(4) = / fksT 20, : (7.44)

f p/2

Nyni snadno vyintegrujeme také pfes dp’, a pokratime, co se da. Vysledek je

/ Adp" dr® exp(—Ho/kpT)
(A) = , (7.45)
/ dp™ dr® exp(—Ho/kpT)

co? je pravé kanonicka stfedni hodnota veliciny A = A(r™,p™) pfi teploté 7.

Metody dodate¢ného stupné volnosti davaji presné definované soubory, za urcitych
podminek ¢i pii nevhodné volbé parametru ,hmotnosti“ vSak mohou Spatné konvergovat.
Abychom porovnali a ilustrovali typické vlastnosti frikénich metod a metod s dodate¢nym
stupném volnosti, uvadime na obr. 7.1 na str. 95 konvergencni profily chlazeni kapalného
argonu pii riznych hodnotach parametru simulace. Pokud se tyka Noséovy-Hooverovy
metody, je na prvni pohled vidét, Ze pro pfili§ dlouhy relaxacni ¢as 7 dochézi k oscilacim,
které se jen pomalu tlumi. To je proto, ze ,hmotnost® M, je prilis vysoka a pohybova
rovnice pro s, kterd je oscilacniho typu, je jen slabé vazana s c¢asticemi systému. Toto
je typicka vlastnost metod zalozenych na rovnicich druhého fadu. Konvergence metody
se zlepsi, jestlize zkratime 7, zkracovat vSak nemutzeme piilis, protoze bychom dostali
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prilis malou hmotnost M, a tudiz prilis velka zrychleni, coz by se projevilo na Spatném
zachovani energie (viz veli¢inu drift). PovSimnéme si rovnéz, ze v oblasti vétsich ¢, kdy
jiz jsme blizko rovnovahy (s vyjimkou 7 = 1ps, kdy je systém daleko od rovnovéhy),
fluktuace teploty zhruba stejné velké, totiz kanonické, a lisi se jen jejich casovy vyvoj,
pres ktery stfedujeme. Pro readlné molekularni systémy lze doporucit hodnoty 7 nékolik
desetin ps. Pokud se tyka frikéni metody, ukazuje se, ze je méné nachylnd k chybam,
protoze kineticka teplota exponencialné konverguje k nastavené teploté 7. To je ostatné
typické chovani metod zalozenych na rovnicich prvniho fadu s tlumenim: fluktuace teploty
jsou mensi nez kanonické.
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Kapitola 8
Specialni metody a systémy

V kap. 3 a 4 jsme uvedli zakladni simulacni metody, které postaci pfi studiu vétsiny kla-
sickych systémut. Zminili jsme se vSak také o problémech, na které mtizeme narazit, i o
omezené pouzitelnosti nékterych metod pii aplikacich. A i kdyz nakonec dostaneme vysle-
dek, neznamena to, ze téhoz nelze dosahnout mnohem rychleji. V této kapitole uvedeme
proto nékteré metody, které zvysi efektivitu simulaci a mohou zmirnit, kdyz uz ne uplné
odstranit, potize pri simulacich nékterych vlastnosti. Jsou zde rovnéz zminény metody
jak simulovat systémy molekul s vnitinimi stupni volnosti.

8.1 Nesymetricka matice «

V kapitole o zékladech metody Monte Carlo jsme ve vzorci (4.18) uvazovali pro jednodu-
chost pouze symetrickou matici «;_,;; jinymi slovy, pii generovani zkusebni konfigurace
je pravdépodobnost prechodu z konfigurace A; do A; stejnd jako z konfigurace A; do
A;. 7 riznych duvodi muze byt vyhodné tuto podminku opustit, pak je ovSsem nutno
modifikovat Metropolistiv test, aby byla splnéna podminka mikroreverzibility:

O je—li TG0 Z TG0,
;Y je-li mia_y < mioy_;
_ 11— =) 11—
Wi_,j = T Ol (81)
1—21/1/1.% prot = j.
k, k#i

Vyraz o;_.; v prostiedni rovnici nekratime, protoze nas zajima podminéna pravdépodob-
nost W;_;/c,_.;, ktera vystupuje ve vzorci pro pravdépodobnost pfijeti konfigurace:

Qi exp(—ﬁAU)} : (8.2)

i—]

Ppiij = Min {17

B Jako priklad uvaZujme &3stici v gravitaénim poli o velikosti g = In2, tedy U(z) = z1n2, a pro jednodu-
chost se omezme na diskrétni hodnoty vysky = € {0,1,2,...}; rovnéz pokldadame kgT = 1. P¥i standardni
Metropolisové metodé bude nové poloha 275" s pravdépodobnosti Pprij = 1/2 rovna 27K = x+1 a s pravdé-
podobnosti 1 —pps; = 1/2 rovna 278" = 2 — 1. V prvnim pripadé bude konfigurace pfijata s pravdépodobnosti
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zkus

exp(—AU) = 1/2, v druhém bude pro 27" > ( vzdy pfijata a pro z < 0 odmitnuta. Pokud by byl vypo-
Cet U drahy, je prvni pfipad neefektivni, protoZe novou konfiguraci v poloviné pripadl zahodime. Vidime, ze
je-li &astice ve stavu = > 0, bude s dvakrat vétsi pravdépodobnosti klesat nez stoupat, zkusme proto vzorec
(8.1) s pprij = @i—; = 1/3 (nahoru) a 1 — ppsij = aj—; = 2/3 (dold). Podle (8.1) je nyni Metropolisiiv
test jednoduchy: 27" = z + 1 je p¥ijata s pravdépodobnosti exp(—AU)(1 — ppij) /Ppiij = 1, tedy vzdy, a
27K — 2 — 1 > 0 také vzdy, pouze 7" < ( je odmitnuto.

Metodami dodatku 12.5 Ize ukazat, Ze tato verze simulace je o 33% efektivnéjsi nez pivodni Metropolisova

metoda (presnéji, jestlize méfime veli¢inu (z), stadi ndm pro stejnou chybu aritmetického priiméru pouze 2

1
vypocetniho &asu).

8.1.1 Force bias

Ve vyse uvedeném prikladu jsme vybirali zkusebni konfigurace prednostné ve sméru ptiso-
bici sily a ziskali jsme efektivnéjsi vzorkovani konfigurac¢niho prostoru. Metodu lze snadno
rozsifit pro simulace klasickych ¢asticovych systémi a nazyva se pak force bias, cesky
bychom mohli pouzit termin ,silové zvyhodnéni® [13].

Modifikovana matice «;_,; je nyni ddna vztahem

o exp(OAf; - Ar)
[ exp(BMy - Ar)dAr’

kde zkusebni konfigurace j se lisi od ¢ pravé zménou polohy vybrané ¢astice k o vektor Ar,
integrél je pfes celou symetrickou oblast zkuSebnich posunuti (pro bézné pravdépodob-
nostni rozlozeni zkusebnich posunuti jej 1ze snadno provést analyticky) a A je bezrozmérna
konstanta, jejiz optimalni hodnota lezi v intervalu [0.5, 1].

Nevyhodou metody je nutnost pocitat sily, v mnoha praktickych aplikacich je vSak
vypocet sil levny, jestlize jiz stejné pocitame energii; nadto nam staci jen priblizna hodnota
sily (jen se musi pocitat pfesné stejné pro puvodni i zkusebni konfiguraci).

Metodu lze modifikovat pro rotace obecné molekuly (torque bias) i pro zménu objemu
v NPT simulaci (virial bias). Poprvé byla pouZita p¥i simulaci vody!, pficem# autofi
tvrdili, ze dosahli zvyseni efektivity ,dvakrat az tiikrat“. Podle nasich zkusenosti je vsak
tento idaj nadneseny, alespon v tom smyslu, ze podstatnou ¢ast zlepseni lze pricist pouze
zméné tvaru zkusebniho posunuti, zvlasté pro rotace, kdy se omezi velmi kratké a tudiz
neefektivni rotacni thly, éehoz lze snadno dosdhnout i bez techniky force bias?, viz téz
odd. 8.6.1.

force bias __
1—] -

a (8.3)

B Jesté drobnou poznamku. Pokud je Ar malé a potencial miZzeme aproximovat linedrni funkci, U(r+Ar) =
U(r) — f - Ar, a zvolime A = 1, pfejde metoda force bias v metodu tepelné lazné (4.21).

8.1.2 Preferen¢ni vzorkovani

Preferen¢ni vzorkovani (preferential sampling) [13] je jinou metodou vyuzivajici (8.1).
Predstavme si, ze simulujeme zfedény roztok, tedy v extrémnim pfipadé jen jednu mo-
lekulu rozpusténé latky v rozpoustédle. Tim mame mnohem horsi statistiku pro velic¢iny

1C. Pangali, M. Rao a B. J. Berne: Chem. Phys. Lett. 55, 413 (1978); M. Rao, C. Pangali C. a B. J.
Berne: Mol. Phys. 37, 1773 (1979).
2J. Kolafa: Mol. Phys. 63, 559 (1988).
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tykajici se této molekuly. Mizeme sice hybat molekulou rozpusténé latky castéji nez mo-
lekulami rozpoustédla, pokud se vSak okoli rozpusténé molekuly neméni dost casto, prilis
to nepomuze. Trikem, ktery zvysi efektivitu i nékolikrat, je vzorkovat rychleji i okoli roz-
pusténé molekuly. Céstice rozpoustédla, s kterymi hodlame provést MC pohyb, nebudeme
vybirat ndhodné se stejnou pravdépodobnosti, ale budeme prednostné vybirat ty, které
jsou v zajimavé oblasti, tedy blizko rozpusténé molekuly. K tomu uvazujme relativni
pravdépodobnost vybéru ppes(r), kde r znaci vzdalenost vybrané molekuly rozpousté-
dla, kterou hybeme, od molekuly rozpusténé latky. Hodnota funkce pyes(r) bude blizka 1
(avSak nejvyse 1) pro molekuly blizko u sebe a bude ubyvat se vzdalenosti; jako piiklad
z praxe (pro spojité potencidly) uvedme pyer(r) = 1/(147%/0?), kde o je typicka velikost
molekul. Simulac¢ni algoritmus pak muze vypadat takto:

1. Zvol ndhodné molekulu rozpoustédla i.
2. Jestlize up,1) < Ppret(|Ti — Tol), kde 1o je poloha rozpusténé castice, pak:
(a) generuj novou konfiguraci s polohou r#<U a

(b) pfijmi ji s pravdépodobnosti pyy; = min {1, Pores (17° —xo) eXp(—ﬁAU)} :

ppref(‘ri_TOD

Jinak je nova konfigurace stejné jako stara.

V tomto pfipadé se matice v (zkusebniho pohybu jedné ¢astice rozpoustédla) zméni na

apref<A - Azkus) _ a(A _ Azkus)ppref(h]'('[_ I‘0|) : (84)
z ¢ehoz okamzité vyplyva podle (8.2) vzorec v bodé (2b). Kdybychom pouzili ptivodni
Metropolisovu metodu podle vzorce (4.18), porusili bychom mikroreverzibilitu a jako vy-
sledek by hustota castic v okoli rozpusténé molekuly klesala.

Jestlize podminka v bodé 2. neni splnéna, ¢astici se nehybe, ale konfigurace se zapo-
citava do generovaneho Markovova Tetézce. Tim mame ovSsem velmi casto dvé po sobé
nasledujici konfigurace stejné, efektivita vSak neutrpi, protoze takovy MC krok néas témeér
nic nestoji (prakticky pouze vypocet nahodného ¢isla, protoze hodnoty ppes(|r; —ro|) pro
jednotlivé ¢astice mtizeme mit predem vypocteny v tabulce). Jen musime méfit veli¢iny,
o které se zajimame, v delsich intervalech — tak, abychom mezi dvéma métfenimi provedli
dostatecné mnozstvi MC kroki, ve kterych se skutecné ¢astici pohne.

B Metoda preferenéniho vzorkovani se ¢asto formuluje mirné odlisné:

1. Zvol molekulu ¢ z rozlozeni ppref(|r; — rol), ¢ = 1,...,N. Lze pouzit algoritmus 12.2 nebo 12.3,
v druhém pripadé€ to znamen3, ze

(a) zvol ndhodné molekulu rozpoustédla i a
(b) jestlize neni g 1) < ppres(|ri — rol), pokracuj bodem (a).
2. Proved MC krok s danou molekulou:

(a) generuj novou konfiguraci r?<Us a

9

(b) pfijmi ji s pravdépodobnosti

ppref(|rfkus _ ro|)/szkus

Ppret(|ri —10[)/S

Ppiij = min {1, exp(—ﬁAU)} ,
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kde pfi vypoctu normovaciho faktoru

N
5= prref(|ri — rol)
i=1

se sCita pres vSechny Castice rozpoustédla.

V prvni &asti algoritmu (1a)—(1b) zkousime tedy ndhodné molekuly, aniz bychom tyto pokusy zahrnovali do
vysledného Markovova Tetézce, dokud se ndm nepovede splnit podminku ujg 1y < ppret(|r; —Tol); s touto mo-
lekulou pak provedeme MC pohyb a teprve vysledek po provedeni Metropolisova testu je prvkem generovaného
Markovova fetézce. Proto také v matici «,

lr; —rol)
S )
mame normovaci faktor S. Zda se, Ze nutnost pocitat soucet S je nevyhodou, Ize v3ak snadno ukdzat, ze se
v jednom kroku méni jen o pprer(|T25" — 1rg|) — Pprer(|ri — To|), takZe nepotfebujeme soulet pres viechny
Castice skutecné provadét. Obé verze preferen¢niho vzorkovani jsou tak prakticky stejné efektivni, zrychleni Ize
pak dosdhnout pouzitim verze 2 algoritmu 12.2 v bodu 1.

Olpref(A*)AZkuS) — a(A*)Azkus)ppref( (85)

8.2 Polymery a Rosenbluthovo vzorkovani

Toto rozsiteni Metropolisova algoritmu nazyvané také orientational bias bylo ptivodné
navrzeno Rosenbluthem a Rosenbluthem? pro simulace polymerti, 1ze jej vsak formulovat a
pouzit obecnéji. Je vyhodné pro pripady, kdy jeden krok Metropolisovy metody nezarucuje
dostate¢nou pravdépodobnost piijeti, a tak chceme zkouset pohyb (typicky v orienta¢nim
prostoru ¢lanku polymerniho Fetézce) nékolikréat, abychom tuto pravdépodobnost zvétsili.

Pro konkrétnost predpokladejme, ze chceme pienést jeden ¢lanek z jednoho fetézce na
druhy (pfipadné z jednoho konce na druhy). Orientace tohoto ¢lanku vzhledem k predcho-
zimu nechf je popsana zobecnénou tthlovou proménnou w; ve shodé s algoritmem na strané
51 budeme tuto proménnou pro zkusebni konfiguraci znacit w”" a pro starou pouze w.
Vygenerujeme nyni nikoliv jednu ndhodnou zkusebni orientaci, ale £ ndhodnych orientaci

wikus | = 1,...k, a spoc¢itdme jim odpovidajici energie U(w? ). Dale definujeme tzv.
Rosenbluthiv faktor (védhu)
k
Rys = Zexp[—ﬁU(wle“S)] ) (8.6)
=1

ZkusSebni orientaci zvolené c¢astice vybereme nyni z mnoziny vygenerovanych konfiguraci
s pravdépodobnosti (viz algoritmus 12.3)

zkus) _ eXp[_ﬂU(wleuS)] )

p(w; R (8.7)
Protoze potiebujeme zajistit mikroreverzibilitu, spoc¢itame také Rosenbluthtiv faktor staré
konfigurace, R. K tomu tcelu vygenerujeme k — 1 ndhodnych orientaci w;, [ =1,... k—1,
starého clanku fetézce a polozime
k—1
R = exp|—BU(w)] + Y _ exp[—U (w))], (8.8)
=1

3M.N. Rosenbluth a A. W. Rosenbluth: J. Chem. Phys. 23, 356 (1955).
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kde w oznacuje starou konfiguraci. (Rosenbluthtiv faktor staré konfigurace nelze poci-
tat z k nahodnych orientaci jako Y.F ; exp[—3U(w;)], protoze by byla porusena mikro-
reverzibilita, nutno pouzit starou konfiguraci plus £ — 1 ndhodnych orientaci.) Zkusebni
konfiguraci prijmeme s pravdépodobnosti

) R
Pprij = min {1, Z];us} ) (8.9)
B Matice prechodu se tedy rovna
%jw oro R > R,
Wi, = J (8.10)
—BU(w) R
O‘i*ng{ pro Rj < R;,
] T

kde ve shodé s (4.18) indexy ¢ a j indexuji konfigurace, takZe w; nyni zna&i Ghlovou proménnou ¢lanku
fetézce v konfiguraci i, ;. ; je symetrickd matice pfechodu popisujici vybér ¢lanku fetézce (napf. ndhodné)
a Rosenbluthlv faktor konfigurace ¢ zapiSeme jako

k

R; = exp[— U (w;)] + Zexp[—ﬁU(w?ah)} , (8.11)
1=2

kde w?h oznaduje konfiguraci i s (thlem w; zamé&nénym za nahodnou orientaci. Po dosazeni (8.11) do (8.10)
nyni jiz snadno dokaZeme mikroreverzibilitu (4.16) stejné jako u Metropolisovy metody.

Toto obecné schéma lze pouzit pro simulaci polymert jak na mfiZce (tam misto ndhod-
ného vypoctu Rosenbluthovy vahy miizeme mit soucet pres vSechny konfigurace ¢lanku
fetézce, protoze jich je kone¢ny pocet), tak ve spojitém piipadé. Lze ho kombinovat s jed-
noduchou metodou vhodnou pro MC simulaci dlouhych linearnich fetézcti pomoci tzv.
housenkového pohybu (anglicky reptation). P¥i ném je jeden ¢lanek fetézce premistén
z jednoho konce fetézce na druhy. Nebo mtzeme malo pravdépodobny pohyb (pfemis-
téni) dlouhé molekuly rozlozit do nékolika mezikroku ¢lanek po ¢lanku. Detaily téchto
metod jsou vSak jiz mimo zajem téchto skript, a proto odkazujeme ctendfe napi. na
vyklad v [15].

8.3 Neboltzmannovské vzorkovani

Dosud uvazované Monte Carlo metody vybiraji konfigurace s pravdépodobnostmi podle
daného statistického souboru. To mtze byt v nékterych pripadech nevyhodné, jak je vidét
z piikladu, ktery je schematicky naznacen na obr. 8.1. Ve dvou oblastech konfigura¢niho
prostoru je pravdépodobnost vyskytu vysoka, tyto oblasti jsou vsak oddéleny bariérou,
kde je pravdépodobnost vyskytu konfiguraci nizka. Pokud neméme k dispozici MC kroky;,
které by ,skocily* pfimo z jedné oblasti do druhé, budeme po vétsinu Casu vzorkovat
bud jednu nebo druhou oblast, malokdy prekondme tzké ,hrdlo ldhve* mezi oblastmi
(bottleneck effect) a vysledky budou nepfesné az nesmyslné. Bariéra pfitom mize byt jak
energetickd (stavy mezi oblastmi maji vysokou energii), tak entropickd (stavi je mélo).
Tyto problémy mutzeme zmirnit umélym zvétSenim pravdépodobnosti konfiguraci mezi
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Obrazek 8.1: Schematicky nakres konfiguraéniho prostoru s problémem ,hrdla lahve“. Stu-
pen zacéernéni je imérny hustoté pravdépodobnosti vyskytu stavi.

oblastmi, coZ popiSeme pomoci nezéporné funkce (vahy) w. Tim vSak porusime Bolt-
zmannovu pravdépodobnost vyskytu konfiguraci a pro stiedni hodnotu (X) postupné
dostaneme

(X) Jw/w)X e PV AN [(X/w)we PV deN/ fwe PV drN _ (X/w), (8.12)

 J(w/w)e U dArN  [(1/w)we PV drN/ fwe AU drN T (1/w), '

kde (-),, znaci sttedovani pres konfigurace generované s rozlozenim w(rV) exp[—BU (r)].
Veli¢inu w je vyhodné vyjadiit jako Boltzmanniiv faktor jisté zmény energie, w = e P2V
Rovnice (8.12) pak pfejde na

BAU
(X) = W (8.13)
kde [ Xo-PAU AU
(X = [ e BAUg—BU (8.14)

je kanonicka stfedni hodnota systému s energii U; = U + AU.

Pouziti neboltmannovského vzorkovani je mnohostranné. O jedné aplikaci jsme se jiz
zminili: je to tunelovani energetickou bariérou. Jako konkrétni ptiklad si lze pfedstavit
bariéru mezi trans a gauche izomery. V tomto piipadé zvolime AU tak, aby soucet U; =
U + AU jiz bariéru nemél nebo ji mél mensi; je-li vSak takovych bariér v systému vice,
musime zaroven zajistit, aby celkové U; nebylo pfilis rozdilné od U.

Jinym ptikladem je potencial ve tvaru U = U; — AU, kde AU je malé a vypocetné
narocné, zatimco vypocet U; je rychly. Pak se mize vyplatit simulovat systém dany po-
tencidlem U; a AU potfebné pro vypocet stfednich hodnot vycislovat s mensi frekvenci.

Metody zalozené na myslence neboltzmannovského vzorkovani se nékdy nazyvaji me-
tody ,,destnikového vzorkovani“ (umbrella sampling). Nazev lze interpretovat tak, ze vaha
w jakoby zastiesi obé témér oddélené oblasti konfigura¢niho prostoru z obr. 8.1. Nékdy
se vSak tento nazev rezervuje jen pro pivodni verzi metody pro vypocet rozdilu volnych
energii?, kde v8ak predstava ,destniku“ méla specialnéjsi vyznam.

4G. M. Torrie a J. P. Valleau: Chem. Phys. Let. 28, 578 (1974).
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B V plvodni metodé destnikového vzorkovani jde o vypocet rozdilu Helmholtzovych funkci systému uréenych
potenciadly Uy a U:

BAF =3(F, —F) = —In (%) = —In(e PAU) = In(e*PAY), | (8.15)

kde (-)1 znadi stfedni hodnotu s vahou exp(8U; ). Vidime, Ze tento rozdil miZzeme stanovit na zakladé simulaci
s potencidlem U i U;. V obou pripadech vsak obvykle dostaneme velky prispévek k vypoctu stfedni hodnoty
(velké e P2V nebo et#AU) s malou pravdépodobnosti; maxima pravdépodobnostnich rozlozeni obou systémii
(stadi uvazovat pravdépodobnost, Ze nalezneme systém s danou energii) jsou totiz (izkd a daleko od sebe.
Dosadime-li posledni sttedni hodnotu v (8.15) do (8.12) s w = et#AU/2 dostaneme

BAF = 1n<e+BAU/2>prﬁm — 1n<e_BAU/2>prﬁm , (8.16)

kde (-)pram je stfedni hodnota v systému daném primérnou energii (U1 + U)/2. Stejny vysledek dostaneme
po dosazeni predposledni stfedni hodnoty v (8.15) do (8.12) s w = e #AU/2,

Protoze stfedujeme eFPAU/2 3 nikoliv e=#AU  piekleneme dvojnasobny rozdil mezi U; a U. Nékdy ale
ani to nestadi a je dokonce nutno konstruovat celou fadu ,destniki" pro preklenuti velmi vzdalenych oblasti®.
Obvykle se pfi vypoctu pouzivd jenom malého poctu &astic, nebot s rostoucim N jsou fluktuace mensi a
rozlozeni jsou vice lokalizovana.

Zminili jsme jen o nékolika prikladech metod zaloZenych na neboltzmannovském vzor-
kovani. Lze tici, Ze volba vahy w neni jednoduché a je kompromisem mezi snahou zvysit
¢etnost prichodi systému ,hrdlem lahve“ a neefektivitou zptisobenou tim, ze ¢astéji vzor-
kujeme konfigurace z ,hrdla“, které nas samy o sobé nezajimaji. Pfi spravné aplikaci je
metoda destnikového vzorkovani opravdu mocnym néastrojem, ma vsak sva tuskali, a tak
neni vhodna pro zacatecniky.

8.4 Fazové rovnovahy

Studium termodynamickych vlastnosti latek je zajisté zajimavé (zejména z teoretického
hlediska) a uzitetné, z praktického hlediska (napf. z hlediska chemického primyslu) je
dany rovnovahou dvou (¢i vice) fazi.

Urceni fazové rovnovahy vyzaduje znalost nékteré z entropickych funkci. Mtizeme napft.
v okoli ocekavaného fazového prechodu provést nékolik simulaci na ziskani chemického po-
tencidlu a potom numericky, za pomoci termodynamickych podminek rovnovéhy (rovnosti
teplot, tlakd a chemickych potenciali) lokalizovat bod fazového prechodu. Jinou metodou
je primé studium dvoufazového systému s mezifazovou vrstvou. Tyto simulace jsou princi-
pialné jednoduché, trpi vsak fadou technickych problémit. Kromé toho, ze vyzaduji velké
systémy, jsou téz potieba dlouhé béhy k dosazeni rovnovahy. V pfipadé malého rozdilu
v hustotach koexistujicich fazi je tézké udrzeni stability dvoufazového systému.

K odstranéni vyse uvedenych neduhi, ¢i alespon jejich potlaceni, byl navrzen specialni
soubor nazyvany Gibbsiiv®. Jeho zobecnénim je pak tzv. reakéni soubor, ktery umoziiuje
studovat fazové rovnovahy i v systémech s chemickou reakci. Jinou moznosti je pouziti
simulaci pfimo k fesSeni diferencialni rovnice urcujici zmény podél kiivky fazové rovnovahy
(tzv. Gibbsova-Duhemova integrace).

5J. P. Valleau a D. N. Card: J. Chem. Phys. 57, 5457 (1972).
6A. Z. Panagiotopoulos: Fluid Phase Equil. 76, 97 (1992).
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Obrazek 8.2: Fyzikalni motivace Gibbsova souboru.

8.4.1 Gibbsuv soubor

V této simulaci studujeme soucasné€ homogenni systémy, z nichz kazdy predstavuje vzorek
jedné faze (A, B, ...) daleko od mezifazové oblasti, viz obr. 8.2. Dohromady mohou tyto
systémy tvofit napt¥. NVT soubor a splnéni podminek rovnovahy (a tedy i jeji lokalizace)
se zajisti nasledujicimi t¥emi typy ndhodnych pohybt: (1) normélnim pohybem (translaci,
atd.) ¢astic uvnit¥ své bunky, (2) fluktuaci objemu bunék (za podminky V4 + Vg = V),
aby se dosahlo rovnosti tlakt, a (3) pfenosem ¢astic mezi buiikami, aby se dosahlo rov-
nosti chemickych potencialti. Pravdépodobnosti prijeti jednotlivych krokt jsou definovany
tak, aby pravé tyto podminky byly splnény a neni tedy nutno predem védét, pii kterych
termodynamickych podminkach (napf. jaky je tlak pfi dané teploté) budou faze v rovno-
vaze.

Uvazujme pro jednoduchost jednokomponentovy NVT systém, ktery se sklada ze dvou
nezavislych podsystémi o objemech Vy a Vg, V4 + Vg =V, a s poctem castic Ny a Np,
Ny + Ng = N. Teplota v obou systémech je T'. Konfigura¢ni parti¢ni funkce tohoto
systému je [15]

N v qy, v Na
Qnvr = Néo/@ M/dégexp[—ﬁUA(NA)]
Ve
<y [ €Y expl-AUB(N)] (8.17)

kde &v , I = A, B, jsou pteskalované soufadnice v ptislusné jednotkové krabici a U;(Ny) =
U NI(VII/ ¢NY je mezimolekularni potencial ¢astic v krabici I. Protoze jednotlivé systémy
jsou izolované a nejsou vystaveny zadnému silovému ptisobeni vyjma mezicasticovych
interakci, plati pro ndhodné prochéazky v krabici obvykla Metropolisova pravdépodobnost
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ptijeti (4.25). Pro pravdépodobnost prijeti zmény objemi ijus =Vys+ AV a ngug =
Vi — AV dostaneme z (8.17)

A - A
min{l,exp (—ﬁAUA—ﬁAUB—f—NAanA;V+NBIHVBVV>} , (8.18)
A B

kde AU; znac¢i zménu energie v boxu I v dtsledku zmény jeho objemu. Pro pravdépo-
dobnost prenosu ¢astice z boxu B do boxu A pak z (8.17) dostaneme:

min< 1,exp [ —BAU, — BAU — IHM , (8.19)
NpVy

kde AU; nyni odpovida zméné energie souvisejici s prenosem. Jak je vidét, v téchto rovni-
cich se nikde nevyskytuje ani rovnovazny tlak, ani chemicky potencial. Pfimym vysledkem
simulaci jsou rovnovazné hustoty koexistujicich fazi.

B Zajima-li nds tlak, musime ho ziskat jinym zpisobem: z rov. (5.12) v kazdém boxu, z viridlového rozvoje
nizkohustotni faze nebo priblizné ze zlomku pFijeti zmén objemu, protoze rozdil energii systému v boxu a téhoz
systému preskdlovaného v poméru blizkém 1 Ize vyjadfit pomoci viridlu sil.

ProtoZze v uvedeném schématu simulaci se vyskytuje prenos Castice, mél by jit urcit z téchto simulaci i
chemicky potencial, viz oddil 5.3. Oznacime-li jako ¥; zménu konfiguraéni energie boxu I v disledku pokusu
prenosu (pridani) ¢astice do tohoto boxu, pak zobecnéni vztahd (5.49) a (5.53) pro Gibbsiv soubor ma tvar
[15]:

Nr+1

Vypoclet chemického potencidlu umoznuje kontrolu spravnosti simulaci: chemicky potencidl vypocteny ze
vztahu (8.20) musi byt v obou fazich stejny (v mezich experimentélnich chyb).

e P = A3 <Vf e—5%> : (8.20)

Vyse uvedeny typ simulaci je vhodny pro jednokomponentovy systém, pro ktery ani
nemizeme uvazovat jinou alternativu (ma jenom jeden stupen volnosti). Pro vicekompo-
nentovy systém musime vedle teploty specifikovat predem jesté dalsi veli¢inu. Obvykle je
to tlak a simulacemi ur¢ime rovnovazné slozeni fazi. V ptipadé rovnovahy dvou fazi oba
podsystémy tvori dohromady NPT soubor a jejich objemy mohou fluktuovat nezavisle.
Zobecnéni na tento pripad je pfimocaré a pro pravdépodobnost prijeti zmén objemu V7 o
AV plati:

Va+ AV,
min{l,exp [— AU, — BAUp +NA1I1M
Va
Ve + AV,
+NgIn % — BP(AVA+ AVi)| }. (8.21)
B

Je vsak nutno poznamenat, Ze soucasna zména objemu obou simula¢nich boxt je neefek-
tivni, a tak se tyto zmény délaji obvykle oddélené.

Prestoze simulace v Gibbsové souboru obsahuji pokusné zmény diskutované podrobné
jiz pro jiné soubory, je situace komplikovanéjsi a musime se proto zminit o nékterych
technickych aspektech. Nemame-li viibec odhad o mozném chovani systému, pak muzeme
zacit simulaci se dvéma totoznymi boxy. Mame-li jednoslozkovy systém a odpovidaji-li
zadané termodynamické podminky dvoufédzové oblasti (pfi zadané teploté bude hustota
vétsi nez rovnovazna hustota plynu a mensi nez hustota kapaliny), budou se oba boxy vy-
vijet odlisné a velmi rychle se ustavi v boxech rtizné husté faze. Rovnovaha kapalina-plyn
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Obrazek 8.3: Konvergenéni profily Gibbsovy simulace smési tuhych kouli (2.36) a &astic
interagujicich potencidlem pravoiihlé jamy (square-well). Na za¢atku mély oba boxy stejnou
hustotu pjo® = ppo® = 0.35, stejny pocet Eastic Ny = Np = 108 a stejnou koncentraci 2,4 =
rp = 0.5.

pro dvouslozkovy systém vypadd podobné (viz obr. 8.3), mizeme vSak za urcitych termo-
dynamickych podminek dostat rovnovahu kapalina-kapalina. Jestlize zadané podminky
odpovidaji homogenni fazi, nebudeme pozorovat zadné velké rozdily a obé simula¢ni kra-
bice musi byt, v mezich statistickych chyb, stejné.

S nejveétsi pravdépodobnosti budeme zacinat simulaci z podminek, které neodpovidaji
rovnovaze. Rychlost, s jakou rtizné veliciny dosdhnou rovnovaznych hodnot, mutze byt
znacneé rozdilna, a proto je vhodné stale sledovat vyvoj velikosti boxtl, po¢tu ¢astic, energie
apod. Nejpomalejsim krokem je nalezeni rovnovazné hustoty (poctu ¢éstic) a tomu také
odpovida frekvence jednotlivych kroki. ZkuSenost ukazuje, ze rozumny pomeér frekvenci
pokusnych MC pohybti ,,pokusna zména polohy : pokusna zména objemu : pokus o pfenos
Castice", vedouci k cili i v neptiznivych podminkach (napf. za vyssich hustot) je %:1:3]\7 .
Dosahneme-li rovnovahy, mél by byt pocet ¢astic v obou fazich rozumné velky. Ukazuje se
vyhodné (ze statistického hlediska) mit p¥iblizné stejné velké objemy a rizny pocet Castic
nez naopak. Dosazeni téchto podminek evidentné vyzaduje postupovat metodou pokusu
a omylu. Protoze simulace Gibbsova souboru obsahuje pfenos castice, musime pocitat
s problémy, které jsou vlastni tomuto kroku, tj. s rychle se zmensujici pravdépodobnosti
uspésného prenosu s rostouci hustotou.

8.4.2 Reakéni soubor

Probiha-li ve smési chemicky raznych latek L; (i = 1,...,s) chemicka reakce

> vili=0, (8.22)
=1
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kde v; jsou stechiometrické koeficienty (v; < 0 pro vychozi latky a v; > 0 pro produkty),
méni se identita molekul. Chemicka rovnovaha v této smési je dand podminkou

=1

a nasim ukolem je nalezeni rovnovazného slozeni reakcéni smési, které bude zaviset na
termodynamickych podminkéch a pocateénim slozeni. Nestarame se tedy o vlastni pribéh
reakce (kinetiku), a proto nam sta¢i v ramci metod MC jakékoliv realizace chemické
zmény molekul podle (8.22), ktera zachovid podminky mikroreverzibility ¢ili jinymi slovy
chemickou rovnovahu (8.23) v kazdém kroku. Pravidla pro tuto reakéni zménu vyplynou
z partiéni funkce tzv. reakéniho souboru’, ktery tento déj popisuje a ktery lze povazovat
za jisté zobecnéni grandkanonického souboru.

Pfi chemické reakci hraje roli i vlastni struktura molekul, jinymi slovy i ty (elektro-
nové, vibra¢ni, rota¢ni) stupné volnosti, které nas klasicky model neni schopen popsat
a o kterych jen predpoklddame, Ze je lze odseparovat. Integral (piip. soucet) pres tyto
stupné volnosti lze tedy provést nezavisle na ostatnich proménnych popisujicich nas mo-
del, nazyva se vnitrni particni funkce oznacime jej q;. Zobecnéna parti¢ni funkce smési
N =377, N; molekul v NVT souboru mé tvar (podrobnosti viz napf. [2])

Z(Ny,...,N,,V,T) = 1_1 W /eXp[—ﬁU(rN)] dr? . (8.24)

Nyni jde o to rozsirit tuto parti¢ni funkci tak, aby zahrnovala i mozné zmény v rozlozeni
{N;} zptisobené chemickou reakci, jinymi slovy secist pfes vSechna rozdéleni molekul {V;},
ktera vyhovuji reakei (8.22) (zakon zachovani atomarnich ¢astic v systému). Abychom tuto
sumaci provedli co nejjednoduseji, vyjadiime libovolné rozlozeni { N;} ve tvaru

N; =N + ¢, (8.25)

kde {N } je né&jaké (napf. pocatecni) rozlozeni a ( je celé ¢islo nazyvané extenze reakce
(extent of reaction) [1] (téZ rozsah reakce® nebo reakéni obrat?). Dosadime-li nyni (8.25)
do (8.24) a secteme ptes vSechna (, dostaneme parti¢ni funkci reakéniho souboru:

N( +CVz
ZUNOLVT) = ST V‘*’l/ A)
¢ i=1 i ‘|‘CV1‘)~

/ exp[— AU (V/3¢N)] deV (8.26)

kde jsme zaroven, ze stejnych divodu jako v grandkanonickém souboru, presli ke skalo-
vanym promeénnym.

Markovsky fetézec, ktery bude vzorkovat systém dany parti¢ni funkei (8.26), bude
tedy sestéavat (1) z normélniho vzorkovani konfiguraéniho prostoru (zmény poloh éastic,
popr. i zmény objemu, jestlize pracujeme v NPT souboru) a (2) z ,reakéniho“ pohybu

7J.K. Johnson, A.Z. Panagiotopoulos, K. E. Gubbins: Mol. Phys. 81, 717 (1994); W. R. Smith a B.
Ttiska: J. Chem. Phys. 100, 3019 (1994).

8W. J. Moore: Fyzikdlni chemie. SNTL, Praha 1981.

9E. Hala: Uvod do chemické termodynamiky. Academia, Praha 1975.
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vzorkovanim proménné (. Pro pravdépodobnost pfijeti reakéniho kroku, tedy zmény ¢ na
(% = ¢ + A(, dostaneme z (8.26) vztah

N(O) Czkus )[
(N + )t

kde AU = U(V/3¢N (%) — U(V3EN () je s tim spojend zména potencialni energie a
dale

min {1, V7Aa¢ H { ] exp(—BAU) }, (8.27)

S

v=> v (8.28)

i=1

I(T) = 1:11 (;@) . (8.29)

Z vyse uvedenych vztah je zfejmé, pro¢ se I' nazyva hnaci silou (driving force) reakce:
je to rozdil ve vnitrni partiéni funkci (tj. struktufe) molekul, ktery vede k pfeméné latek
pii chemické reakci.

Jednoduché schéma reakcéniho kroku mize tedy vypadat nasledovneé:

1. N4hodné zvolime zménu rozsahu reakce: s pravdépodobnosti 1/2 doprava (%% =

¢ + 1) a s pravdépodobnosti 1/2 doleva ((#% = ( — 1).

2. Nahodné vybereme z vychozi konfigurace odpovidajici po¢et molekul vychozich 1a-
tek a produkti.

3. Provedeme odpovidajici zaménu molekul vychozich latek za produkty (pro A{ =
¢?us — ¢ > () nebo produktti za vichozich latky (pro A¢ < 0).

4. Spocitame zménu energie AU.

5. Novou konfiguraci pfijmeme s pravdépodobnosti (8.27).

P1i realizaci reak¢éniho kroku musime mit rovnéz na paméti zachovani mikroskopické
reverzibility. Jestlize tedy napt. pfi reakci ,,vpred“ zaménujeme molekuly typu B za mole-
kuly typu A, pak pii reakci ,zpét“ musime zaménovat opét molekuly typu A za molekuly
B. Volba téchto dvojic pochopitelné ovliviiuje efektivitu simulace a je tedy ptirozené pti
zaméné A<—B volit za A a B podobné molekuly a tim zvysit pravdépodobnost prijeti.
Vzhledem k tomuto kroku, tj. vyméné molekul (pfi 7 = 0), pfipadné navic jejich vlo-
zeni/vyjmuti (pfi 7 # 0), trpi reakéni soubor stejnymi problémy jako simulace v grand-
kanonickém souboru.

Zbyva odpoveédét na otazku, jak nejlépe dostat veliciny ¢; a tedy I'. V tabulkach
termodynamickych velicin!® se uvad&ji experimentalné zjisténé hodnoty tzv. standardni
slu¢ovaci Gibbsovy funkee ¢istych latek AGY ;(T), tj. chemického potencidlu dané latky
vztazeného na jeden mol latky v referenénim (hypotetickém) stavu ideélniho plynu pfi
jistém referenc¢nim tlaku P° (obvykle 1 bar). Pro idealni plyn plati Z = [[;_, Z;, logarit-
movanim ziskdme F' a pak derivaci podle N; chemicky potencidl p; (srov. téz (2.17)) a
nakonec

AGsl z( )
RT

ONapt. M. W. Chase, C. A. Davies, J. R. Downey, D. J. Frurip, R. A. McDonald a A. N. Syverud:
JANAF Thermochemical Tables, J. Phys. Chem. Ref. Data 14, Suppl. No. 1 (1985).

_ Vi - kgTq;
=N ~ po (8.30)

exp
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kde jsme pouzili stavovou rovnici idealniho plynu. Nakonec

(T) = exp [_Ag;(T)l (;}:‘;)V 7 (8.31)

kde

sl,i

AG(T) = Z viAGY (T) (8.32)

je zména Gibbsovy funkce dané reakce.

B Pozadavek sférické symetrie je prilis hruby pro realisticky popis molekul zajimavych latek. V praxi budeme
pozadovat modely s nesférickymi molekulami, pfipadné vnitfnimi stupni volnosti. Cdst vnitfni parti¢ni funkce
je pak popsdna modelem, coz musime vzit v dvahu. Rov. (8.30) prejde v

q:ksT

—AGgl’i (T) model
= qmodelpo ’ q; = exp(*ﬂUint) dqint s
i

RT

exp

kde integrace je pfes uvaZované (a simulované) vnitfni stupné volnosti. Nap¥. pro obecnou tuhou molekulu zis-
kdme integraci pres Ghly ¢°9°! = 872. Hnaci silu reakce (8.31) je pak nutno vydélit sou€inem [];_, (gmode!)¥:.

% 7

8.4.3 Gibbsova-Duhemova integrace

Klasicka termodynamika tiké, ze za teploty T a tlaku P jsou dvé faze, A a B, v rovno-
véze, jestlize plati rovnost jejich chemickych potenciald, ua(P,T) = up(P,T). Pii infi-
nitezimalni zmeéné teploty pak podminka rovnosti chemickych potencial vede ke znamé
Clapeyronové rovnici pro zménu rovnovazného tlaku,

E_SB—SA_ Ah
dT  wvg—wva TAv’

(8.33)

kde s; (v;) znaci molarni entropii (objem) faze I, Ah je rozdil molarnich entalpii obou
fazi a Av rozdil jejich molarnich objemil. Tato rovnice je obycejnou diferencialni rovnici
prvniho fadu s pocateéni podminkou, a protoze entalpie i objem jsou veli¢iny snadno
dostupné v simulacich, lze rovnici numericky integrovat. Na rozdil od ptivodni prace Kof-
keho!! se v souc¢asné dobé pouziva téméi vyhradné integrace metodou prediktor-korektor
navrzena Escobedem a de Pablem!? a $it4 na miru rovnici (8.33). Postupujeme podle
schématu:

1. Necht zndme rovnovazny tlak Py a P, pfi dvou teplotach, Ty a Ty = Ty + AT.
Polozime ¢ = 1 a pokracujeme.

2. Prediktor: Zménime 7; na T;1 = T; + AT (kde krok AT nemusi byt ekvidistantni)
a 7 rovnice

PP = P(T}) + (jl];l AT (8.34)

vypocitame predikovany tlak PP.

UD. A. Kofke: J. Chem. Phys. 98, 4149 (1993).
12F. A. Escobedo a J.J. de Pablo: J. Chem. Phys. 106, 2911 (1997).



116 KAPITOLA 8. SPECIALNI METODY A SYSTEMY

3. Korektor: Za tlaku PP a teploty T;,; provedeme dvé nezavislé NPT simulace, jednu
pro fazi A a druhou pro fazi B. Z (8.33) spoc¢teme (dP/dT’);11. Opraveny rovnovazny
tlak P;,, prislusny teploté T;,; je dan vzorcem

dP dpP
= AP, 1-A)P+FE|D Dy | — :
P = o1t Pt [ ’ <dT> T <dT>i+1‘| 7 (8:35)
kde pro koeficienty plati
1 b,
A= ———— Dy =1 2 D=1 E=_—"
(3 +2r) o=1/r+24r, 1=1+T, 3+ 2r
a
AT Ti1
b,‘ = — s r = .
TiTi 1 Tiq

4. Zvétsime ¢ o 1 a pokracujeme bodem 2.

Jak vyplyva z (8.35), tato metoda prediktor-korektor potiebuje pro vypocet bodu i+ 1
dva body i a 7 — 1. Pokud na zac¢atku zname pouze jeden bod rovnovahy, Fy, mizeme P;
spocitat podle (3.9), tedy

(N 7] E

kde pro vypocet (dP/dT'); pouzijeme 17 a PP podle (8.34).

Aplikace této jednoduché metody, kterd nevyzaduje ani implicitni vypocet chemic-
kého potencialu, ukazuji, ze vysledky jsou stejné kvalitni jako vysledky ziskané simulaci
Gibbsova souboru.

8.5 Metoda fluktuujici castice

Vsechny MC metody, které jako jeden z pokusnych kroku vyzaduji vlozeni castice do
systému, nutné trpi jednim a timtéz neduhem: s rostouci hustotou a/nebo velikosti ¢astic
pravdépodobnost pfijeti nové konfigurace (vloZeni ¢astice) rychle klesd a v nékterych
ptipadech (napf. pro potencidly s tuhym jadrem) je v podstaté nulova. Tento problém
se da, alespon castecné, obejit, vyjdeme-li z nasledujici ivahy: nejde-li vlozit do systému
¢astici najednou, mélo by byt urcité snazsi ji tam vkladat alespon po ¢astech. Jinymi
slovy, pokusime se do systému vlozit nejprve malou ¢astici (¢i velmi slabé interagujici
s ostatnimi ¢asticemi) a potom postupné interakci této ¢astice ménit, az nakonec bude
ekvivalentni s ostatnimi ¢asticemi.

Méjme mezic¢asticovy potencial u(r; A), kde A, podobné jako v (5.44), vyjadiuje ruzny
stupen zapojeni castice do systému, v tomto pfipadé se ale omezime na diskrétni sadu
Aiy i = , k. Uvazujme nyni systém N ¢astic interagujicich potencidlem u(r; A\x) = u(r)
a system N +1 astic, z nichz jedna bude interagovat s ostatnimi potencidlem u(\;). Pomér
parti¢nich funkei téchto systémt NV + 1 a N castic lze potom vyjadrit takto:

Qni1 Qnin Qnir, QN+,

N QN Qnirn Qnir,

(exp Au(A1)) H explu(Ajq1) — u(A)]); s (8.37)
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kde symbolicky N +1 = N + ). Vyraz pfed sou¢inem na pravé strané této rovnice je
analogicky ¢lenu (5.53) a predstavuje urceni st¥edni interakéni energie virtualni (fiktivni)
¢astice ve stavu A\; v systému N castic. V ostatnich ¢lenech mame parti¢ni funkce systému
opravdovych N +1 ¢astic lisicich se pouze interakei jedné ¢astice. V simulacich to znamena
uvazovat soucasné k — 1 systémt N + 1 ¢astic a v kazdé simulaci pocitat stfedni hodnotu
zmény energie spojené se zménou interakce oné jedné castice.

I kdyz se vyse popsanym zptsobem miizeme dostat k cili, je tento postup ziejmé velmi
neefektivni, nebot vyZzaduje provést mnoho simulaci. Nabizi se proto myslenka neuvazovat
k oddélenych simulaci, ale spojit je do jediné simulace tak, ze Ay bude dalsi proménna
(stuperti volnosti), kterou budeme simulovat, tj. ndhodné ménit a zmény piijimat ¢ od-
mitat podle Metropolisova kritéria'®. Za timto tcelem sestrojime kanonicky soubor, ve
kterém miize dochazet k nasledujicim prechodtm:

IN] = [N4M] = ... = [N+XMa] = [N+M]=[V+1]

1 w1 W1 W,

(8.38)

Hranaté zavorky zde znaci stav systému a w jeho vahu. Pfechod [N] — [N + A;] znaci
vloZeni ¢astice s potencidlem u(\;) do systému a prechod [N] « [N + Aq] jeji vyjmuti.
Ostatni prechody zna¢i zménu interakce vloZené ¢éstice. Podle (8.1) je pravdépodobnost
ptijeti prechodu v rov. (8.38) o jednu pozici doprava ¢i doleva ddna vztahem

kaus k zkus - U zkus
p(k — k7)) wy exp(—FUy)
Rezidudalni chemicky potencidl vkladané c¢astice se pak vypocte ze vztahu
Pr[N]
res — 1 Y ) 8.40
Bu n<kar[N+1]> (8.40)

kde Pr[N] znac¢i pravdépodobnost (etnost) nalezeni systému s pravé N ¢asticemi.

Zbyva dodat doporuceni pro volbu parametri. Klicovym je vhodny tvar potencialu
v zavislosti na zapojovacim parametru A. Jednotlivé kroky Ay — Axy1 by mély byt zhruba
stejné snadné. Pro husté systémy a velké molekuly je urcujicim mechanismem prekryv
molekul; ukazuje se, ze je vyhodné volit wu(r,\) tak, aby povrch molekul rovnomérné
vzristal s rostoucim A. Vahy w; je vyhodné volit tak, aby pravdépodobnosti nalezeni
skalované castice ve vsech velikostech byly zhruba stejné.

Vyse uvedenou metodu lze rozsitit i na grandkanonicky soubor. ProtoZze vloZeni (pfe-
nos) ¢astice je podstatnou soucasti Gibbsova souboru, da se uvedené schéma s vyhodou
aplikovat i tam.

8.6 Simulace molekularnich systému

A7 dosud jsme predpokladali, Zze studovany statisticky systém lze povazovat za soustavu
bodovych castic, mezi nimiz ptsobi centralni sily. Jak jiz bylo zminéno na str. 22, lze

131, Nezbeda 1. a J. Kolafa: Molec. Simul. 5, 391 (1991).
14M. Strnad a I. Nezbeda: Mol. Simul 22, 183 (1999).
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vvvvvv

atomy uvnitt molekul kmitaji kolem svych rovnovaznych poloh, lze rozumné predpokladat,
ze intramolekuldrni potencidl, ktery je souctem prispévki popisujicich flexibilitu molekuly,
je za normalnich podminek dostatecné presné popsan harmonickymi oscilatory jak pro
uhly, tak pro vazby. Tento pristup méa nékolik vyhod:

1. jednoduchost a konzistenci modelu'®.

2. jednoduchost pocitacového programu,

vvvvvv

Ma vsak také mnoho nevyhod:

1. technické simula¢ni potize zptisobené velkou silou vazeb (kratké zkusebni posunuti
v MC, kratky ¢asovy krok v MD),

2. frekvence vibraci pro vazby a thly obsahujici vodiky jsou tak vysoké, ze klasicka
mechanika pro jejich popis stejné nevyhovuje,

3. prenos energie mezi velmi rychlymi a pomalymi stupni volnosti je pomaly (pokud
neni pouzit napf. Maxwelltiv/Andersentiv termostat),

Vv

4. flexibilni model je mnohem néaro¢néjsi k teoretickému studiu.

Alternativou k flexibilnim bodovym modeliim je moZnost zafixovat bud jednotlivé
vazby a thly ¢i celou molekulu. Malé molekuly jsou v podstatné rigidni a lze je aproximo-

vvvvvv

délky vazeb, pfipadné i uhly, jichZ se ucastni vodiky (vzhledem k malé hmoté jsou jejich

vibrace velmi rychlé), ale jiz neni vhodné fixovat vazebné thly mezi t&z8imi atomy.

V néasledujicich odstavcich se sezndmime s nejjednodussimi MC i MD simula¢nimi
metodami pro molekularni systémy. Jak jiz to ¢asto ve fyzice byva, polovina problémi se
vyresi sama od sebe, zvolime-li vhodnou reprezentaci molekul na pocitaci.

8.6.1 Tuhé molekuly

Molekuly s osou symetrie

Sem patii molekuly s osou symetrie (CO, CO,, HF). Kazdého asi napadne popisovat smér
molekul pomoci sférickych soufadnic (6, ¢). Tento postup ma vSak nékolik nevyhod:

1. soufadnice (a tedy napt. pohybové rovnice) jsou singuldrni na pdlech (§ = 0, 6 = ),
2. element df diy nepredstavuje homogenni rozlozeni na povrchu jednotkové koule,
3. relativni kontraindikaci je nutnost pouzivat pomalé goniometrické funkce.

Nékteré z téchto problémi lze sice obejit, lze vSak doporucit zapis pomoci vektort, ktery
nepreferuje zadné vyznacné sméry v prostoru. Molekula CO tak muize byt popsana polohou

15Viz diskuse v M. Levitt, M. Hirshberg, R. Sharon a Daggett V.: Comput. Phys. Commun. 91, 215
(1995).
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geometrického stfedu reepter @ jednotkovym vektorem n ve sméru osy molekuly. Polohy
obou atomu pak jsou

l
rc = rcenter+§n (841)
[

'o = Tcenter — 5117 (842)

kde [ je délka CO vazby. Pro MC lze jako zkuSebni rotaci ptidat k vektoru popisujicimu
smér osy molekuly jisty maly ndhodny vektor (napf. na povrchu koule) a tento novy smér
normalizovat:

n = n+ds, (8.43)
1,1/
new 9 8.44

kde s je ndhodny vektor na povrchu koule (|s| = 1, viz oddil 12.1.2) a d < 1.

B Trvdme-li na MC algoritmu zapsaném v (0,¢), musime si uvédomit, Ze element povrchu koule je
dfsinfdep = —dzdo¢, kde z = cos 8. Lze tedy jako zkuSebni posunuti pouzit

prkus mOd(]. + 2+ U—AzAz), 2) -1,
¢zkus — (b + U(fAd),Ad)) 5

Oblast zkusebnich rotaci je jisty pas na povrchu koule, blizko pdlti z = +1 dokonce dvé vysece, coz ma daleko
do izotropie a tudiz do maximalni efektivity.

Pohybové rovnice pro MD osové symetrickych molekul lze také zapsat pomoci téchto
vektort [13], odkazujeme vSak pro obecnost na oddil 8.6.2.

Obecné tuhé molekuly

Ze stejnych divodu jako vyse nelze doporucit popis orientace obecného tuhého télesa
pomoci Eulerovych thlt. Lepsi je pouzit orientacni matice, coz je ortonormalni matice €2,
ktera prevadi vektory zapsané v kartézskych soutradnicich pevné spojenych s télesem na
vektory zapsané v laboratorni souradné soustave:

I; = reenter + Q- Treli s (845)

kde reenter jsou souradnice stfedu (referenéniho bodu) molekuly a r,; relativni souradnice
atomu ¢ vzhledem ke stfedu molekuly v soustavé spojené s télesem.

Nahodnou rotaci molekuly v MC pak fesime jako otoceni orienta¢ni matice o ndhodny
uthel kolem nadhodného sméru. Misto zcela nahodného sméru lze pro jednoduchost pouzit
jednu ze t¥i (ndhodné zvolenych) kartézskych os, je pfitom jedno, jestli v soustavé spojené
s télesem ¢i laboratorni. Napf. rotace okolo osy z o thel Ao = u(_g4 4y vybrany ndhodné ze
symetrického intervalu (—d, d) (a nebo jesté lépe z (—d, —d/2)U(d/2, d), abychom omezili
pravdépodobnost situace, kdy je Aa ndhodou blizké 0 a zména konfigurace mald) je

cosAa  sinAa 0

Qs — Q.| —sinAa cosAa 0 | . (8.46)
0 0 1

Pohybové rovnice rotujiciho télesa lze rovnéz vyjadiit pomoci €2. Jinou moznosti je
pouziti kvaternioni, viz dodatek 12.2.
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8.6.2 Molekuly s vnitfnimi stupni volnosti

Typickym prikladem molekul s vnitinimi stupni volnosti jsou biologické makromolekuly.
Nasim modelovym prikladem bude tetézec

A (8.47)

Monte Carlo

Uvazujme nejprve flexibilni modely. Kdybychom v MC simulaci hybali s kartézskymi
soufadnice atomti, musela by byt posunuti velmi kratka, protoze silové konstanty vazeb
jsou veliké a jiz mala zména délky vede k velké interakéni energii. Proto je nutné volit
posunuti ve ,spravnych“ smeérech: kratkda tam, kde je potencidl strmy, a dlouha jinde.
Budeme-li toto umét, neprekvapi, ze si nakonec poradime i s pevnymi vazbami.

K popisu obecnych molekul pouzijeme zobecnéné souradnice, tedy libovolnou sadu
3N proménnych ¢;, 7 = 1,...,3N, takovou, Ze existuje vzdjemné jednoznacné diferen-
covatelné zobrazeni na obvyklou sadu N vektori r;, ¢ = 1,..., N. Pro Fetézec (8.47) je
prirozené volit néasledujicich 12 souradnic:

4-6: orientace trojihelnika ABC (Eulerovy thly ¢ lépe podle (8.45)),
7-9: délky vazeb AB, BC, CA,
10,11: uhly ABC a BCD,

12: dihedrélni thel, tj. thel mezi rovinami ABC a BCD, téz zvany (vlastni) torze ¢i
vnitini rotace.

Soufadnice 7-12 se nazyvaji vnitini (internal coordinates).
Hustota pravdépodobnosti nalezeni konfigurace r'v

N) exp[—ﬁU(rN)]

") = T AU ) . dry (8.48)
je v novych proménnych
—BU(¢°V)] |0 /dq]
(3N — exp|—[3 | »
) = T ep[=BUG™)] 0 /0d] das .- dao (8.49)
kde , ;
T r;
dq 8.50

je matice transformace a |0r/dq| jeji determinant (jacobian). Pro MC simulaci mtzeme
nyni v principu pouzit vzorec (4.18), do kterého dosadime

7 =e Y |0r/dql; . (8.51)
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Nutno poznamenat, ze pocitat jacobian transformace pro slozité molekuly neni trivialni.

Vypoctu jacobianu se nastésti lze v urcitych pripadech vyhnout. Typicky pripad je,
kdyZ jsou zobecnéné souradnice ortogonalni (matice transformace je ortogonalni). Ta-
kovymi soutradnicemi je i dvanact soufadnic popisujici fetézec ABCD: napfiklad posun
atomu D zptisobeny malou zménou tthlu BCD a posun téhoz atomu zptisobeny malou
zménou délky CD jsou ortogonélni. Obecné

0ri 81‘7; .
6%‘ dqy,

(8.52)

pro j # k. Protoze nadto |0r;/0q;|* nezévisi na ¢; (napf. atom D opisuje kruznici pii
zméné dihedralniho uhlu tak, ze drdha je tmérna thlu), plati

|0r/0q|, = |0r/dq|; (8.53)

pro dvé konfigurace Ay a A; lisici se pouze hodnotou jedné zobecnéné souradnice ¢;. Mi-
zeme proto piimo pouzit (4.18) s tim, Ze zkuSebni zmény konfigurace se tykaji zobecnénych
souiadnic!®.

Nyni také mizeme bez obav ,,vypnout® dostatecné tuhé stupné volnosti, prosté vyne-
chame prislusny MC krok. Protoze souradnice jsou ortogonalni, nezptisobi zmény ostat-
nich soufadnic poruseni zafixovanych vazeb (az na zaokrouhlovaci chyby). Nesmime ovsem
zapomenout na piispévek stfedni konfiguracni energie kg7'/2 na kazdy zamrzly stupeti vol-
nosti (plus to samé na kinetickou ¢ast). Takto dostaneme z MC simulace presnou limitu
flexibilniho systému pro nekonecné velke silovée konstanty.

Vyse uvedeny postup se stane neefektivnim pro dlouhé fetézce, kdy vnitini rotace
vedou ke kolizi atomi na koncich fetézce. Je mozné navrhnout jinou sadu soutadnic, pro
které jsou jacobidny konstantni, napft. rotaci atomu B kolem osy AC.

Efektivni simulace velkych molekul vyzaduje v pfipadé, kdy neni struktura dana pre-
dem (jako u biologickych makromolekul), specidlni postupy. Nékolik vyznamnych metod,
presnych i aproximativnich, je zalozeno na Rosenbluthové vzorkovani, o kterém jsme se
zminili v odd. 8.2.

Dynamika s vazbami (constraint dynamics)

Jak jsme se jiz zminili, pokud mohou vSechny vazby a thly mezi atomy vibrovat, mtizeme
pouzit algoritmy pro atomarni systémy. Budeme proto predpokladat, ze chceme zafixovat
nékteré délky vazeb ¢i dokonce tihly, abychom se zbavili velmi rychlych vibraci a mohli
pouzit delsi integracni krok. Vybér téchto vazeb a predevsim thli vsak musime provést
velmi peclivé, abychom omezili chybu zpiisobenou integraci zobecnénych hybnosti. Je
nutno zdiraznit, ze integrace pohybovych rovnic pro systémy s pevnymi délkami vazeb
¢ vazebnymi uhly nend totoznd s limitou flexibilniho systému pro nekonecné velké silové
konstanty'"!

16V zorec (8.53) neplati pro tthel BCD, plati viak pro cos(BCD) — viz vsuvka za vzorcem (8.44). V praxi
je tato chyba mala, protoze vazebné thly fluktuuji velmi blizko rovnovazné hodnoty

17Viz [13, 15], podrobnéji napi. M. Fixman: Proc. Nat. Acad. Sci. USA 71, 3050 (1974); W. F. Gun-
steren: Mol. Phys. 40, 1015 (1980); E. Helford: J. Chem. Phys. 71, 5000 (1979).
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Obrazek 8.4: Algoritmus SHAKE pro matematické kyvadlo.

B Manifestaci tohoto jevu je dynamika fetézce ABCD (8.47). Predpokladejme, Ze studujeme jednu takovou
molekulu s pevnymi vazbami i Ghly v kanonickém souboru s tim, Ze jediny zbyly vnitfni stupen volnosti,
dihedralni Ghel ¢, ma nulovy potencidl. VSechny atomy necht maji stejnou hmotnost. Pravdépodobnostni
rozloZeni tohoto hlu ziskané MD neni rovnomérné, ale ma maximum v poloze trans, kdy jsou koncové atomy
nejdale, a minimum v poloze cis, kdy jsou nejblize (rozdil je asi 30%); toto je t&zké vysvétlit intuitivné, snad
pomize analogie s bruslafem, ktery zacCne rotovat rychleji, pfipazi-li. Jev je Cisté dynamickym artefaktem
zplsobenym rigiditou vazeb, protoZe spravné rozlozeni (limita kanonické stfedni hodnoty pro nekoneéné velké

dvaha o zachovdni energie: i velmi tuhé vazby a (hlavné) (hly se vychyli vlivem odstfedivych sil, &imz pohlti
¢ast kinetické energie a snizi rychlost.

Pfesny matematicky popis jevu vychdzi ze vzorce (2.4). Jestlize viak v hamiltonidnu H vyjad¥ujeme
potencidlni energii pomoci zobecnénych soufadnic, musime kinetickou energii vyjadfit pomoci kanonicky sdru-
zenych hybnosti. Pfi integraci pres zobecnéné hybnosti pak dostaneme druhou odmocninu determinantu tzv.
metrického tenzoru.

Diilezité pro praxi je, ze fixujeme-li pouze délky vazeb, pfipadné thly, jichz se ticastni
vodiky, je chyba zptisobend timto jevem mal4 [13].

Existuje nékolik modifikaci pohybovych rovnic, které umoznuji zachovavat délky vazeb
a uhlid (podminku pevného thlu snadno pfevedeme na podminku konstantni vzdélenosti,
jestlize obé prilehlé vazby jsou také pevné, coz je typicky ptipad). VSechny metody pfimo
¢i nepfimo pocitaji fiktivni setrvacné sily zptsobené existenci vazeb. Asi nejpopularnéjsi
je algoritmus SHAKE, ktery je, ve své nejjednodussi modifikaci, zalozen na Verletové
integrac¢ni metodé.

Algoritmus SHAKE pro jednoduchost vysvétlime na piikladu jedné vazby — matema-
tického kyvadla o délce [, viz obr. 8.4. Pfedstavme si, Ze pouzijeme rovnici (3.13) pro jeden
krok integrace bez ohledu na pfitomnost vazeb, ale s tim, Ze v predchozich krocich byly
vazby splnény; toto oznac¢ime indexem Verlet. V ¢ase t + h vazby splnény nebudou. Bu-
dou splnény, jestlize od vnéjsi sily f pusobici na zavazi odeCteme odstiedivou silu, kterou
pusobi zavazi na zavés, tj. pricteme silu, kterou ptisobi zaveés na zavazi:

I‘(t + h) = rVerlet(t + h) - ch(t) = 2r(t) _ I‘(t _ h) + h2w .

m

(8.54)
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Znéame smér fiktivni sily, ktery je rovnobézny s r(t), coz zapiSeme takto:

h2f.(t)
m

— Ar(t). (8.55)

Velikost fiktivni sily nezname, ale spoc¢teme ji pravé z podminky, ze v ¢ase t + h budou
mit vazby spravné délky. Pro nase kyvadlo tedy

lr(t+h)| = ()| =1, (8.56)
z ¢ehoz po umocnéni na druhou vypocteme, zanedbavajice ¢leny vyssiho radu,

\ — [Pvenet (E+ ) — (D)
2rVerlet<t + h) . I'(t)

(8.57)

Pro dva atomy 7 a j spojené vazbou modifikujeme vyse uvedené vzorce tak, aby odstredivé
sily ptisobici na oba atomy mély stejnou velikost a opacné znaménka, tedy opravny vektor
Ar(t) se rozdéli v inverznim poméru hmotnosti:

I'l(t -+ h) = TVerlet,i (t + h) + )\Wri]’ N (858)
1/m;
rj (t + h) = I'Verlethj (t + h) — )\mr” s (859)
kde 2 )
erlet,ij t — |4 t

2rVer1et,ij (t -+ h) . rij (t)
a I'Verlet,i je ddno vzorcem (3.13).

Vyse uvedeny postup zachovava tézisté i hybnost soustavy atomt, coz je podstatné
pro bezproblémovou aplikaci pro slozité molekuly. Pro né totiz postupujeme iteracné.
Prochazime vsemi vazbami v cyklu a aplikujeme vyse uvedenou korekci. Jelikoz vazby jsou
obecné spojené, korigovanim jedné vazby miizeme zptisobit chybu vazbé jiné. Postup proto
opakujeme tak dlouho, az bude chyba vSech vazeb mensi nez néjaka predem dana presnost;
proto také nevadilo, Ze jsme v (8.57) zanedbali ¢leny vyssiho fadu (stejné mizeme nahradit
jmenovatel (8.57) tfeba |r(t)|?).

B Podobné jako v linedrnich iteracnich metodach mizeme konvergenci urychlit zavedenim relaxace: A vy-
poé¢tené pomoci (8.57) zndsobime jistym &islem ¢. Ukazuje se, Ze vhodna hodnota je asi ¢ = 1.3, coZ souvisi
s typickou velikosti vazebnych Ghla.

Algoritmus SHAKE mutzeme pouzit i pro MD rigidnich molekul: pro osové symetrické
molekuly staci jedna vazba, pro nesymetrické jsou nutny tfi do trojihelnika. Je nevhodné
(ale pii dostateéné peclivosti ne nemozné) mit ilohu preuréenu zavedenim vice vazeb, pro
simulaci methanu je tedy vhodné zvolit napt. uhlik a dva vodiky jako referenc¢ni a polohy
ostatnich dvou vodiki z nich pocitat a rovnéz prepocitat sily podle zakonti platnych pro
tuhd télesa.

Algoritmus SHAKE je zaloZzen na Verletové metodé a mé proto jednu podstatnou
vyhodu: je ¢asové reverzibilni s presnosti, kterou dosdhneme pii iteracich pro délky vazeb.
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Variantou algoritmu SHAKE s explicitnimi rychlostmi, které musi byt kolmé na vazby,
je RATTLE [13].

B Algoritmy typu SHAKE jsou vazany na Verletovu integraéni metodu. Nechceme-li nebo nemuizeme-li ji
pouzit (nap¥. protoze prava strana rovnice zavisi na rychlostech, coz je pfipad metod s umélymi stupni volnosti),
musime postupovat jinak. | kdyz Ize Verletovu metodu riizné upravovat, vyplati se postupovat trochu obecnéji
a zpracovat dynamiku s vazbami tak, aby nebyla zavisld na integraéni metodé. Takovou moznosti je metoda
Lagrangeovych multiplikatora'®

Predpokladejme, ze m vazeb mame popsano funkcemi

ca(r™) =0, a=1,...,m. (8.61)

Napr. obvyklé podminky na délky meziatomovych vazeb mohou byt

Ca = (rj(a) - ri(a))2 - 1(2)47 (8.62)
kde [, jsou délky vazeb.
Napiseme modifikovany lagrangidn
m; . -
L= ;7r12 —U(r) —I—az::l)\aca, (8.63)

kde A, jsou zatim nezndmé Lagrangeovy multiplikitory. Z Lagrangeovych rovnic (7.24) dostaneme

fz' 1 80(,
L N ‘ 64
r . + ag A : (8.64)

a také hned vidime fyzikalni vyznam multiplikdtort — jsou to velikosti sil, kterymi pohybujici se ¢astice ,,napinaji
vazby" ve sméru gradientu vazeb Oc, /dr;. Rovnici (8.64) zndsobime vyrazem dcg/Jdr; a seteme pres i

. Ocg iy D 1 . Oco Ocg
Zri- o _;E' e +ZZEA‘*8T' . (8.65)

Nyni zderivujeme dvakrat cs podle casu:

dCﬁ N an
= :;ri- e =0 (8.66)
N aCIg N N
dt2 ; g ar ar] 15 =0. (8.67)

Vidime, Ze se ndm na pravé strané objevil stejny ¢len s #; jako na levé strané (8.65). Toho vyuZijeme, dosadime
a po nékolika jednoduchych Gpravich dostaneme

> Mgada + F3 =0, (8.68)
a=1
kde
N
1
Mo = Z dcy  Oca (8.69)

) m; (91‘1 3r,; ’

18Viz [13], rovnéz J. P. Ryckaert, G. Ciccotti a H. J. C. Berendsen: J. Comput. Phys. 23, 327 (1977)
a S. W. de Leeuw, J. W. Perram a H. G. Petersen: J. Stat. Phys. 61, 1203 (1990).
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N fi 885 .
FB:;E. o ZZ arzarj i (8.70)

=1 j=1

Dostali jsme tedy soustavu m linedrnich rovnic o m nezndmych. Predstavime-li si, Ze zajimavd molekula
proteinu ma mnoho tisic vazeb, mizeme byt v pokuseni podlehnout panice. To v8ak nemusime, jestlize si
uvédomime, ze matice M je fidka. Pro feSeni soustavy (8.68) pak existuje mnoho dobfe vypracovanych metod
[32], napf. metoda konjugovanych gradientii. Predikujeme-li feSeni A\, z pfedchozich MD krokd, stadi ndm
nékolik iteraci takovych metod a pocet operaci je Gmérny pouze N.

Na rozdil od pfimych iteraénich metod typu SHAKE se zde vSak objevuje potiz, kterou ma tato metoda
spole¢nou s metodami vyuzivajicimi nap¥. rotaéni matici pro tuhé molekuly. Dostaneme A, a tedy i trajektorii
pouze s presnosti danou radem integracni metody, pfipadné zaokrouhlovacich chyb. | kdyZ je tato chyba mala
v jednom kroku, ma tendenci se kumulovat. Proto je nutné tyto chyby korigovat; z diivodu optimalni stability
integracni metody tak doporucujeme Cinit po kazdém integracnim kroku. ProtoZe se jedna o chyby ve smérech
vazeb Jc,/Or, miZeme je vyjadfit ve tvaru

m

1 9dc,
Teorr,s = i + Ar; ; Ar; = § €a (871)
=my or;

kde e, jsou hledané korekce délek vazeb. Divod, pro¢ jsme zahrnuli do souctu faktor 1/m, (coz bez Gjmy na
obecnosti mizeme udélat), bude zfejmy pozdéji. Protoze odchylky jsou malé, mizeme napsat

Jdc
N B
Cﬁ(rcorr - +Z 81’1 A (872)

a po dosazeni za Ar; dostaneme na$i starou zndmou matici M (a také vime, pro¢ jsme volili faktor 1/m;
v (8.71)). Vysledna rovnice

m

> Mgaea +cp(r™) =0 (8.73)

a=1

se lisi od (8.68) jen pravou stranou. Posledni korekce se tykd rychlosti, které musi byt kolmé k vazbam. Stejnym
postupem odvodime rovnici

Mgoéa +¢3 =0, 8.74
B B
a=1
kde
N 80[3
Cp= 1y o (8.75)
:1 1

a oprava rychlosti je dédna ,,oteckovanou” verzi rovnice (8.72).
Shriime si nyni algoritmus jednoho kroku MD simulace pomoci Gearovy metody:

1. Spocitej prediktor (3.20).
2. Spoditej sily, matici M a pravou stranu F.

Spoditej Lagrangeovy multiplikatory z rovnice (8.68).

Sl

Spocitej Gplnou pravou stranu pohybovych rovnic (8.64).

5. Spoditej korektor (3.22).

6. Spocitej chyby délek vazeb cg a chyby kolmosti rychlosti na vazby ¢gs.
7. Spotitej korekce podle (8.73), (8.74) a (8.71).
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8.7 Vypocet permitivity

Permitivita (dielektrickd konstanta) vyjadiuje odezvu systému na vnéjsi elektrostatické
pole. Hraje vyznamnou roli zejména v roztocich — velka permitivita rozpoustédla zmen-
Suje efektivné iontové intramolekularni sily a vede tak k disociaci molekul. Jeji urceni
ze simulaci vSak neni jednoduchou zalezitosti a po dlouhou dobu ztstavala kontroverzni
veli¢inou.

Budeme uvazovat systémy bez volnych nabojt, tedy elektricky nevodivé. Molekuly
mohou mit dipdlovy moment, ktery mtze byt bodovy nebo tvofeny parcialnimi naboji.
Permitivita ¢ je konstantou timérnosti mezi intenzitou elektrického pole E a indukci D.
V izotropnim prostieni je skalarem,

D =¢E. (8.76)

Pomér ¢, = /ey, kde gy je perimitivita vakua, se nazyva relativni perimitivital®. Pro
indukci plati
D=cE+P, (8.77)

kde P je vektor elektrické polarizace.

Permitivitu lze v simulacich stanovit dvojim zptsobem. Jednak pfimo podle definice,
tj. zméfime odezvu (polarizaci dielektrika) na malé vnéjsi pole, jednak pomoci tzv. fluk-
tuacnich formuli. Ty vychazeji z pfedstavy polarizace nekonecné malym vnéjsim polem,
z ¢ehoz se odvodi vzorce vztahujici permitivitu s fluktuaci dipélmomentu celé simulacni
bunky.

Abychom odvodili vzorec pro pfimou metodu, musime predevsim védét, jak makrosko-
pické vztahy souvisi s mikroskopickym popisem, tedy jak budeme mérit vektory elektrické
intenzity a indukce v simulacich. Tim se zabyva Lorentzova teorie, viz napt. [36]. Nejjed-
nodussi je stanoveni vektoru polarizace, ktery je roven objemové hustoté dipélmomentu
M (6.12); pokud stfedujeme pres cely simula¢ni box, plati pro jeho okamzitou hodnotu

P=—. 8.78
- (379
Intenzita elektrického pole E je rovna souctu intenzity vnéjsiho pole a elektrostatického
pole zptisobeného naboji systému zprimeérovaného pres danou oblast; toto pole zavisi na
zvolenych okrajovych podminkach. Pro Ewaldovy okrajové podminky podle obr. 6.4 plati

1 P

E:Eext_iia
o 28;—{—1

(8.79)

kde druhy ¢len je pole zpiisobené povrchovym nabojem indukovanym na vnitfku dutiny
v dielektriku.

Pfi méreni ptisobime na systém malym vnéjsim polem E.., napt. ve sméru osy z, a
zméfime celkovy dip6lovy moment systému (M) a z néj pomoci vyse uvedenych rovnic (P)
a (E) a nakonec ¢,. Zbyva dodat, Ze jak P tak E zavisi na volbé obklopujiciho dielektrika,

Y Toto plati v soustavé SI, v soustavé CGS je perimitivita vakua definitoricky jedna, obé& permitivity
se nerozlisuji a obvykle se nazyvaji ,dielektricka konstanta“.
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vysledna dielektrickd konstanta vzorku e, by vSak, v mezich statistickych chyb, na ném
zaviset neméla. Pti praktické realizaci je nutno provést pseudoexperiment pro nékolik
hodnot E.y, abychom méli pod kontrolou linearitu vztahu (8.76) (limitu pro malé pole).

Odvozeni fluktua¢nich formuli, které umoznuji vypocet permitivity z jediné simulace,
je zalozeno na stejném principu jako odvozeni vzorci v odd. 5.1.3: k hamiltonidnu pifidame
interakci malého vnéjsiho pole Eqy; s naboji systému, napiseme vyraz pro stfedni polarizaci
(P) a rozvineme do mocnin E. (jinymi slovy, spoc¢itdme derivaci O(P)/0Eq). Déle
pouzijeme rov. (8.79). Jako pfiklad uvedme vzorec pro Ewaldovu metodu

(,— D@ +1) (M)

= . 8.80
(2¢! + &) 3eokpTV (8.80)

Podobné vzorce plati i pro metodu reakéniho pole®.

8.8 Optimalizace simulaci

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, jak zrychlit vypocet pro klasicky systém
velkého mnozstvi ¢astic. Nejpomalejsim krokem MC/MD simulace je vypocet potencidlni
energie/sil. Budeme pfedpoklddat pouze parové aditivni sily.

Nejjednodussi algoritmy, viz 4.2 a 5.1, prochéazeji vSechny pary castic, které mohou
interagovat. Pfi MC pohybu jedné castice tedy vsech N — 1 ostatnich ¢astic, pti MD
v8ech N(N — 1)/2 pari. Abychom vztahli objem vypo¢ti na jednotny zaklad, budeme
v MC uvazovat jeden cyklus, v némz se pokusime pohnout kazdou ¢astici. V MD je tento
jednotny zaklad roven jednomu integracnimu kroku — opét se pohne kazdy atom. V obou
metodéch je potom nutno projit fadové N? pari, tedy vypocitat nejprve vzdalenost atomt
a potom spocitat energii ¢ sily. Rikdme, Ze metoda vyhovuje skdlovacimu zdkonu N2. Se
zdvojnasobenim poctu castic tedy klesne rychlost vypoctu ctytikrat.

Mnoho potenciéla je vSak kratkodosahovych bud podle definice (tuhé koule, pravothla
jama), nebo lze rychle ubyvajici potencial useknout a ptidat malou opravu (6.5). V kouli
o poloméru useknuti r. je v priméru konstantni pocet castic a skalovaci zadkon je tedy
N1 Vise uvedeny algoritmus vSak neumozituje této rychlosti vypoctu dosdhnout.

Metoda zietézenych seznamii

Nejznadméjsim obecné pouzitelnym algoritmem, ktery skaluje jako N, je metoda zietéze-
nych seznami (linked-cell list method). Simulovany systém rozdélime na butiky zpravidla
krychlového tvaru. V kazdé buiice je urcity pocet ¢astic (pfipadné tam neni zadnd).
Protoze pocet castic v buiice neni predem urcen, je vhodnou metodou k ulozeni této
mnoziny ¢astic na pocitaci tzv. zretézeny seznam. K tomu tcelu si nejprve nadefinujeme
objekt ,castice; konkrétni realizace zalezi na programovacim jazyku, v objektové orien-
tovanych jazycich (C++, Java) to bude objekt, ve strukturovanych jazycich (Pascal, C,
Fortran 95) to bude patrné struktura (zaznam, record), ve Fortranu 77 index (pfirozené
¢islo), ktery bude odkazovat napt. do poli x,y,z obsahujicich soufadnice. Objekt ,¢as-
tice“ pak v sobé obsahuje ukazatel na dalsi objekt ,castice. Ukazatel je implementovan

20Viz odkaz v odd. 6.3.2 a diskuse v J. W. Perram a E. R. Smith: J. Stat. Phys 46, 179 (1987).
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Obrazek 8.5: Dvé varianty metody zfetézenych seznamu.

bud jako pointer nebo, ve Fortranu 77, jako index (pfirozené ¢islo) od 1 do N indexujici
vSechny castice. Vznikne tedy zfetézeny seznam, kde v kazdém objektu ,castice” je odkaz
na dalsi objekt v seznamu, dokud neni nalezena specidlni znacka (nulovy pointer, nil,
NULL, index 0) oznacujici konec seznamu.

Konfigurace je pak popsana jako tfidimenzionalni pole ukazateld na objekt castice.
Tremi indexy pole jsou cela ¢isla indexujici bunikky po sloupcich, fadcich a vrstvach. Je-li
v prislusné buiice pole misto ukazatele na ¢astici nulovy ukazatel, je bunka prazdna.

Chceme-li najit vsechny atomy blizsi nez r. od vybraného atomu, narysujeme kolem
atomu kouli o poloméru r. a hledame jen v téch bunkach, které tuto kouli protinaji, viz
obr. 8.5 vlevo. Je-li . rovno nebo mensi nez hrana bunky, mizeme pouzit jednodussi
variantu, kdy hleddme v celkem 27 v krychlickdch podle obr. 8.5 vpravo — to je buika,
v které je vybrany atom, a 26 bunék sousedicich alespon rohem.

Metoda zietézenych seznamt je efektivni pro velky pocet ¢astic (alespon nékolik tisic)
a je snadno pouzitelna spolu s Ewaldovou sumaci ¢i metodou Greengardovou-Rokhlinovou
i pro elektrostatické sily.

Metoda seznamu sousedul

Pro potencidly s velmi kratkym dosahem (tuhé koule) a pocet ¢astic fadoveé nékolik set je
neefektivni jak metoda zfetézenych seznami, tak pfimé prochazeni vsech pari. Vhodnym
algoritmem je metoda seznamu sousedu (neighbor list) [13]. V této metodé je kazdé ¢astici
pritfazen seznam sousedi do urcité vzdalenosti ryouseqi- Tato vzdalenost je rovna poloméru
useknuti r. plus nékolikanasobku maximalniho posunuti v jednom MC kroku. V pribéhu
nékolika MC cykli tedy vystac¢ime s prochézenim seznamu sousedii, nacez tento seznam
aktualizujeme. Metodu je mozno kombinovat i s metodou zretézenych seznami.

Metody nékolikanasobného kroku

Pro dynamiku slozitych molekularnich systémi je typické, ze nékteré pohyby, jako vib-
race vazeb ¢i nejblizsich sousedt, jsou velmi rychlé a jiné, jako vzajemny pohyb vétsich
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skupin atomt, naopak pomalé. Délka integrac¢niho kroku v MD musi vSak byt nasta-
vena podle nejrychlejsiho pohybu. Tuto neefektivitu odstranuje metoda nékolikanasob-
ného kroku (multiple timestep MD). Potenciél se rozdéli na rychle proménnou a také
rychle spoéitatelnou ¢ast (velmi kratky polomér useknuti, vazby, vazebné tihly) a pomalu
se ménici zbytek. Specidlni integra¢ni metody [15] pak volaji funkei pro vypocet rychle se
ménici ¢asti sil castéji nez funkci pocitajici zbytek. V kombinaci s dalsimi metodami lze
docilit fadového urychleni?!.

Ned4vno byla navrzena i MC analogie této metody??. Opét se provede né&kolik MC
krokt s rychle se ménici ¢asti potencialu a pak jeden krok, ktery dopocte zbytek, nasle-
dovany Metropolisovym testem tak, Ze je pfesné zachovana mikroreverzibilita.

Jak efektivné programovat

Pti zachovani urcitych zasad dobrého programovaciho stylu lze ¢asto s malou namahou
zefektivnit vypocet nékolikrat. I kdyz s rozvojem hardwaru i softwaru doporuceni rychle
zastaravaji, presto bychom zde radi nékolik zasad uvedli.

U modernich procesorti je nepomér mezi rychlosti procesoru a relativné pomalym
ptistupem do paméti RAM. To se fesi specialni rychlou vyrovnavaci paméti (tzv. cache),
ktera byva dvoudroviova. Z toho vyplyva pro praktické programovani zasada provést
co nejvic operaci s daty, kterd se natdhnou z hlavni paméti do cache. Je proto obvykle
vihodné&jsi data sdruzit, napi. pro ulozeni konfigurace r”, p?v misto t¥{ samostatnych poli
mit jedno pole vektort (napt. ve FORTRANu REAL*8 R(3,N), protoZe nejrychleji se ve
FORTRANu méni prvni index), protoze se data do cache prenéSeji po usecich zvanych
cache line o typické délce 32 nebo 64 bajti?3. Zisk rychlosti ziskany reorganizaci dat zavisi
na mnoha okolnostech a tézko se odhaduje, neni vsak vyjimkou zrychleni 2x zptisobené
jen zménou deklarace.

Casto 1ze ten samy kéd zapsat nékolika zptisoby. Typickym piikladem jsou periodické
okrajové podminky — viz 6.1 a 6.2. Obecné plati, Ze testy (piikazy if) a pfevod realnych
Cisel na pfirozena (i ve funkci modulo) jsou pomérné pomalé operace. Naopak jiz nem4
smysl ,pomahat® prekladaci tim, Ze jistou spole¢nou c¢ast kodu spocitame predem a scho-
vame si v proménné. Napi. u vyrazu LI = rr*x(-3) - rr*x(-6) moderni prekladace
poznaji, Ze druhy ¢len je dvojmoci prvniho, a vygeneruji optimalni kéd?*.

Rychlost Ize také ziskat tabelaci ¢asto volanych slozitych funkci. Jestlize nahradime
napf. meziatomovy potencial obsahujici funkei exp ¢ erfc (viz (6.10)) kvadratickym nebo
kubickym splajnem s délicimi body po nékolika tisicinach, zrychlime vypocet nékolikrat.
Splajny snadno ziskdme matematickym softwarem jako Mathematica nebo Maple. Se
zvétsSovanim a zrychlovanim paméti RAM pocitaci i cache 1ze nyni tabelovat i ve vice
dimenzich, napf. potencialy zavislé na thlech nebo funkei (z,y, z) v periodickych okrajo-

2IM. Kawata, M. Mikami: Mol. Phys. 98, 521 (2000).

22B. Hetenyi, K. Bernacki, B.J. Berne: J. Chem. Phys. 117, 8203 (2002).

23Dokonce muiZe byt vyhodné deklarovat REAL*8 R(4,N), protoze pak je délka jednoho vektoru 32
bajtd, coz se dobie vejde do cache line.

24Tedy, mély by to poznat. Zapis rr/rr**4, ktery vypad4 na prvni pohled podivné, vede &asto k rych-
lejsimu kédu nez primocaré rr**(-3), které se prelozi jako 1/rr*+*3 a obsahuje pomalé ¢teni konstanty
1 z paméti.
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vych podminkach (napf. pfedem vypocteny soucet pfes vSechny obrazy zakladni buriky
v Ewaldové sumaci).



Kapitola 9

Kinetické velié¢iny a casové zavislé
systémy

Dosud jsme se zabyvali pouze systémy v rovnovaze. I v metodé MD, ktera uvazuje casovy
vyvoj, jsme zkoumali pouze veli¢iny nezavisejici na rychlostech. Pomoci takto ziskanych
rovnovaznych termodynamickych veli¢in lze studovat strukturu, stavové rovnice, fazové
prechody aj. Casto nas vsak zajimaji kinetické ¢i transportni koeficienty charakterizujici
stacionarni stav nerovnovazného systému, napi. viskozitu, ¢i dokonce vysetifujeme nesta-
cionarni ¢asovy vyvoj, napt. dynamiku fazovych prechodi. I tyto vlastnosti lze studovat
pomoci pocitacovych simulaci, dosud popsané metody je vsak tieba modifikovat, nebo je
nutno pouzit specialnich metod.

MD je sama o sobé dynamickou metodou, ze které automaticky dostavame casovy
vyvoj, takze vypocet kinetickych koeficientti stacionarnich déji necini vétsi problémy a
ani modifikace MD na tzv. nerovnovaznou molekularni dynamiku (NEMD) nepfedstavuje
principialni problém. V nésledujicim oddile uvedeme zakladni vztahy pro vypocet nékte-
rych kinetickych koeficientii jak v rovnovazné MD, tak v NEMD s védomim toho, Ze pro
rozsahlost problematiky se jedna jen o nékolik typickych priklad.

V pripadé MC je tfeba podstatné zménit pristup. Modifikace MC pouzivana pro si-
mulace ¢asové zavislych dé&jt se nazyva kinetické Monte Carlo (KMC). Na rozdil od de-
terministické MD se zde c¢asového vyvoje dosahuje stochastickym popisem elementarnich
udalosti popisujicich dynamiku systému, ktery je zpravidla mrizkovy. Potom je také mozné
méfit rizné kinetické koeficienty podobné jako v MD.

9.1 Kinetické koeficienty v MD

Kinetické (v uzsim slova smyslu transportni) koeficienty predstavuji z makroskopického
hlediska konstanty imérnosti mezi (zobecnénou) termodynamickou silou (gradientem jis-
tého termodynamického potencialu) a sdruzenym (zobecnénym) tokem zptisobenym touto
silou ve vzorku latky, ktery pro jednoduchost budeme povazovat za izotropni. Takovy
systém neni v termodynamické rovnovaze, budeme vsak predpokladat, ze odchylky od
rovnovéhy jsou malé, takze malé (avSak obsahujici dostateény pocet ¢astic) oblasti jiz
v lokélni rovnovaze jsou a lze pro né pouzit obvykly termodynamicky popis. Napft. systém

131
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v tepelné nerovnovaze popiseme teplotnim polem 7' = T'(r). Gradient teploty pak zpusobi
tok tepla, ktery popiSeme vektorem J,; jeho absolutni hodnota je rovna mnozstvi tepla,
které protece jednotkovou plochou kolmou ke sméru vektoru. Pro malé gradienty plati
umeéra:

J,=—AVT, (9.1)

kde konstanta A je koeficient tepelné vodivosti. Zaporné znaménko znaci, ze teplo tece
z mist z vyssi teplotou na mista s teplotou nizsi.

Podobné vektor J, toku molekul typu A v binarni smési slozek A a B je tmérny
gradientu koncentrace Cly,

Ji=—-DsVCy, (9.2)

kde D, je diftzni koeficient; z divodu zachovani hmoty plati D4 = Dp. Predstavime-li
si, Ze slozky A a B jsou chemicky totozné, tedy A je jen jinak oznadend molekula B!, a
nadto Cy < Cp (nekoneéné ziedéni), je D4 tzv. koeficient autodiftize (samodiftze).

Koeficient dynamické smykové viskozity 7 svazuje te¢né napéti s gradientem pole rych-
losti v. Te¢né napéti P,, vznikne, jestlize na dvé rovnobézné roviny kolmé k ose = pt-
sobime ve sméru osy ¥, tj. podél rovin, opacné orientovanymi silami, a je rovno této
sile délené plochou rovin. V tekutiné zpusobi (pro dostateéné malé gradienty) lamindrni
proudéni ve sméru piisobici sily a plati

v,

(9.3)

Tec¢na napéti tvori nediagonalni slozky tenzoru napéti P, zatimco diagonalni slozky jsou
v pfipadé kapaliny rovny tlaku.

Kinetické koeficienty lze obecné vyjadrit trojim zptsobem:

1. jako linearni odezvu na malou poruchu,

2. pomoci ¢asové korela¢ni funkce (Greenova-Kubova formule), kterou lze po integraci
prevést na

3. Einsteintv vztah.

Postupovat podle bodu 1. pfitom znamena pouzit metody NEMD (napt. sledovat diftzi
Céstice v koncentraénim gradientu), zatimco 2. a 3. jsou méfitelné béhem ¢asového vyvoje
rovnovazného systému, tedy metodami rovnovazné MD. Casové korela¢ni funkce jsou pak
zajimavé samy o sobé&, nebot obsahuji informaci o dynamice systému a jejich Fourierovy
transformace maji casto vztah k experimentalné méfrenym spektrim.

Nez se pustime do vykladu MD metod, probereme stru¢né nezbytnou teorii a uvedeme
priklady. Podrobnosti najde &tenaf ve specialni literatuie?.

1V redlném experimentu lze pouzit radioizotopové znaceni.

2R. O. Watts a I. J. McGee: Liquid State Chemical Physics. Wiley, New York 1976.
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9.1.1 Zakladni vztahy
Teorie linearni odezvy

Predstavme si, ze mame dynamicky systém popsany hamiltonidnem H a pohybovymi
rovnicemi zapsanymi pro jednoduchost v kompaktnim tvaru
OH p OH
= TPy I 9.4
=% =m P (9-4)
Na systém zapusobime v ¢ase ¢t = 0 poruchou (impulsem)

. P .

q= E—Apé(t), p=f+A,(1), (9.5)
jinymi slovy, (¢,p) zménime velmi malym skokem o (—A,, A,). Tato porucha zpiisobi
skokovou zménu celkové energie o

7_(t>0 - 7_{t<0 = H(q - Ap>p + Aq) - H(Q7p) (96)

- <_%7;Ap n %ZAQ) =S (A, +q-A)=A(0),  (9.7)

kde suma znaéi s¢itani pfes vSechny stupné volnosti (dvojice zobecnénd soufadnice—
—sdruzeny impuls) a kde pfedpokldadame, Ze existuje veli¢ina A(q,p) takova, ze A, = %
aA, = %.3 Necht pro veli¢inu B v rovnovazném systému plati (B) = 0. Spoc¢itame nyni
odezvu na poruchu (9.5), tedy stiedni hodnotu, kterou oznacime (B(t)) 45(). Budeme ji
pocitat v kanonickém souboru; to znamena, ze pred aplikaci poruchy mame soubor tra-

jektorii s kanonickym rozlozenim danym hodnotou energie H;.o, a proto pro t > 0 plati:

J B(t) exp(~FHico) dpdg _ [ B(t) exp[—FHiz0 + BA(0)] dpdy
J exp(—=FHi<o) dpdg J exp[—BH,so + SA(0)] dpdg

(B(t)) as(r) = (9.8)

Rozvojem pro maléd SA(0) dostaneme
(B(t))asy = BA(0) B(1)) , (9.9)

kde posledni stiedni hodnota je pres koncovy systém s energii H;~q, pies ktery skutecné
méfime a o kterém predpokladame, Ze je dostatecné blizko kanonickému, protoze porucha
je mala.

B Jako priklad uvazujme A = Kry , = Kz Cili Ay, = K, A; =0 pro ¢ # 1 a A, = 0. Rovnice (9.4) se

neméni az na jednu,

Pre = fre+ Ko(t). (9.10)

Fyzikédlné to znamend, Ze do &astice Cislo 1 v Case t = 0 trochu stréime ve sméru osy = — predstavme si, Ze
dand &astice je nabitd a my na chvilicku zapneme elektrické pole o intenzité E, = K/qi, kde ¢1 je naboj
iontu. Jako B zvolime rychlost stejné &istice, B = 4. Rovnice (9.9) po dosazeni za A zni

(@1(t)) asry = KB(E1(0)E1(2)) - (9.11)

3Tato podminka je p¥ili§ silna. Stadi, aby 0A,/0q = dA,/dp, protoze pak je A=p- Ap +¢- Ay dobfe
definovana veli¢ina s vyznamem rychlosti zmény energie.
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Skutecné poruchy budou ovsem puisobit po delsi dobu, a tak musime vyintegrovat ptes
Cas; je-li A(t) konstanta pro ¢ > 0, pak v limité ¢ — oo

(B)a=3 [ (A(0) B®)dr. (9.12)

Tato Greenova-Kubova rovnice porovnava kinetické veli¢iny méfené ve staciondrnim ne-
rovnovazném stavu blizko rovnovahy zptisobeném aplikaci stacionarni poruchy (sily) (leva
strana) s veli¢inami v plné rovnovazném systému (prava strana) a predstavuje tak hledany
vztah mezi metodami 1. a 2. z oddilu 9.1. Pro vétsinu kinetickych koeficientt pak je B
jisty tok, nejcastéji B = A.

B Rovnice (9.10) z minulé vsuvky prejde v
Pre = fiz + K (9.13)

a popisuje plsobeni konstantniho elektrického pole na iont. Podle (9.12) je

(i) = KO / a1 (0)1 (1)) (9.14)

Pro K = E,.q1 a po zndsobeni ndbojem a prepocteni na jeden mol dostaneme Nernstovu rovnici pro molarni

vodivost?,

i N 2D
A= <QLE a) _ %T : (9.15)
xT

kde D = [°(#1(0)@1(t)) dt je difuzni koeficient iontu.

Casové korelaéni funkce

Korelace (kovariance) dvou veli¢in méfenych v riiznych ¢asech, jako napf. na pravé strané
rovnice (9.9), jsou specidlnim pfipadem (nenormalizované) ¢asové korelaéni funkce. Nor-
malizovand ¢asovd korelacni funkce velicin X (t) = X(r¥,p") a Y () = Y&V, p") je
definovana vztahem

(AX(t)AY(0))
V{(AX)?2)((Aay))
kde predpokladdme, ze X a Y nezavisi explicitné na ¢ase (zavisi vSak na ném prostied-
nictvim (r™,p")) a systém je v rovnovéze, stiedni hodnoty tedy jiz na ¢ase nezavisi a
AX(t) = X(t)—(X). Stfedni hodnoty v (9.16) jsou pfes vSechny trajektorie ¢astic (se stej-
nou vahou v mikrokanonickém souboru, s Boltzmannovou vahou v kanonickém souboru).
Jsou-li obé veli¢iny totozné, X =Y, mluvime o casové autokorelacni funkci.

cxy (t) = (9.16)

B Funkce jiZ zminénd v nasich prikladech je tzv. rychlostni autokorelaéni funkce (velocity autocorrelation
function),
oty — FOIO) _ (1) £(0) (9.17)
(2?) (k%)
viz pfiklad na obr. 9.1. Vidime, Ze pro ¢ blizké 0 je hodnota této funkce blizka jedniéce (silnd pozitivni korelace),
coz znamena, Ze rychlosti téze ¢astice v Casech liSicich se o maly interval jsou témér stejné. Pro stfedné dlouhé
¢asy mame negativni korelaci, kterou lze interpretovat tak, Ze se Castice ,,odrazi" od ostatnich castic v tekutiné.

4W.J. Moore: Fyzikdlni chemie. SNTL Praha (1981), kap. 10.13.



9.1. KINETICKE KOEFICIENTY V MD 135

1 | |
\
\
\
\
\
\
\
0.5 |\ .
Cy(t) \
\
\
\
\
OF- - e e e e e e
| |
0 0.5 1 1.5

t/ps

Obrazek 9.1: Rychlostni autokorela¢ni funkce kapalného argonu. : teplota 150 K, hus-
tota 1344 kg m—3, — — —: teplota 120 K, hustota 1680 kg m—3 (husta pFechlazena kapalina).
Vysledky trajektorie dlouhé 100 ps pro 216 Lennard-Jonesovych ¢astic.

Pro velkd t pak ¢,(t) konverguje k nule, nebot &3stice zcela zapomene svou plivodni rychlost (relaxuje). Déle
musi platit ¢, (t) = ¢, (—t) jako dusledek ¢asové reverzibility pohybovych rovnic, nadez z pozadavku hladkosti
dostaneme ¢,(0) = 0. Jinou interpretaci dostaneme z (9.11), kdy kfivky predstavuji odezvu rychlosti &astice
na maly impuls a &3stice je postupné a nerovnomérné zpomalovana k rovnovazné hodnoté () = 0.

Einsteinuv vztah

Podle Greenovy-Kubovy formule (9.12) lze vyjadfit kinetické koeficienty jako ¢asové in-
tegraly jisté nenormalizované ¢asové autokorela¢ni funkce:

K= / (X(0)X (¢)) dt, (9.18)
0
kde X je Gasové derivace jisté veli¢iny. Vypoctéme integral
t . . )
I= / (X()X(0)) dt’ = ([X(t) — X(0)] X(0)), (9.19)
0

kde jsme zaménili pofadi stfedni hodnoty a integrace. Po zdméné ¢ — —t (nezapomeiite,
Ze Casova derivace zméni znaménko) a posunu o +¢

. d /1
= (XOXO - XO) = 5 (550 - XO)F). (9:20)
Vzhledem k tomu, Ze pro velkd ¢ hodnota I jiz nezavisi na case (stacionarni stav), plyne
z toho linearni relace, tzv. Einsteintv vztah

2tk = ([X(t) — X(0)]?) (9.21)
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B Jako priklad uvaZzujme opét diflzi, (9.15), tedy

D= ;/Ooom(t) - £:(0)) dt. (9.22)

Podle Einsteinovy relace je tento integral ekvivalentni vztahu
1
2tD = §<|I'i(f) —r;(0)]%), (9.23)

ktery plati v limité dlouhych casi. Abychom si priblizili vztah makroskopické a mikroskopické definice difiize,
uvazujme druhy Fick(iv zikon dif(ize®

Jdc 0? 0? 0?
— =DAc=D|—+——5+— 9.24
ot ¢ <5x2+8y2+822>c’ (9:24)
kde ¢ = c(r,t) je koncentrace. Re$enim podate¢ni alohy c(r,0) = 4(r), tedy jedné &astice v Case t = 0
v pocatku, dostaneme pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v Case t

2
exp (—ﬁ)

1) = g pryare

(9.25)

a tedy (r?) = [r?c(r,t)dr = 6Dt ve shodé s (9.23).

9.1.2 Rovnovazné metody

Rovnice typu (9.18) a (9.21) predstavuji dvé viceméné ekvivalentni cesty pro vypocet
transportnich koeficientl v rovnovazné MD. Jako ptiklad jsme uvedli vzorce pro diftzni
koeficient D, (9.22) a (9.23), a ¢tenafi dluzime technické poznamky.

Méteni ¢asové korelacéni funkee jako ¢, rov. (9.17), v MD je pfimocaré. Protoze rychlost
je jednocasticova veli¢ina, ziskame c¢, jako primér pres vSechny céastice, dokonce pres
vSechny slozky rychlosti vSech c¢astic, a vysledné ¢, je tedy vzhledem k mnozstvi tdaji
presné. Nicméné vypocet integralu (9.18) ¢i (9.22) neni bez problémii, a to ze dvou divodii:

1. Casové korela¢ni funkce typicky nabyvaji kladnych i zdpornych hodnot, takze pii

numerickém vypoctu integralu je v hustych systémech vysledek rozdilem dvou po-
meérné velkych cisel.

2. Nemiizeme integrovat do t = oo, ale jen do jistého ... Presnost funkci pritom
klesa s rostoucim ¢ a funkce samy nemusi konvergovat k nule pfilis rychle — typické
chovani pro dlouhé Easy je ~ t~3/2 (anglicky hydrodynamic tail).

Pouziti vzorce (9.23) je mozné jednodussi: nakreslime graf zévislosti stfedniho kvad-
ratického posunuti na Case, smérnice kiivky pro delsi ¢asy pak udava koeficient D. Nutno
vsak vzit v tvahu, Ze v periodickych okrajovych podminkach miize ¢astice cestovat pres
hranice periodické simulacni bunky a pouzit odpovidajici implementaci okrajovych pod-
minek.

Obdobné relace plati i pro dalsi ¢asové autokorelac¢ni funkce. Napt. smykova viskozita
souvisi s tenzorem napéti, neboli s nediagonalnimi slozkami tenzoru tlaku

1 N i,a171 N 1 N i,a171 N
Py = v <Z ]% + Z ri,afi,b) v (Z Piabib + Zrijvafijvb) ) (9-26)

i—1 i i—1 i—1 M i<j

SW.J. Moore: Fyzikdlni chemie. SNTL Praha 1981, kap. 4.28.
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kde a a b indexuji soufadnice, vztahem

1= | PaOPa(0). (9:27)
Einsteiniiv vztah je
21 = <= (Lan(0) — LalO)F). (9.28)
kde
Loy = ‘1/2 TiaPib - (9.29)

Je opét nutno dat pozor na prekroceni hranic simula¢ni bunky!
Casové autokorela¢ni funkce pro tok tepla ¢i vektor elektrického proudu vedou k te-
pelné a elektrické vodivosti [13].

9.1.3 Nerovnovazna molekularni dynamika (NEMD)

Meéreni transportnich koeficientt metodami NEMD vychéazi z termodynamické definice
téchto koeficientid. Pisobenim vhodné sily vytvorime stacionarni nerovnovazny stav a
métfime primo transport veli¢iny, kterd nas zajima.

Na priklad pro stanoveni koeficientu diftize si zvolime jednu c¢astici a ptisobime na ni
malou konstantni silou ve sméru osy x. Vyckame, az vznikne stacionarni stav, tj. stfedni
rychlost ve sméru osy x se ustali. Stfedni rychlost ¢astice ve sméru pusobici sily je pak
primo timérna koeficientu diftiize. Vzhledem k nutnosti pouzit pouze jednu castici by tato
metoda byla znac¢né neefektivni. Mame-li vSak iontovy systém, jehoz celkovy néboj je
nula, pak méfenim proudu po zapnuti (malého) elektrického napéti ziskame elektrickou
vodivost. Pro tplnost uvedme jesté velicinu A z kap. 9.1.1: A =Y E,q;x;, kde ¢; je naboj
castice ¢ a F, slozka intenzity elektrického pole ve sméru osy x.

Jinym typickym prikladem je smykova viskozita. Pfedpokladame, ze studujeme teku-
tinu v periodickém boxu o hrané L. K silam pisobicim na castice pricteme prostoroveé
proménnou silu podle vzorce

fui = K cos(2my; /L), (9.30)

tedy sila ptisobi ve sméru osy z a je periodicky proménna ve sméru osy y. Ve stacionarnim
stavu se vytvori rychlostni profil periodicky ve stejném smeéru s amplitudou danou vztahem

(@) =2 <2L) K cos(2my/L). (9.31)

™

B Z kosinového tvaru perturbace je zfejmé, Ze simulani box musi byt dost velky, aby linearni ¢ast kosinu
ve sméru osy y zahrnovala dost molekul. Lepsi by bylo, kdyby prosté f,;, = Ky, to je vSak v rozporu
s periodickymi okrajovymi podminkami. Elegantni metoda, jak tuto potiz obejit, vychazi ze réeni , kdyZ nemuze
hora k Mohamedovi, musi Mohamed k hore”: zménime okrajové podminky z periodickych na tzv. smykové
okrajové (homogeneous shear boundary conditions), té zndamé podle jmen autorii, viz obr. 9.2. Systém je
periodicky obvyklym zplsobem ve sméru os x a z, zatimco jednotlivé vrstvy ve sméru osy y se pohybuji
navzajem konstantni rychlosti ve sméru osy x. Algoritmus vypoctu nejbliZSich soused( a normalizace polohy
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Obrazek 9.2: Smykové okrajové podminky.

do zakladniho boxu tedy musi pfi pfechodu ¢astice z vrstvy do vrstvy vzit v (vahu dva jevy: (1) skok slozky x
rychlosti o jisté Av a (2) skok v 2 o Avt v pozicich. Méfime naopak nediagondlni slozku xy tenzoru napéti.

I kdyz je stanoveni kinetickych koeficientti metodou NEMD fyzikalné piimocaré a blizsi
realnému experimentu, neznamena to, ze by bylo bez praktickych problémt. V prvni radé
je nutno vhodné zvolit velikost poruchy. Ta musi byt jednak dostatecné mala, aby odezva
byla linearni, jednak dostatecné velka, aby se mérend veli¢ina neztratila v statistickém
sumu. Realizace nerovnovazné MD tak klade velké naroky na metodiku a spravné nasta-
veni parametru.

Kromé toho samotny fakt, ze systém je v nerovnovaze, znamena, ze dochazi k disipaci
energie — systém se zahtiva. Vznikajici teplo musime odvést vhodnym termostatem s tim,
ze ¢im vétsi nerovnovaha (porucha), tim vétsi odchylka od mikrokanonického ¢i (obvykleji)
kanonického souboru a tudiz vétsi mozné systematické chyby.

Lze Fici, Ze pro veli¢iny zavislé na jedné ¢astici (napt. autodifize) lze doporucit rov-
novazné metody, zatimco pro kolektivni vlastnosti (vodivost, viskozita) je tato otézka
oteviena a pouzivaji se obé metody.

9.2 Kinetické Monte Carlo

9.2.1 Rovnovazné versus kinetické modely

Cilem standardniho MC je vypocet stfednich hodnot pomoci co mozna nejrychleji konver-
gujiciho algoritmu uréeného matici pfechodu W. Zadné dalsi omezeni na trajektorii, po
niz se prochézi fazovym prostorem, neklademe. Je zde velkd rozmanitost moznych testova-
cich pohybii. Konkrétni zkusebni pohyby nemaji zadny fyzikalni vyznam. Takova volnost
zkuSebnich pohybi jiz neexistuje, kdyz MC algoritmus je aplikovan na dynamické pro-
blémy, kde fyzikalni vyznam zkusebnich pohybt je podstatnou slozkou modelu. Mame-li

6A. W. Lees a S. F. Edwards: J. Phys. C5, 1921 (1972).
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vérné popsat dynamiku systému, je tieba, aby posloupnost generovanych stavi odpo-
vidala skute¢nému vyvoji. Jak to zatfidit? V duchu MC rezignujeme na deterministicky
pristup a popisujeme systém ze stochastického hlediska, tj. vyvoj je pro nas stochasticky
proces a je popsan v pravdépodobnostnim smyslu [37]. K tomu potfebujeme podminéné
pravdépodobnosti pro posloupnost stavii. Casovy vyvoj systému budeme znat, je-li dana
(explicitné nebo implicitné) ¢asové zavisla pravdépodobnost 7(A,t), Ze systém je v Case t
ve stavu A.

Obecné je stochasticky proces velmi slozity, a proto se v praxi pouziva zjednodusujici
predpoklad, ze se jedna o Markovtuv proces definovany v oddile 4.2.1. Stochasticky model
popisujici urcity fyzikalni, chemicky ¢i jiny jev je v Markovové aproximaci definovan,
je-li ddna matice pfechodu W (A — A’) tak, Ze odrazi nase predstavy o mikroskopickych
mechanismech vyznamnych pro dany jev. Casovy vyvoj pravdépodobnosti 7(A,t) je pak
urcen fidici rovnici (4.7) a naSim cilem je nalezeni feSeni této rovnice, nebot to nam
potom umozni pocitat casoveé zavislé stfedni hodnoty. Napft. pro pozorovatelnou veli¢inu
X je (srov. (4.11))

(X (1)) = §A: X(A)m(A,t). (9.32)

Ptesné analytické feSeni fidici rovnice je mozné jen ve specialnich pripadech, a tak jsme
odkézani bud na pfiblizné analytické FeSeni, nebo na simulace. Jestlize matice W (A —
A") spliuje podminku detailni rovnovéahy (4.15) s rozloZzenim 7, pak toto rozloZzeni je
stacionarnim fesenim ¥idici rovnice’.

V ptipadé rovnovazného systému umozinuje generovani Markovova fetézce v metodé
MC nalézt rovnovazné rozlozeni a tedy stacionarni reseni ridici rovnice. Je dobré si uvédo-
mit, ze u standardniho MC se Markovovy fetézce pouzivaji jen jako pomucka k zajisténi
toho, aby posloupnost generovanych stavi méla zadané rozlozeni. Rizné volby matice
prechodu odpovidaji riznym trajektoriim v konfigura¢nim prostoru. V pfipadé rovnovaz-
ného systému riizné volby neovlivni spravnost vysledku, rozdil miize vSak byt v rychlosti
konvergence, a to je to, co nas zajimé z praktického hlediska. Ukazuje se, ze obvykle
nejlepsi je Metropolisova volba pro tvar matice W.

Studujeme-li nerovnovazny systém, jsme v jiné situaci. Chceme popsat ¢asovy vyvoj
pii omezeni na Markovovu aproximaci. Vyvoj je popsan fidici rovnici, zlistava nam vsak
velka liboviile ve volbé matice prechodu, pficemz spravna volba ma klicovy vyznam pro
realisticky popis casové zavislosti a prokaze se az zpétné po srovnani s experimentalnimi
¢i alternativnimi teoretickymi vysledky®.

7 hlediska volby matice prechodu je nejjednodussi nerovnovaznou situaci relaxace
k rovnovaze. Zde vyzadujeme, aby stacionarni rozlozeni bylo rovno rovnovaznému, a uva-
Zujeme tedy jen takové matice prechodu, jejichz limitni rozloZeni je rovno rovnovaznému
rozloZeni. Pak hodnota, k niz veli¢iny relaxuji, je stejnéd (dana rovnovaznou stfedni hodno-
tou) pro rizné volby matice prechodu, ale zptsob, jak relaxace probiha, mize byt rozdilny,
a ruzné jsou tedy i dynamické charakteristiky (napt. relaxacni ¢as), které nas v téchto
pseudoexperimentech zajimaji.

"To je snadno vidét piimym dosazenim do rovnice (4.7) a uZitim normovaci podminky (4.6).

8Stejny problém s volbou tvaru matice pfechodu mame i pro rovnovazné systémy, jestlize pocitame
dynamické vlastnosti, napt. vysledky pro diftizni koeficient zavisi na volbé matice W. Zde se naopak
ukazuje, ze Metropolistiv predpis neni ten nejlepsi.



140 KAPITOLA 9. KINETICKE VELICINY A CASOVE ZAVISLE SYSTEMY

Obrazek 9.3: Piiklad konfigurace mrizkového plynu v modelu pro rust krystalu.

V jesté svizelnéjsi situaci jsme u skuteéné nerovnovaznych systémi (tlohy s vnéjsim
polem, s proménnym poctem ¢astic apod.), kdy staciondrni rozlozeni a priori nezname.
Podminka detailni rovnovahy nemusi byt nutné splnéna a pro volbu matice W mame
jesté vétsi volnost.

B Obecné pro nerovnovazny problém staciondrni feSeni nemusi existovat. V ramci Markovovy aproximace vsak
podle véty z odd. 4.2.1 pro ergodické systémy existuje limitni rozlozeni spliujici podminku detailni rovnovahy, a
tudiz je to staciondrni reSeni Fidici rovnice. Jsou-li spInény predpoklady uvedené véty, pak generovani Markovova
fetézce v metodé MC v asymptotické limité vede ke stacionarnimu FeSeni fidici rovnice, ale potfebny pocet kroku
(pfechodovy ¢as) miZe rist nade v8echny meze napt. s velikosti systému. Poznamenejme jesté, Ze ergodi¢nost
je v pripadé mrizkovych systémi Casto dlsledkem konecnosti po¢tu moznych konfiguraci, potazmo konecnosti
systému.

Jak se s touto neurcitosti ve volbé matice prechodu vypotradat? Je vhodné volit W tak,
aby pravdépodobnosti pfechodt co nejlépe odpovidaly fyzikalni situaci. Napf. pfi studiu
diftize, coz je termalné aktivovany proces, je 1épe pouzit misto Metropolisova ptredpisu
Arrheniovu formuli pro pravdépodobnost preskoku ¢astice

W (A — A') = exp [-BEy (A, A)], (9.33)

kde E}, je energeticka bariéra, kterou castice musi pti preskoku prekonat, pricemz zavislost
Ey(A, A") na pocatecnim A a koncovém stavu A" musi byt takova, aby detailni rovnovaha
byla splnéna.

Tento pristup néas vede k jiné formulaci modelu pro simulace. Stejné jako dosud je
nutno zadat prostor moznych konfiguraci, ktery muze byt diskrétni ¢i spojity. Misto toho,
abychom specifikovali hamiltonian a z néj predpisem typu Metropolis, Barker apod. de-
dukovali tvar matice W, definujeme mozné procesy v modelu a jejich pravdépodobnosti.
Napi. u modelu pro rist krystalu je prostor konfiguraci tvoren specialnimi konfiguracemi
miizkového plynu. Piipustné konfigurace jsou takové, ze cast miizky je plné obsazena
(krystal) a ¢ast jen fidce (plyn, ¢ kapalina), viz obr. 9.3. Mozné procesy jsou: pfipojeni
castice ke kondenzatu, odtrzeni c¢astice od kondenzatu, diftize na povrchu kondenzatu a
diftize v plynu. Ctyfi odpovidajici pravdépodobnosti zavisi na fyzikalnich parametrech
jako teplota, rozdil chemickych potenciali kondenzatu a tekutiny a kohezni energii uva-
zovaného materialu.
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B Jinym prikladem je mrizkovy model pro chemické reakce. Na mfizce madme smés dvou typu Castic, typu
A a typu B. Mame tfi mozné procesy, jejichz pravdépodobnosti potfebujeme: pohyb ¢astice A, pohyb Castice
B a reakce Castice A s Castici B. K reakci dojde, pokud Castice A a Castice B jsou na sousednich vrcholech,
pfitom vznikne produkt (&astice typu C), ktery odejde z naseho systému, a reagujici ¢astice zaniknou.

U takto definovanych kinetickych modeltt mtze byt proces urc¢itého typu realizovan
riaznymi elementarnimi udélostmi. Rizné udalosti se stejnymi pravdépodobnostmi se lisi
napi. polohou, kde k nim dochazi. Naptf. u modelu rtstu krystalu muze byt ptridana
¢astice na rtizné dosud neobsazené uzly mrizky. Obsazeni dvou rtznych poloh jsou dveé
rizné elementarni realizace procesu kondenzace. Podobné to plati pro vypafovani a difazi.

B Pro jasnost pfiddme jesté dalsi priklad. PFi studiu difize v modelu interagujiciho mfizkového plynu jsou
elementarnimi udalostmi preskoky jedné Cdstice na sousedni neobsazeny uzel. Uréuji-li se pravdépodobnosti
podle Arrheniova zdkona (9.33) a energie Ej, jen z poctu nejblizdich soused(i v po&atedni konfiguraci®, pak
preskoku odpovida pravdépodobnost P, ~ e~ %€ kde € je vazbové energie a m pocet nejblizsich sousedui.
Jedna konfigurace mrizkového plynu vétSinou obsahuje vice Castic s danym pocltem sousedli. Pohyb riznych
Castic s urcitou koordinaci predstavuje riizné udalosti, ale vSechny maji stejnou pravdépodobnost a predstavuji
stejny typ procesu. Je vyhodné rozlisit skupiny udalosti podle fyzikalni podstaty déje (podle energetické bariéry
pro pohyb Castice, pfipadné podle zmény energie, podle toho, zda se jednd o skok jedné Castice ¢i vyménu
dvou, nebo podle toho, zda se ¢astice pfidava ¢&i ubird apod.).

Uvazujme tedy kineticky model ktery obsahuje n moznych procesti. Budeme je roz-
liSovat pomoci indexu a = 1,...,n. Pravdépodobnosti udélosti necht jsou m,. Pfedpo-
kladame-li, ze jednotlivé udalosti, které realizuji procesy tak, jak po sobé nasleduji, tvori
Markoviv fetézec, pak casovy vyvoj je popsan Tidici rovnici s uréitou matici prechodu
W. Formalné lze psat

W(A — A) = F (n,), (9.34)

kde F' je urcita funkce pravdépodobnosti procesii. Explicitni zapis této funkce miize byt
komplikovany a je implicitné dan definici modelu. K provedeni simulace formalni tvar
matice W vlastné nepotfebujeme, staci, kdyz mame predpis, podle néhoz urcime, jaké
elementarni udalosti jsou v dané konfiguraci mozné a s jakymi pravdépodobnostmi k nim
dojde.

9.2.2 Algoritmy pro kinetické MC

Pro simulace kinetickych modeld byla vyvinuta zvlastni varianta metody MC — kinetické
MC (KMC). Zde zformulujeme jeho schéma a uvedeme rizné varianty algoritmu. Dilezité
pro dalsi postup je, ze v kazdé konfiguraci plati, ze pocet vSsech moznych elementarnich
udélosti (a tudiz i procest) je konecny. Jedna se tedy o metodu vhodnou zejména pro
mrizkové modely.

Predpokladejme, ze mame definovany kineticky model s elementarnimi udalostmi a od-
povidajicimi pravdépodobnostmi. Jak jsme jiz naznacili, nékteré pravdépodobnosti mohou
byt stejné, a to v pripadé, ze udalosti jsou stejného typu, tj. jsou realizaci téhoz fyzikal-
niho procesu. Udéalosti budeme rozliSovat pomoci indexu a.. Po¢et moznych elementarnich
udélosti pfitom muze byt v riznych konfiguracich rtizny. Uvazujme ted na chvili jednu

9Snadno se Ize piesvédcit, ze podminka mikroskopické reverzibility je pro tento tvar splnéna.
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konkrétni konfiguraci A. Pocet moznych elementarnich udélosti v této konfiguraci oznac¢me
N(A); a=1,...,N(A).

Pravdépodobnosti, které udalostem, resp. procesiim u kinetickych modelt ptifazujeme,
nejsou obecné normalizované a maji vyznam rychlosti (pravdépodobnosti za jednotku
¢asu). Tyto nenormalizované veli¢iny budeme znaéit R,. Pravdépodobnosti normalizované
na jednotkovy soucet jsou m, = R,/R(A), kde normovaci faktor

N(A

)
R(A) =Y R, (9.35)

zavisi na konfiguraci tak, Ze se uvazuji pravé jen udalosti mozné v dané konfiguraci, a je
tedy mirou celkové aktivity systému v daném stavu A.

Principem KMC je jednodusSe vybirat udalosti podle jejich pravdépodobnosti. Stan-
dardni postupy pro tento ndhodny vybér jsou vylozeny v oddile 12.1.2. Algoritmus, ktery
aplikujeme v k-tém ¢asovém kroku, kdy se systém nachazi ve stavu A®), je:

1. Z mnoziny N(A®) elementarnich udalosti moznych v konfiguraci A*) vybereme
elementarni udalost o s pravdépodobnosti danou rozlozenim R, a pirejdeme do nové

konfigurace A®*+1D,

2. Pfepocitame veli¢iny, které se zménily, tj. N(A®) a R,.
Posledni krok je nutny, protoze pfi realizaci vybrané udélosti nékteré z udalosti, které

byly mozné v konfiguraci A®), se mohou stat nemoznymi, nebo se zméni na jiné a naopak
se v konfiguraci A*+Y mohou objevit nové mozné udalosti.

B Napf. u vySe zminéného modelu chemické reakce pFi produkci ¢astice C ubyde po jedné astici A a B a
tudiz udalost jejich pripadné difize je tfeba vyradit. Naopak jestlize se dvé dfive vzdalené Castice A a B k sobé
priblizily tak, Ze nyni mohou reagovat, je tfeba tuto udalost pridat.

Krok 1 mizeme konkrétné realizovat riizné. Nejjednodussi postup v duchu standard-
niho MC je ,nédhodné stiileni (viz algoritmus 12.3). Tento postup se ovSem v praxi nepo-
uziva pro jeho neefektivnost vyplyvajici z toho, ze obvykle jsou mezi pravdépodobnostmi
R, velké rozdily a po normalizaci (viz algoritmus 12.3) mohou byt nékteré pravdépo-
dobnosti velmi malé a soucasné odpovidajicich udalosti mize byt mezi moznymi N(A)
udalostmi relativné dost. Budou tedy ¢asto vybirdny a zamitany. Béhem simulace tak
provedeme mnoho netspésnych pokusi o vyvoj systému.

Pouzivaji se efektivnéjsi algoritmy, u nichz je problém s malymi zlomky pfijeti od-
stranén tak, ze misto toho, aby se nejprve se stejnou pravdépodobnosti vybiralo mezi
udalostmi a pak se pomoci ndhodného ¢isla rozhodlo, zda k ni dojde ¢i nikoli, vybere se
pfimo jedna z moznych udalosti s pravdépodobnosti, kterd odpovida pravdépodobnosti
jeji realizace. Na rozdil od standardnitho MC tedy dojde v kazdém kroku ke zméné kon-
figurace a algoritmus neobsahuje zadné netspésné pokusy. To se realizuje pomoci jedné
z verzi algoritmu 12.2. Poznamenejme, Ze tento ptistup lze pouzit i pro studium rovnovaz-

vvvvvv

na pamét pocitacel®.

10Ve skutec¢nosti byl algoritmus tohoto typu navrzen A. B. Bortzem, M. H. Kalosem, and J. L. Lebowi-
tzem (J. Comp. Phys. 17, 10 (1975)) pro studium Isingova modelu. Tito autofi jej nazvali n-cestnym
algoritmem. To odrazi fakt, ze v kazdém kroku se realizuje jeden typ procesu, jako by se systém ,vydal“
dale jednou z n cest, viz nasledujici algoritmus.
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Podivejme se, jak zavisi potfebny pocitacovy ¢as na poctu udéalosti N (tento pocet
je vétsinou umérny velikosti simulovaného systému). Nejnarocnéjsi je krok 1. U metod
pouzivajicich ¢astecnych souctii (algoritmus 12.2) roste pocet operaci potiebny k nalezeni
udalosti linedrné s N. Pfi metodé ptleni intervalu (verze 2 algoritmu 12.2) k vybéru
staci konst x log, N operaci, je vSak nutno si uvédomit, ze rychlosti se v kroku 1. méni, a
proto distribu¢ni funkci musime v kroku 2. neustéle prepocitavat, k cemuz v nejjednodussi
implementaci potfebujeme konst x N operaci. To, kterd metoda je vyhodnéjsi, zavisi na
sabsolutnim c¢lenu“ u téchto zavislosti a na skutecné velikosti systému. Pocet operaci
v kroku 2. z&visi na typu problému (nap¥. dosahu interakci), ale obvykle roste pomaleji
nez N nebo je dokonce konstantni.

Algoritmus lze dale urychlit, jestlize misto elementarnich udalosti uvazujeme jejich
skupiny, a to v obou krocich. Rozdélme vSechny udéalosti na N skupin po ptiblizné N/Nj
udélostech. Vyhledavani ma nyni dvé trovné. Nejprve se vybere skupina, coz vyzaduje
¢as umérny N/Nj;, pak se prohledava vybrana skupina, k ¢emuz je tfeba ¢as tmérny Nj.
Minimalizace celkového ¢asu vede k volbé optimélni velikosti po¢tu skupin N, VN a
potfebny ¢as se pak skaluje s N jen jako v/N.

B Jesté rychlejSi algoritmus ziskame, jestlize misto dvoutroviiového schématu pro vyhledavani pouzijeme
schéma s K > 2 Grovnémill, tj. jestlize rozdélime skupiny na podskupiny a tyto poskupiny na je$té mensi
podskupiny atd. a7 do trovné K. Cas potfebny na vyhledavani se pak $kaluje jako K N'/% . Nejlepsi asympto-
tické chovani, ¢as imérny log, N, ziskdme pro maximalni mozné K, pro néz nejmensi podskupina obsahuje
jen dva prvky. Pro skute¢né vypoclty s dnes typickymi hodnotami N je vSak schéma s K = 4, nebo K =5
rychlejsi.

Skupiny mtzeme vytvorit rtizné. Bud cely systém (obvykle miizku) rozdélime na N
¢asti, nebo takové skupiny miizeme prirozené vytvorit podle hodnot veli¢in R,, tj. podle
uvazovanych fyzikalnich ¢i chemickych procesti. Obvykle fada z nich je stejnjch a existuje
jen nékolik rtznych pravdépodobnosti odpovidajicich riiznym procestim.

Ve skutecnosti se z divodu jasné fyzikalni formulace témér vzdy pracuje se skupi-
nami udalosti vytvorenymi podle procesti. Pocet takto vzniklych skupin Ny = n je dan
studovanym problémem, nezavisi na velikosti systému a neni tudiz optimalni z hlediska
efektivity algoritmu. Obvykle je n < N a pro ziskani efektivniho programu je tfeba takto
vzniklé skupiny dale rozdélit. Preformulujme tedy pfedchozi algoritmus za pouziti pro-
cesti. V dané konfiguraci systému mohou byt mozné jen ne€které procesy a na druhé strané
urity proces se mize realizovat pomoci riznych elementarnich udélosti (napf. pohybu
ruznych ¢astic). To popiSeme pomoci veli¢iny n,(A), kterou budeme nazyvat multiplicitou
procesu a. Je to pocet rtznych elementarnich udélosti, jimiz lze proces a v konfiguraci
A realizovat. Misto normalizovanych pravdépodobnosti procest 7, opét pouzijeme ne-
normalizované rychlostni konstanty p,. Zavedeme oznaceni pro dil¢i soucty pres vSechny

procesy téhoz typu
b

Ri(4) = 3 na(A)ps. (9.36)

a=1

kde n,(A)p, je parcidlni aktivita procesu typu a. Celkova aktivita je R(A) = R, (A).
Modifikovany algoritmus pro vnitini cyklus provadény pri kazdém casovém kroku je:

11J. L. Blue, L. Beichel a F. Sullivan: Phys. Rev. B 51, R867 (1995).
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1. Vybereme typ procesu b, k némuz dojde, z rozlozeni Ry(A®)) nékterou metodou
z odd. 12.1.2.

2. Vybereme nahodné (se stejnou pravdépodobnosti) jednu z n,(A®) moznych uda-
losti, jimiz se miize realizovat dany proces.

3. Provedeme vybranou udélost. Tim se zméni konfigurace A®) na A*+1) a v dasledku
toho i veli¢iny R, a n,, které musime pro dalsi krok prepocitat.

B Skutecnd realizace tohoto algoritmu je technickou zalezitosti. Uvedeme dvé mozZnosti. Pro kazdy proces
mdme zvlaStni pomocny seznam uddlosti a pro kazdy proces sledujeme aktudlni pocet udélosti (multiplicitu) n,,
jimiz se realizuje. Jestlize pfi zméné konfigurace urditd udalost prestane byt mozna, je odstranéna ze seznamu
a multiplicita o jednu klesne; je-li seznam implementovany pomoci pole, mizeme na vzniklou diru je prfemistit
posledni prvek ze seznamu. Jestlize se objevi novd moznd udélost, pfiddme ji do seznamu (napf. na konec
pole) a multiplicita o jednu vzroste. Vybér udalosti v bodu 2 provedeme tak, ze vygenerujeme celé ndhodné
&islo z intervalu [1,74(A®+1)] a vezmeme pFisludny prvek seznamu. Tato metoda je velmi efektivni, ale ma
velké naroky na pamét, resp. jeji adresovani. Nejjednodussi implementaci je pouZzit pro vSechny seznamy stejné
velkd pole, aby vsak nékteré nepreteklo, je potfebna velikost vétSinou srovnatelnd s poctem vrchold mrizky.
To je obrovské plytvani, protoze v nékterych Casech jsou multiplicity podstatné mensi. Proto je tento postup
vhodny jen pro relativné maly pocet procesil. Problémy s paméti se odstrani pouzitim zfetézenych seznami
(linked lists) implementovanych nejlépe pomoci pointerti, ponékud se viak zesloziti vybér podle kroku 2. Jinou
univerzalni, ale vétSinou pomalejSi moznosti je pfimé prochazeni seznamu udalosti, dokud se nenajde vybrany
proces. Aby tento algoritmus byl efektivni, je tfeba jej spojit se zavedenim podskupin odpovidajicich rozdéleni
mfizky.

9.2.3 Cas v kinetickém MC

Poslednim metodologickym problémem v KMC je méreni ¢asu. Nejde jenom o to mit
posloupnost udalosti, ktera odpovida skutecnému casovému vyvoji systému, ale chceme-li
urcit kvantitativné ¢asové zavislosti, nebo pfimo pocitat casové derivace fyzikalnich veli¢in
(napf. rychlost rastu krystalu, rychlost chemické reakce apod.), pak musime mit dobfe
definovany cas se spravnym vztahem k realnému fyzikalnimu casu t. Ve standardnim MC
se jako mira casu bézné pouziva pocet krokti nebo lépe pocet krokli na c¢astici ¢i uzel,
ktery oznacime jako tyc. Tato zdména nevadi, pokud nés casové zavislosti nezajimaji, ve
skutecnosti je to vSsak az na vyjimky nespravné. Nebere se totiz viibec v ivahu, Ze rtizné
realné prirodni déje probihaji rtizné rychle. Na piiklad pii studiu povrchové diftize dochazi
k ptreskoku izolované c¢astice na plochém povrchu castéji nez k preskoktim c¢astice, ktera je
v blizkosti jinych ¢astic a je s nimi vazana pritazlivou interakci. Vyjimky, kdy aproximace
t ~ tye je smysluplnd, jsou situace, kdy vyvoj systému je alespon aproximativné v uréitém
smyslu periodicky, nebo existuje veli¢ina, ktera je pifimo imérna redlnému casu, a muzeme
ji srovnavat s ty¢ (tj. tfeba priklad konstantniho toku ¢astic pfidavanych do systému).

Zavedeni skutecného fyzikalniho ¢asu i pro stochasticky proces vyzaduje ucinit doda-
tecné predpoklady. Tyto predpoklady jsou:

1. Vsechny uvazované procesy lze v case od sebe oddélit tak, ze v kazdém cCase probiha
jen jeden.

2. Jednotlivé udalosti tvofi Poissoniv proces [37].



9.3. MOLEKULARNI STATIKA 145

Potom pravdépodobnost, ze béhem ¢asu ¢ (méfeho od nuly) doslo k m udalostem, je

PP (1) — [(Rﬂm] ot (9.37)

m!

Casovy interval mezi dvéma nésledujicimi udélostmi (¢as ¢ekani), ktery oznacime 7, je
nahodnd veli¢ina s rozlozenim P(7) = R exp(—R7) a pramérnou hodnotou (1) = 1/R.
Algoritmus modifikujeme tak, ze v kazdém kroku k vygenerujeme dalsi ndhodné ¢islo
u(o,1) & spocteme prirtstek casu

1

a o)

111 U(071)

pro pfechod do nové konfigurace A*+1). Povsimnéme si, ze piirtistek ¢asu zavisi na oka-
mzité konfiguraci prostiednictvim R(A(k ). Cas pak je

t= an Aty (9.38)

a Casove zavisla stfedni hodnota veli¢iny X je

1 n
= 3 Z M) Aty,. (9.39)

9.3 Molekularni statika

Diilezitym problémem v teoretické chemii a fyzice kondenzovanych latek je urceni tzv.
drédhy s minimélni energii (minimum energy path — MEP) pfi pfechodu mnohaéastico-
vého systému z jedné stabilni konfigurace do druhé. Tato draha se casto pouziva pro
definici tzv. reak¢ni souradnice pro procesy jako chemické reakce, zména struktur molekul
(conformation of molecules) nebo difize v pevnych latkach ¢ na jejich povrchu.

Jednou z motivaci pro ur¢eni MEP je potfeba odhadnout rychlosti téchto pfechodo-
vych procesii. Maximum potencialni energie podél drahy s minimélni energii je v sedlo-
vém bodé na energetické nadplose. Hodnota energie sedlového bodu urcuje energetickou
bariéru pro aktivaci prislusnych procesi, coz je veli¢ina centralni dulezitosti pro odhad
rychlosti téchto procest. Znalost rychlosti procesii nasledné umoznuje jejich modelovani
napf. pomoci kinetického MC.

Realné procesy probihaji samoziejmé pii konecné teploté. V prvni aproximaci je vsak
mozné a uzitecné provést vypocty pri nulové teploté — odtud oznaceni molekularni statika.
Vypocet pro nulovou teplotu neodpovida presné realité, protoze diky tepelnym kmittim
miize byt skutecna bariéra jak vétsi tak mensi. Nicméné lze takto posoudit dilezitost
riznych procest, coz je dulezité pii modelovani pomoci KMC.

Bariéru je tfeba spocitat pro prechod mezi dvéma lokalnimi minimy. Prvnim krokem
je tedy nalezeni lokalnich minim nékterou z minimaliza¢nich metod pro funkci mnoha
proménnych, napi. metodou nejvétsiho spadu. Prislusna bariéra pro pohyb z jednoho
lokalnitho minima FEL. ptes sedlovy bod na energetické nadplose s energii Eyq do jiného

minima je Fg = Fyq — EL,, . (Bariéra pro pohyb v opa¢ném sméru mize byt jina.)
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Pro nalezeni miniméalni drahy a urceni bariéry lze uzit rizné metody. Nejjednodussi je
metoda ,vleceni“ (drag method), pfi niz se linearné interpoluje pohyb z pocatecéni do kon-
cové konfigurace pomoci interpolace jednoho stupné volnosti (reakéni soufadnice). Napf.
definujeme pohyb jedné vybrané castice tak, ze se po malych krocich méni hodnota jedné
jeji soutadnice, pricemz se v kazdém kroku minimalizuje energie vzhledem ke zbyvajicim
3N — 1 stupnim volnosti.

B Minimalizaci lze v MD provést tak, ze se béhem simulace s urcitou periodou pocitd pro kazdou castici
skaldrni soucin jeji rychlosti a sily na ni plsobici, pokud je tento soucin negativni, tak se pfislusnd c¢astice
zastavi, tj. jeji rychlost se polozi rovna nule.

Tato metoda funguje dobfe u jednoduchych problémi, u nichz neni pohyb ¢astic svazan
komplikovanymi korelacemi, v nékterych ptipadech vsak selhava. Generovana draha mize
byt nespojita nebo zaviset na sméru tazeni, souradnice nékterych c¢astic se presmyknou
kolem sedlového bodu a tento neni identifikovan. Pro odstranéni tohoto problému byly
vyvinuty zobecnéné dvoubodové metody. Simuluje se v nich fetizek urcitého poctu ko-
pii systému. Kazda kopie popisuje konfiguraci v ur¢itém kroku, pfi¢emz prvni a posledni
odpovidaji koncovym bodtm. Odpovidajici ¢astice v jednotlivych kopiich jsou spojeny
pruzinami a energie této interakce prispiva k celkové potencialni energii. Tim se zabrani
vzniku velkych zmén mezi nasledujicimi kroky. Optimalizace se provadi pro cely vSech
systém vzajemné interagujici kopii sou¢asné 2. Vysledkem je pomérné hladka draha s mi-
nimalni energii. Dilezitym aspektem této metody je jeji vhodnost pro paralelni pocitace.

12Existuji rizné varianty této metody podle interakci mezi kopiemi systému, napt. tzv. ,Nudged Elastic
Band“ (NEB) metoda viz napt. G. Mills, H. Jénsson and G. Schenter: Surf. Sci. 324 305 (1995).
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Kvantove simulace

Kvantové vypocty predstavuji rozsahlou oblast zahrnujici velmi pestrou paletu ¢asto spe-
cidlnich metod pouzivanych v riznych oblastech, napt. pro vypocty elektronové struktury
pevnych latek, pro kvantové-chemické vypocty v anorganické i organické chemii, pii studiu
kvantovych kapalin atd. V téchto skriptech vSsak méame na mysli pouze ty metody, které
souvisi se simula¢nimi metodami MC a MD a které lze oznacit jako kvantové simulace.

Podobné jako v pripadé klasickych systému existuji i pro feSeni kvantovych problému
rizné modifikace metod MC a MD v zavislosti na tom, co je cilem naseho vypoctu: zda
pocitame ,jen“ energii zakladniho stavu nebo chceme urcit termodynamické vlastnosti
¢i dokonce Tesit c¢asovou Schrédingerovu rovnici. Samoziejmé zalezi také na tom, do jaké
miry jsou kvantové efekty podstatné.

Kvantové efekty se obecné zvétsuji s klesajici teplotou a teplotni skala se proto jevi
jako vhodné méritko ke klasifikaci kvantovych metod. Jakékoliv tfidéni bude ovSem ne-
dokonalé, protoze dtlezitost kvantovych efekti zalezi na studovaném systému. Jina je
situace u kapalin, jinad u pevnych latek. Meze klasického popisu se také méni od materialu
k materialu.

1. Kapaliny pfi dostatecné vysokych teplotach jsou velmi dobie popsany pomoci kla-
sické fyziky. Pokud nedojde ke krystalizaci, pak pfi snizovani teploty se nejprve
dostaneme do oblasti, kde kvantové efekty predstavuji pouze korekci ke klasickému
chovani!. V tomto piipadé lze bud (a to jak pro MC, tak i pro MD)

(a) simulovat klasicky systém a ze ziskanych vysledku spocitat kvantovou korekei
(tmérnou 7*) nebo

(b) interakci odpovidajici této korekci zabudovat p¥imo do hamiltonidnu a opét
simulovat klasicky systém.

Dalsi moznosti je semiklasickd MD umoznujici nalézt ptiblizné feseni ¢asové Schro-
dingerovy rovnice za predpokladu o jistém tvaru vinové funkce, ktera je vyjadirena
pomoci ¢asové zavislych parametri. Piikladem je gaussovské vlnové klubko [13].

2. Pri relativné vysokych teplotach u pevnych latek a pfi nizkych teplotach u kapa-
lin (napf. helia) je nutno jiz od zacatku respektovat kvantovou podstatu systému.
Zakladni metody pattici do této skupiny jsou:

ITo je napf. situace u neonu.

147
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(a) MC simulace zalozené Trotterové-Suzukové formuli, resp. na drahovém inte-
gralu,

(b) MD metoda Carova-Parrinellova,

(c) tésnovazebni MD,

(d) metoda kvantové ndhodné prochézky.

Prikladem tuloh fesitelnych témito metodami jsou napt. problémy fyziky pevné faze,
kapalné helium a rizné chemické problémy souvisejici s chemickou vazbou.

3. Zéakladni stavy systémi a vlastnosti systémi v okoli absolutni nuly se fesi pomoci

(a) varia¢nich metod MC,
(b) MC metody Greenovy funkee,

(¢) minimaliza¢nich ab initio metod.

Vyse zminéné metody se tykaly rovnovaznych problémt. U nerovnovaznych kvanto-
vych problému (napf. systém s ¢asové zavislym vnéjsim polem, pohyb atomu ¢ molekul
atd.) potfebujeme znat ¢asovy vyvoj, tj. fesit ¢asovou Schrodingerovu rovnici. Jedna se o
podstatné tézsi problém nez v piipadé rovnovahy. Na rozdil od klasické MD, kde mtuzeme
numericky presné urcit ¢asovy vyvoj systému slozeného dnes az z miliénid ¢astic, zde se
dostavame pii numericky presném feseni do potizi uz pii nékolika c¢asticich. Divodem
jsou naroky na vypocetni kapacitu exponencialné vzristajici s poctem castic. Pii vétsim
poctu cCastic musime tedy nutné provadét aproximace. Pro integraci ¢asové Schrodinge-
rovy rovnice se pouzivaji rtzné ptiblizné metody integrace (struc¢né se o nich zminime
v podkapitole 10.5). Vedle numerické integrace jsou to: ¢asové zavisly funkcionél hustoty,
dynamicky vypocet reakéni souradnice atd. Tyto metody se zacaly intenzivné rozvijet
teprve v poslednim desetileti, a proto se jimi zde nebudeme zabjvat?.

Jak je jiz naznaceno v predchézejicim odstavci, Gcelem této kapitoly neni poskyt-
nout vycerpavajici prehled kvantovych simulaci, nybrz uvést ¢tenafe do problematiky
téchto simulaci, ukazat souvislosti/odlisnosti se simulacemi klasickych systému a demon-
strovat kvantové simulace pro vSechny tii vyse uvedené pripady. Na specialni simulac¢ni
metody kvantovych systémt a dalsi podrobnosti odkazujeme ¢tenafe na ptivodni litera-
turu [19 21]. Pfi Vykladu také nesledujeme vyse uvedenou stupnici kvantovych efekt, ale

vvvvvv

10.1 Kvantové korekce

Velic¢iny popisujici kvantovy systém pfi libovolné teploté lze rozvést v fadu v mocninach
Planckovy konstanty, v niz roli referenéniho systému hraje klasicky systém. V piipadé
spojitého klasického potencialu obsahuje tento rozvoj pouze sudé mocniny A a kvantovy
potencial ma tvar [13, 40]

hQﬁ 82 2
Uq: Ukl—i—% 2;671.22(]1(1( ﬁz ( Ukl ) + ... (10.1)

2Pouceni a odkazy na originalni literaturu lze nalézt v prehledu A. M. Mazzoniho v [27], dil V1.
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Na trovni zahrnuti kvantovych efektid pomoci kvantovych korekci miizeme tedy misto
klasického potencidlu Uy uvazovat pfi generovani konfiguraci potencial U,. Druhou, ekvi-
valentni moznosti je v simulacich pouzivat pouze klasicky hamiltonidn a potom dodatecné
vypocitat kvantové korekce. Tak napi. pro rozvoj Helmholtzovy volné energie plati [40]:

2

F=F— h—uﬂ , (10.2)
G
kde
4 2
» B pi OU I pipe  0°U
YTy ( = m; 0%) szzmk dq;:0qy
1 1 0*U
= - = 10.
Z <a%> Z my an (10:3)

Ostatni pozadované funkce pak dostaneme ze standardnich termodynamickych relaci.

10.2 Varia¢éni metoda

Varia¢ni metoda kvantovych MC simulaci (QMC) slouzi k vypoctu energie, piipadné
dalsich vlastnosti zakladniho stavu. Je zaloZena na zndmé Ritzové variacni metodé [4],
podle niz stfedni hodnota Er hamiltonidnu pro libovolnou testovaci vinovou funkci |Ur)
nemiize byt mensi nez energie zakladniho stavu, Ej. Tedy

(U | H|Tr)

Ey < Epr =
o= (Ur|Ur)

(10.4)

V praxi se zvoli urcita tiida testovacich funkci \\II{T”}), ktera je parametrizovana pomoci
souboru parametri {7}, a hledaji se takové hodnoty parametri, pro néz je E7({n}) mini-
malni. Obvykle a prior: nevime, jak vlnové funkce \11537} volit, ale obecné plati, Ze by mély
generovat co nejvétsi podprostor v celkovém Hilbertové prostoru a respektovat potiebné
symetrie. Pouzivaji se rtizné formy zapsané ve spojité ¢i diskrétni reprezentaci podle cha-
rakteru problému. Napf. pro spojity systém N bosont se obvykle pouzivaji funkce tzv.
Jastrawova typu,

Ui () = exp { > up(fri — I‘j!;{n})] > (10.5)
1<j
kde u,(r; {n}) je jista funkce vzdalenosti a parametrii nazyvand pseudopotencial®. V pii-
padé fermionu je tfeba zajistit, aby cely vyraz byl antisymetricky, napf. vynasobenim
Slaterovym determinantem z rovinnych vin.
Jinym pfipadem je testovaci funkce pro bosonovy systém na mfizce,

T ({n}) = exp [—Zn Aty | [Wo), (10.6)

(,3)

3D. M. Ceperley a M. H. Kalos ve sborniku [17].
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kde |¥q) je zdkladni stav, tzv. Boseho kondenzat, 7n; je operator po¢tu ¢astic na vrcholu
i, {n} je mnozina obsazovacich Cisel a s¢itd se pres sousedni vrcholy miizky. V tomto
ptipadé minimalizujeme tedy vyraz (10.4) pfes jeden parameter 7.

Pro jednoduché hamiltonidny a testovaci funkce mtzeme vyraz pro Ep dany rov. (10.4)
spo¢itat analyticky a pak nalézt minimum v zavislosti na {n}. Pro prakticky zajimavé
ptipady je v8ak maticovy element v (10.4) dan slozitym integralem ¢ sumou a pravé pro
jeho vypocet se nyni pouzije metoda MC. Rozdil proti standardnimu MC pro klasicky
soubor je v tom, Ze misto Boltzmannova rozdéleni se uvazuje rozdéleni dané testovaci
funkci. Kromé Ep muzZeme téZ samoziejmé pocitat stifedni hodnoty dalsich operatori,
napf. rizné korela¢ni funkce.

Jako priklad uvedme systém N ¢astic ve spojitém prostoru. V tomto piipadé je stiedni
hodnota X veli¢iny X reprezentované operatorem X déna podilem dvou integrali:

U)X EN) U (eN) deY (| X))

X7 = = 10.7
" FT0r ()2 dr (Wrl ) 10D
Vyraz v Citateli 1ze prepsat do tvaru
/ O () PO (M) R (Y ) U (e deY (10.8)
a tedy
Xp = / (@)U ) R () U (rV) dr, (10.9)
kde veli¢ina Mo
v
(V) = 122 (10.10)

e V)2 deN

je redlna a nezaporna a ma vyznam pravdépodobnostniho rozlozeni v prostoru soutradnic.
Stfedni hodnotu X7 danou vzorcem (10.7) mizeme nyni vypocitat stejnym zptisobem jako
v klasické statistické mechanice generovanim Markovova fetézce s limitnim rozlozenim
7(r"). Odhad stfedni hodnoty je pak podle (4.10) déan vztahem

XT - _ Z X(k) ’ X(k) — \II;I(I‘N’(]C)))E'\I/T(I‘N’(@), (1011)

kde r™V:(*) je konfigurace v k-tém kroku a n je celkovy pocet krokii.

Algoritmus pro variacni QMC je tedy podobny algoritmu uvedenému v oddile 4.2.4
jenom s tim rozdilem, Ze bude obsahovat dva cykly: jeden zajistujici minimalizaci pfes
hodnoty varia¢nich parametrti {n} (musime si uvédomit, ze nezname stfedni hodnotu jako
funkei varia¢niho parametru — minimum se urcuje numericky) a druhy cyklus pro dané
hodnoty {n} pfes Markoviiv Fetézec pro vypocet stfedni hodnoty. Jinymi slovy provadime
minimalizaci funkce, ktera se pocita pomoci MC. MC algoritmus pro uvazovany systém
N ¢astic ve spojitém prostoru (a analogicky i pro miizkovy systém) pro dané {n} bude
vypadat nasledovné:

1. Vypo¢teme zkusebni konfiguraci r’¥?" tak, ze posuneme nahodné vybranou ¢astici.
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2. Spocitame pomér
] N,zkus) |2
N
W (rN-()[>

3. Zkusebni konfiguraci piijmeme s pravdépodobnosti* min{1, R}.

4. Spocitame piispévek X*+1D ke stiedni hodnoté a testujeme, zda mame vypocet

stfedni hodnoty ukonc¢it, napi. podle poc¢tu krokt. Pokud ne, vratime se do bodu 1.

Pro minimalizaci E7 pfes hodnoty varia¢nich parametri {n} lze v principu pouzit
rizné numerické metody. V nejjednodussim piipadé, kdy mame pouze jeden parametr
z kone¢ného intervalu, provedeme prosté vypocet pro vybrané (obvykle ekvidistantni)
rozdéleni intervalu, eventualné v dalsim kroku toto rozdéleni zjemnujeme.

Varia¢ni metoda QMC byla tspésné pouzita pro vypocty energii zakladniho stavu
jak spojitych systému (atomi a molekul), tak pii studiu kvantovych miizkovych modeli.
Jejim nedostatkem je omezeni na nulovou teplotu, neumoznuje tedy pocitat teplotni za-
vislosti termodynamickych vlastnosti.

10.3 Simulace pri konecéné teploté

10.3.1 Princip metody

Zatimco varia¢ni metoda predstavuje koncepcné jednoduché rozsireni klasického piipadu
zékladni princip metody, kterd je zaloZend na aproximativnich formulich pro operator
exp (—57:(> a nasledném prepisu vyrazu pro stfedni hodnotu do tvaru sou¢tu mnoho-
nasobnych soucinti. Protoze tento vyraz ma tvar drahového integralu, oznacuje se tato
metoda nékdy jako ,path integral quantum MC*, jindy se vSak nazyva kanonické kvan-
tové MC. V literatufe se ovSem setkame s fadou dalsich nazvi (grandcanonical, worldline
quantum MC, projector quantum MC, atd.) oznacujici rtizné specifické varianty®.

Termodynamické vlastnosti kvantového systému popsaného hamiltonianem H jsou
urceny partiéni sumou (2.23). Pfimy vypocet stopy je pro interagujici mnohocésticové
systémy obvykle nemozny. Nezname bazi, v niz je hamiltonian diagonalni a v niz bychom
snadno spocetli vSsechny Boltzmannovy faktory <a ‘exp (—67:[)‘ a>. Formalné lze vsak
vzdy celkovy hamiltonidn napsat jako soucet nékolika operatort H = I H,, z nichz
kazdy muze byt zvlast diagonalizovan. Pak lze vypocet provést pomoci vhodné aproximace
pro operator exp(—ﬁﬂ). Tyto aproximace jsou zaloZeny na zobecnéné Trotterové formuli
[20] (nekdy téz nazyvané Trotterova-Suzukova), ktera fika, ze

A

exp [Al + A+ flq] = lim [exp (“:;) exp <":;> -+ - exp (“jj)] . (10.12)

A

m—00

4Pro riizné varianty algoritmizace tohoto kroku viz odd. 4.2.4.
5S témito dalsimi variantami se miZe ¢tenai sezndmit napt. v élancich Schmidta a Ceperleya, a De
Raedta a von der Lindena ve sborniku [18].
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Pro jednoduchost uvazujme rozklad hamiltonidnu na dva operatory, H = Hi + Ho. Ze
vzorce (10.12) pak pro ¢ = 2 dostaneme Trotterovu-Suzukovu formuli:

exp [—B (7‘21 + 7‘22)] = lim [exp (—57:{1> exp <—5ﬂ2>] , (10.13)
a odtud

Z = 'rr]i%o L s (10.14)

kde .

_ B B
Zm ="Tr |exp | ——H1 | exp | ——Ha2 ) (10.15)
m m

Abychom pfesli od operatoril k ¢isltim, vlozime mezi jednotlivé exponencidly identity®
typu >, |a){a] = 1 a ziskdme tak vyjadieni pro Z,, jako fadu soucinti spoditatelnych

maticovych elementii:

z = Jn ¥ (o

e€xp <_§1ﬂ1> ’ 71> <71 €xp <—5L7%2>
{a;} {7}
{250 o)
m m
X e X <am exp <—£ﬂ1> ‘ 7m> <7m exp <—7i7:[2>

Indexy j = 1,---,m v {a;} a {v;} rozlisuji jednotlivé sumacni indexy. Suma pfes a;
je puvodni suma pro vypocet stopy. Poznamenejme, ze zasadni je rozklad hamiltonianu
a volba mnoziny stavii {a} resp. {7} tak, abychom mohli vSechny maticové elementy
spocitat.

Vyraz (10.16) muzeme interpretovat nasledujicim zptisobem. Za¢néme se stavem |a;);
pak se systém vyviji pomoci evoluéniho operatoru exp(—ﬁ?%l) s imaginarnim c¢asem do
stavu |1). Nésleduje vivoj s operatorem exp(—GHs) do stavu |ay), atd., aZ po 2m krocich
se systém vrati do stavu |ay). Sumace pres stavy {o;} a {v;} v (10.16) odpovida souctu
pres vSechny mozné trajektorie systému. V limité m — oo tak dostavame vyraz pred-
stavujici reprezentaci particni sumy pomoci drahového integralu. Proto se tedy metoda
nékdy nazyvana ,path integral quantum MC“.

)

a1>. (10.16)

B PrestoZe operator, ktery aproximujeme, je pozitivné definitni, neni diivod ocekdvat, ze jednotlivé maticové
elementy budou pozitivni. Ve skutecnosti jsou nékteré nulové nebo dokonce negativni. Drahy obsahujici nulové
maticové elementy nepfrispivaji do celkové parti¢ni sumy a miZeme je povazovat za zakazané, ostatni jsou
pripustné. K problému zapornych znamének se vratime v podkapitole 10.3.4.

Néahrada ptvodniho vyrazu exp(—ﬁﬂ) aproximanty z Trotterovy-Suzukovy formule
je presna v limit€é m — oo. V praxi vSak tuto limitu neprovadime a uvazujeme jen
konecné m s tim, ze prislusné korekce lze zanedbat. Misto skutecné particni sumy tedy

6U¢inime tak (2m — 1) krat; (m — 1) krat mezi soudiny {exp(f%ﬂl)exp(f%ﬂg) a m krat mezi
exp (—%7‘21) a exp (—%7‘22)
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pocitame aproximant Z,,. Jak vSak spocitat Z,, a stfedni hodnoty veli¢in? Jak jiz bylo
feceno, prvnim krokem je zvolit rozklad hamiltonianu tak, aby prislusné maticové elementy
bylo mozno vycislit. Pak je tfeba secist fadu konecného poc¢tu komplikovanych soucint
(10.16). Pomineme vyjimecéné piipady, kdy soudet lze provést analyticky, a ukdzeme, jak
lze vypocet uskutecnit pomoci metody MC. Pro zjednoduseni notace oznac¢ime soubor
stavli {|ay), |v;) }j2, predstavujici uzavienou drahu jako A. Pak miizeme psat

Zo =3 g(A), (10.17)

kde g je urcita funkce moznych drah. Pro stiedni hodnoty veli¢in mtizeme napsat

_ SaX(A)g(4)

W ==

(10.18)

Jestlize g(A) > 0 pro vSechny pfipustné A, pak jsme ve stejné situaci jako pfi vypoctu
stfednich hodnot v klasické statistické mechanice a mtZzeme pouzit Metropolisovu (&
jinou) simula¢ni metodu MC vysvétlenou v kapitole 4, jen misto rozlozeni w(A) pouZzijeme
g(A). Pfedmétem naseho vypoctu bude systém, jehoZ stav je dan drahou A, tj. 2m stavy
ptvodniho kvantového systému. O problémech spojenych s moznosti g(A) < 0 pojedndme
v 10.3.4.

10.3.2 Izomorfismus kvantovych a klasickych systému

Zde uvedeme konkrétni priklady tpravy parti¢ni sumy pro dva jednoduché kvantové mo-
dely, transverzalni Isingtiv model a molekularni systém, a ukazeme, Ze kvantovému sys-
tému muze odpovidat klasicky v prostoru s dimenzi o jednotku vétsi.

Z forméalniho hlediska lze proceduru uvedenou ve vzorci (10.16) chapat také tak, ze
k dosavadnim D prostorovym soufadnicim pfibude dalsi nova soutadnice reprezentovana
diskrétnim indexem j. Tato nova soutradnice se nazyva Trotterova. Lze téz Tici, ze jeji
zavedeni je diisledkem nekomutativnosti kvantovych operatortt. Nékdy se uvadi, ze kvan-
tovému systému v D dimenzich odpovida klasicky systém v D + 1 dimenzich. To lze
formalné zapsat jako

Z = TPV exp [H (0, 8))] (10.19)

kde jsme zavedli klasicky efektivni hamiltonian Heg, ktery vznikl formalnim pfepisem vy-
razu (10.16) zpét do tvaru stopy z exponenciély ¢iselného vyrazu. O této transformaci
se mluvi jako o teorému ekvivalence, ale ve skutecnosti se nejedné o teorém, nebot ekvi-
valenci nelze obecné dokazat, a jen ve specialnich piipadech existuje izomorfismus mezi
D-dimenzionalnim kvantovym a (D + 1)-dimenzionalnim klasickym systémem. Navic roz-
klad hamiltonidnu neni jednoznacny a riizné rozklady mohou vést na rtizné Hee. Dilezité
vsak je, ze pokud je ptivodni kvantovy hamiltonian kratkodosahovy, lze najit takovy
rozklad, Ze i Her je kratkodosahovy. Ted uvedeme dva konkrétni piiklady ekvivalence
kvantového a klasického systému.
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Priklad 1

Prvnim ilustrativnim piikladem je jednodimenzionalni transverzalni Isingtiv model” defi-
novany hamiltonianem

~

N N
H=-JY 6768, - Z& : (10.20)
=1 =1
Operatory ¢ jsou Pauliho o-matice (2.54). Uplny soubor stavii pro tento hamiltonian je
dan 2V vektory
[{s;}) =Is1) @ |[s2) @ - @ [s1), (10.21)

kde |s;) je vlastni stav operatoru O'J(-Z) odpovidajici kvantovym ¢islim s; = 1 a —1 pro

vrchol j. Symbol {s;} oznacuje souhrnné hodnoty kvantovych ¢isel na vSech vrcholech.
Pouzijeme-li rozkladu

||Mz

pak analog vzorce (10.16) je

> > <{331}

{570} ()}

<{sﬂ}

o ()

N
s, B=hY 6", (10.22)
=1

() o (2 1)

e ) {sﬂ}> (s} oo (2 ) {s33}>
T )

Zde jsme index oznacujici riizné mnoziny stavt pridali k indexu vrcholi a misto stavu
|7) jsou uzity stavy oznacené ¢arkou. Nyni potiebujeme vyjadfit maticové elementy. Pro
operator A ktery obsahuje jen diagonalni operatory o), lze snadno pfimym vipoctem

nalézt
o (2

kde k,, = J/m. Pro operator B plati

<{sjk} exp < )‘{sjk}> ﬂ [ s, cOsh <f:> + (1= 4,4 ) sinh (f:)] . (10.24)

=1
Tento vyraz je presny, ale na rozdil od vyrazu pro operator A nemé tvar exponencialy.
Miizeme jej vsak do tohoto tvaru prepsat pomoci relace

26k
Jss cosh <M> + (1 — ds5) sinh (ﬁh> Smhém) exp (Ymss’) (10.25)

m

ol

{Sjk}> = exp (Fém D SikSiv, k> I 6 (s 85) - (10.23)

=1 7j=1

"Pfestoze se v nazvu objevuje Isingtiv model, nejedna se o klasicky hamiltonian, ale o kvantovy model,
protoze hamiltonidn je maticovy.
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kde

m

Y fln coth (ﬂh) (10.26)

Pak

N
exp ( )‘ {sjk}> = konst x exp (%n > s;-ksij) . (10.27)

J=1

({550}

Po vynechani nepodstatné konstanty mtzeme cely vyraz pro Z,, prepsat do tvaru

= Y exp(—OHer), (10.28)
{S]k}
kde K ~
Het = = > SijSis1y — 5 D SijSij+l, (10.29)
B 5 B 5

coz je klasicky anizotropni® Isingfiv model. Tim jsme explicitné pfeformulovali kvantovy
problém (s maticovym hamiltonidnem) na klasicky problém v prostoru o jedni¢ku vétsim.
Misto L spint s; jsme zavedli m x L spind s;; a tyto spiny na miizce m x L interaguji
pomoci efektivniho klasického hamiltonidanu H.s. Ekvivalence je zfejma diky tomu, ze
puvodni model byl diskrétni stejné jako Trotterova souiadnice, ovSem presné plati jen
v limité m — oo.

Podobn)'f postup pro rozvoj a flpravu maticovych elementfl lze pouiit S Vhodnymi
nencialniho tvaru obvykle neni mozny a skonc¢ime u vyjadfeni typu (10.17). Napft. pro
Heisenbergtiv hamiltonian v jedné dimenzi ziskdme g obsahujici interakce ¢ty spini po-
dél plakety (nejmensiho ¢tverecku na miizce) v prostoru spini s;; na mifzce m x L. Vztah
(10.19) zustava formélni, to vSak z hlediska aplikace metody MC nevadi (detaily viz [19]).

Priklad 2
Druhym ptikladem je spojity model pro N atomi popsany hamiltonidanem

1
H=-hm">" o v + UM, (10.30)

i

kde U je celkova potencidlni energie systému. Pro jednoduchost zapisu vSak budeme
demonstrovat postup na piipadu systému dvou atomti, N = 2. Parti¢ni funkce je

1 N
Zoyr = o /(r1r2|e_5H|r1r2) dr; dr,. (10.31)
Na rozdil od predchoziho pfipadu nemame hamiltonian ve tvaru souctu dvou operatort
a souvislost s pfedchozim pfipadem je tedy pouze formalni, nebot rozloZeni exponencialy
na souéin ¢lenti je exaktni. Hamiltonian pouze prepiSeme jako soucin m ¢lent H/m,

1

Qavr = 2 /(rlrg\e_ﬁﬂ/m .. .e_ﬂﬂ/m\r1r2> dr; dr,, (10.32)

8 Anizotropni proto, Ze interakéni konstanty ve smérech i a j se lisf
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atom 1 atom 2

Obrazek 10.1: Grafické znizornéni integrandu rov. (10.36)

a mezi exponencialy vlozime jednotkovy operator dany jako integral pres dvoucasticové
stavy |rirs):

1 1 3.3 1
Qavr = 2, /(rlrz\e ﬁH/m|r1r2><r1r2|e I eded) L (e e ﬁH/m|r1r2>dr1~-- dry’

= o [ (el D)0t 2) oy idek 2)ar} . dry L (1039

kde rt = 1y, r? = 1y a p(rir|rir); 3/m) je dvoucasticova matice hustoty. Misto jed-
noho integralu pres diagonalni elementy mame nyni mnohonasobny integral obsahujici i
elementy nediagonélni. Smysl tohoto zdanlivého zesloziténi problému spociva v tom, ze
faktor 3/m, ktery predstavuje prevracenou teplotu, jde pro velkd m k nule a tedy uvedené

podsystémy mutzeme efektivné uvazovat za vysoké teploty; matici hustoty mizeme tedy
aproximovat semiklasickou limitou,

p(rarplrery; 5/m) & pyole. €Xp {—i[U(ra, ry) + Ul(rg, rl)]} ) (10.34)

kde ze vzorce (2.27) pro matici hustoty volné ¢astice dostaneme

3
m;
Pyole. (Lalp|Trry) = <27Tﬁ712> exp [ 257’12(‘% ri? + |ty — rl\Q)] ) (10.35)

Déame-li nyni vse dohromady, dostaneme pro parti¢ni funkci Zsy 1 vyjadieni

mm;
Zoyvr R <2ﬂﬁh> /dr1 . drl?

mm; m m
Xexpl—w(|r}—r§2+...+|rl—r + ey — e3P+ ) —r§|2)1
X exp [-i(U(r%r;) +. U (10.36)

Jestlize si peclivé prohlédneme argumenty a indexy, je interpretace tohoto vyrazu velmi
jednoduché. V prvni exponenciale méame potencialni energii dvou soustav spirazenych har-
monickych oscilatort: jedna soustava spojujici nové fiktivni ¢astice souvisejici s realnym
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atomem 1 a druha spojuje fiktivni Castice souvisejici s redlnym atomem 2, viz obr. 10.1.
Jinymi slovy, na pivodni atomy mutiZzeme nyni nahliZzet jako na Tetizkové polymery, je-
jichz stavebni jednotky (monomery) jsou spojeny pruzinami (ovSem jejich rovnovéaznéa
intramolekularni vzdélenost je nula!). Druhd exponencidla pak obsahuje jisté vybrané pa-
rové interakce mezi monomery jednotlivych polymerti: i-ty monomer jednoho ,,polymeru”
interaguje pouze s i-tym monomerem druhého ,,polymeru®.

Vyse uvedenym postupem byl piivodni kvantovy problém N atomil preveden na pro-
blém N polymernich molekul s presné definovanymi klasickymi interakcemi a lze nyni
pouzit jak bézné MC, tak i MD simulace. S rostoucim m roste efektivni teplota a do-
stavame lepsi aproximaci kvantové particni funkce, ktera je exaktni v limité m — oo.
V reédlnych simulacich musime pro m volit rozumny kompromis. S rostoucim m (a teplo-
tou) roste silova konstanta oscilatoru, na druhé strané vsak klesa vnéjsi sila pisobici na
jednotlivé monomery. V MC simulacich to znamené pojednat oddélené intramolekulérni
pohyby od pohybt molekuly jako celku. V- MD simulacich ¢asova méritka pro intramo-
lekularni a intermolekularni pohyby se pro velkd m znacné lisi, coz vede k podstatnému
zmenseni ¢asového integracniho kroku.

B Jednoduchym prikladem, jak ovéfit presnost vyse uvedeného postupu, je simulovat kvantovy harmonicky
oscilator pro fadu hodnot m, nebot zndme presné oba mezni pfipady, klasicky pro m = 1 a kvantovy pro
m = oo (viz Gloha 11.21 na str. 173).

Zde popsanou metodu lze povazovat za ,primitivni“ implementaci pouziti drahového
integralu, jejimz zakladem je hrubé aproximace matice hustoty. Existuji samoziejmeé lepsi

metody pouZivajici pro matici hustoty piesnéjsi aproximace®.

10.3.3 Fermionové systémy

V této casti naznacime, jak se QMC pouziva pro fermionové modely, pficemz se vSak
omezime jen na miizkové systémy. V tomto piipadé se pouziva formalismus druhého
kvantovani jak pro zapis hamiltonanu, tak pro konstrukci iplné mnoziny stavi. Postup
je analogicky jako u spinovych modelt (viz ptiklad 1 na str. 154). Zde jej naznacime pro
ptipad bezspinovych fermiont (2.55) v jedné dimenzi.

Pouzijeme rozklad

L L
H=Hi+Hy,  Hi=—tY ([t +a/,a), Ho=UY i, (10.37)
=1

=1

kde L je pocet vrcholt. Z,, poc¢itdme podle vzorce (10.16), pficemz vkladany jednotkovy
operator je dan souctem pres Gplnou mnozinu stavi a ma tvar

i1 i
{i1<<in}

9Napi. K. S. Schweizer, R. M. Stratt, D. Chandler a P. G. Wolynes: J. Chem. Phys. 75, 1347 (1981).
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kde N = Y& (n;) je pocet Castic. VSechny maticové elementy miZeme vy¢islit a po
trochu delsim vypoc¢tu dostaneme vysledek [19]

1 oo ) 7 [28t ,
I = ﬁ Z Z H H s1gn (P )] Waln,k_ln,k-&-l

" {in<<in}y POV k=1n,i=1
U

X €xp <—B5 (ks Tar: + 1)) ; (10.39)
m

kde {i; < --- <y}, jsou soufadnice N &astic v k-té Trotterové vrstvé, P™Y) predstavuje
permutaci na mnoziné {1,--- N} a

I(z,0)= iicos (27Tqu> exp {z cos (2261)] : (10.40)

Vztah (2.55) mé tvar odpovidajici zépisu (10.17), pficemz A predstavuje piipustnou kon-
figuraci N x m ¢astic na mfizce s L X m vrcholy. Vyraz za sumou 3 ¢ <.y, J€ g pro
tuto konfiguraci. Nyni aplikujeme algoritmus QMC.

V pripadé Hubbardova modelu mtzeme postupovat podobné, ale navic pouzijeme
tzv. Hubbardovu-Stratonovi¢ovu transformaci a pomoci ni odstranime mnohocasticové
interakce, ovsem za cenu zavedeni novych ¢iselnych proménnych s;.. Z,, je pak dano
jako suma pres tyto nové proménné. Pro detaily zde odkazujeme Ctenaie na specialni
literaturut?,

10.3.4 Znaménkovy problém

Nyni se vratime k obecnému vzorci (10.17) a k poznamce o tom, Ze maticové elementy
mohou byt i zaporné. Obecné nejen jednotlivé maticové elementy mohou byt zaporné,
ale 1 jejich soudin, tj. jednotlivé ¢leny g(A) v souctu Y-, g(A), mohou byt zaporné. Pak
ovéem ¢(A) neni pravdépodobnostni rozloZeni a predchozi postup nelze pouzit. V nékte-
rych piipadech, jako napf. u uvedeného transverzalniho Isingova modelu, tento problém
nenastava a metoda kanonického QMC je v poradku. Jedna se vSak o vyjimky a ve fyzi-
kalné zajimavych ptipadech tento problém bohuzel vyvstane. Je to zasadni metodologicky
problém kanonického QMC, ktery dosud neni uspokojivé vyfesen. Pivodné byl znamén-
kovy problém pripisovan pouze fermionovym systémtm, ale jak uvidime, je to obecny
problém spocivajici v metodé samé. Nasledujici jednoduchy piiklad ilustruje, jak dochéazi
ke vzniku ¢lentl se zdpornymi znaménky.
Uvazujme hamiltonian
H=as® +b6W. (10.41)

Odpovidajici kvantovy problém je samoziejmeé trividlné resitelny, aplikujme vsak pred-
chozi aproximativni postup s rozkladem, jako kdybychom feseni neznali. Pro aproximant

Z,, dostaneme
cosh (ﬁa) cosh (ﬁbﬂ
m m

10Napt. prehledy H.-G. Matuttis a I. Morgenstern ve sborniku [26] a H. De Raedt a W. von der Linden
ve sborniku [18].

Ty =
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i
Osgnes T 5 {8k = skaa)to , (10.42)

X Z Z ﬁ [58198; + (1 — (5Sks;€)ta] X

{sk} {s},} k=1

kde t, = tanh (%) a t, = tanh (%) Snadno se presvédcime, ze jednotlivé prispévky
nejsou pozitivni. Péknym rysem tohoto prikladu je, Ze zdpornych znamének se miizeme
zbavit, provedeme-li v prostoru spint transformaci 6® — 6(), takze H — H = a6@ +
b6 a p¥islusny aproximant je

Ly = Z ﬁ [53k3k+1 + cosh <€s> + (1 — 55k5k+1) sinh <€rj>] exp (—frl;skﬂ) (10.43)

{sk} k=1

a obsahuje jen pozitivné definitivni prispévky. Tento priklad ukazuje, ze vznik negativnich
prispévki je disledkem vybéru reprezentace stavi v kombinaci s aplikaci Trotterovy-
-Suzukiho aproximace. Obecny postup, jak se negativnim pfispévkim vyhnout, vsak neni
zZnam.

Jeden zpiisob, jak obejit znaménkovy problém, je pfejit od distribuce g(A) k |g(A)|.
Pak 7(A) = |g(A)|/ X 4]9(A)| je pro vSechny piipustné drahy dobré pravdépodobnostni
rozlozeni. Vyraz pro stiedni hodnotu pak miizeme piepsat do tvaru

(x) = ZaX(A)sien (9(4)) (4) _ (X3)
S asign (g(A)) m(A) (5)

kde § predstavuje operator znaménka. Znaménko se tak zahrne do pocitaného vyrazu.
Stfedni hodnoty v (10.44) se pocitaji na zakladé Markovova procesu s limitnim rozloZe-
nim 7(A). Vypada to jako elegantni trik, ale méa nékolik problémi. Nejprve je tieba si
uvédomit, Ze rozlozeni w(A) je umélé a nemusi prednostné zachycovat prispévky z fyzi-
kalné dilezitych ¢asti konfiguracniho prostoru. Kdyz g(A) ¢asto méni znaménko, mame
jak v citateli <X ), tak i ve jmenovateli (§) mnoho pfispévki, které se vzadjemné rusi
a obé veli¢iny vykazuji silné statistické fluktuace, coz zvysuje pozadavky na potiebnou
statistiku a uréeni (X') muze byt v praxi velmi obtizné. Voditkem je velikost pramérného

Yz

(10.44)

se bohuzel, Ze § exponenciilné klesa s inverzni teplotou (v ptipadé Hubbardova modelu
téz se silou interakce), a proto je velmi obtiZzné ziskat vysledky v oblasti nizkych teplot
(silnych interakci).

Pres uvedené potize je tieba fici, ze stejné jako v pripadé klasického MC jsou po-
tencialni aplikace QMC velmi rozmanité: od atomové fyziky pres kvantové kapaliny az
po pevné latky. Prestoze mnoho usili bylo vénovano na jeho zdokonaleni napt. v souvis-
losti se silné korelovanymi mnohacasticovymi systémy nebo kvantovou teorii pole, jeho
bezproblémova aplikovatelnost je stale omezena na pomérné malou skupinu modeli a je
jesté treba prekonat fadu prekazek, aby se QMC stalo tak uziteCnym nastrojem, jako je
klasické MC.

10.4 Ab nitzo simulace

Potencialy pouzivané v simulacich klasickych systémii pti studiu konkrétnich latek jsou
zpravidla empirické nebo semiempirické (obsahuji parametry, které se nastavuji podle ex-
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perimentalnich dajii)!!Potiz téchto potenciali je, Ze jsou specidlni pro dany material ¢i
dokonce typ ulohy a nejsou tedy obvykle prenositelné na problémy, které nebyly explicitné
uvazovany pfi fitovani parametri. Tyto potencidly lze s ispéchem pouzit pro modelové a
kvalitativni vypocty, jestlize je v8ak aplikujeme na novy jev (napf. pouZijeme-li potenci-
alt ziskanych fitovainim na objemové vlastnosti pfi studiu povrchovych jevil), nemizeme
ocekavat kvantitativni souhlas s experimentalnimi vysledky. Situaci lze vylepSovat zvy-
Sovanim poctu fitovacich parametri, ale je zjevné, Ze to je spiS pomoc v nouzi nez prava
cesta ke spolehlivym potencialtim.

Vyjdeme-li z kvantové teorie, miizeme napsat presny hamiltonian obsahujici vzajemné
pusobeni jader a jejich elektronovych obali (2.46). Nalezeni spektra tohoto operatoru je
slozity problém, v mnoha pfipadech vsak muzeme pouzit Bornovu-Oppenheimerovu apro-
ximaci a dostavame hamiltonian Hp pro elektronovy systém (2.50), ktery zavisi paramet-
ricky na polohéach jader atomt. Kdybychom byli schopni nalézt vlastni stavy a odpovida-
jici vlastni energie, mohli bychom v principu zkonstruovat pfesny meziatomovy potencial.
Pfi feseni vsak narazime na problém mnohocasticovych korelaci, ktery neni mozno presné
vytesit. Existuje nékolik standardnich metod, jak elektronovy problém fesit pii rizné
urovni aproximaci. Na jedné strané jsou to kvantové-chemické metody typu konfiguracni
interakce, které zapocitavaji korelace, ale jsou vhodné spise pro malé systémy. Opacénym
extrémem je redukce na jednocasticovy problém pii aproximaci Hartreeho-Focka, tj. iplné
zanedbani korelaci. Jednocasticové aproximace davaji nékdy prekvapivé dobré vysledky,
napi. pro jednoduché kovy. V fadé ptripadii, napi. pro tranzitivni kovy, vsak potiebujeme
prispévky od korelaci zapocitat.

V 60. letech bylo nalezeno vypocetni schéma zalozené na tzv. funkcionalu hustoty, které
je od té doby trvale vylepsovano a predstavuje dnes standard pro vypocty elektronové
struktury. Umozniuje spocitat vlastnosti latek (napf. mfizkovou konstantu krystalu, struk-
turu s nejmensi energii atd.), je-li zadan pouze typ atomd, z nichz se latka sklada. Takovy
typ vypocti, které neobsahuji nastavitelny parametr nebo empiricky vztah, se oznacuje
jako vypocet z prvnich principt (ab initio). Z téchto vypocti mizeme tedy ziskat v ramci
dnesnich moznosti nejpresnéjsi meziatomovy potencial. Obvykle jej vSak nezname expli-
citné jako funkci meziatomové vzdalenosti, ale vysledkem viypoctu je celkova potencialni
energie pro danou konfiguraci atomti. To vSak neni na zavadu, protoze v praxi nas spise
zajimaji vlastnosti studovaného systému. Napi. pomoci vhodné minimaliza¢ni metody se
hledd minimum celkové potencialni energie a tak se urcuji rovnovazné polohy atom.

Pojem ab initio neznamena piesny. Jak uvidime dale, konkrétni implementace metody
funkcionalu hustoty obsahuje nutné aproximace. Také je tfeba upozornit, ze temto termin
je ponékud odlisné chapan v oblasti fyziky pevnych latek a ve fyzikalni chemii. V prvnim
pripadé se ab initio vypoctem obvykle rozumi vypocet zalozeny na nékteré z variant funk-
cianalu hustoty. Fyzikalni chemici jsou k moznostem metody fukcionalu hustoty ponékud

vvvvvv

pojmem ab initio metodu s kontrolovanou zanedbatelnou aproximaci.

HMéné se pouzivaji ¢isté ab initio potencialy, kdy se vysledky kvantovych vipocti (napf. pro dvojici
molekul) nafituji na vhodny funkéni tvar a s vyslednym potencidlem se dale pracuje (kvantové ¢ klasicky).
Nezaménujte tento postup s ab initio simulacemi!
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10.4.1 Funkcional hustoty

Elektronovy hamiltonian He (2.50) popisuje nehomogenni elektronovy plyn v poli iontii
s libovolnymi polohami. Prekvapivé se ukazuje, Ze k urceni energie nedegenerovaného za-
kladniho stavu nepotiebujeme komplikovanou mnohocasticovou vinovou funkci, ale staci
znét nehomogenni jednoelektronovou hustotu p.(r). Zakladem medody funkcionalu hus-
toty jsou dvé nasledujici tvrzeni, ktera uvedeme bez dtikazu'?.

Tvrzeni 1. Celkova energie systému interagujicich elektronti a iontd pro danou pozici
ionti {R;} je jednoznacnym funkcionalem hustoty elektroni p,(r).

Tvrzeni 2. Funkcional nabyva minima pro hustotu odpovidajici zékladnimu stavu.

Tim se slozity mnohocasticovy problém prevede na jednodussi, jimz je nalezeni mi-
nima funkcionalu v prostoru funkci jedné vektorové proménné. Potiz je ovSem v tom,
ze explicitni tvar funkciondlu neni znam. Je proto tfeba nalézt jeho ptiblizny tvar. Nyni
naznacime, jak funkcional hustoty pouzit pro feseni elektronového problému.

Napiseme-li explicitné znamé cleny, dostaneme pro energii vyraz

obsaz

E[{u}, {R}] = 2 Z / W () <—;v2> (r) dr + / U™ (r)pe(r)dr  (10.45)

AV

e [ p(D)pelr))
+—/Ldrdr’+Exc ()] + 2y
_ o))+ S e

v —r'|

piicem? elektronova hustota je vyjadfena pres vinové funkce p.(r) = 23977 |¢;(r)[? a
hranaté zavorky vyjadiuji, Ze E[-] je funkciondal. Prvni ¢len pfedstavuje kinetickou energii
elektront, kde se s¢itd pouze pres obsazené stavy (koeficient 2 je ddn dvéma moznymi
orientacemi spini), a 1;(r) jsou jednocasticové vlnové funkce, pro néz pozadujeme splnéni
podminek ortonormality [ (r)y;(r)dr = §,;. Druhy ¢len popisuje interakci elektront
s celkovym vnéjsim potencidlem U* danym polohami iont. Dalsi ¢len je coulombickd
interakce elektroni. Clen E*¢ zahrnuje neznamou &ast funkcionalu a nazyva se vyménné-
-korela¢ni funkcional. Posledni ¢len je coulombicka interakce iontii.

Obvykle se predpokladé, ze funkcional E*¢ lze ptiblizné vyjadrit ve tvaru
B = / V(1) pe (r) dr | (10.46)

kde v*°(r) je lokalni potenciéal zahrnujici vyménné a korela¢ni efekty. Tento krok se nazyva
aprozimace lokdlni hustoty (local density approximation, LDA). Potencidl v*°(r) se dale
aproximuje riznymi zpusoby.

B Nejjednodussi aproximace pochazi od Slatera'3
3
3pe
V(1) = v, = —3c%a [p(r)} , (10.47)

kde o € (2/3,1).

12Podrobnéji viz P. Hohenberg a W. Kohn: Phys. Rev. 136 B, 864 (1964).
13]. C. Slater: The Self-consistent Field for Molecules and Solids. McGarw-Hill, New York 1974.
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Pozdé&ji byly na zakladé& vyrazii pro homogenni elektronovy plyn navrzeny dalsi parametrizace!*, které viak
vedou k podobnym vysledkim.

Zname-li funkcional E[{1;}, {R;}], pak interakéni potenciadl pro ionty je dan jeho
minimem pfi pevnych polohach ionti

B({R.}) = min B[{}. {R.}]. (10.49

Z interakéniho potencidlu ®({R;}) 1ze urcit derivacemi podle soufadnic iontti meziatomové
sily.

Minimum funkcionalu lze hledat rtiznymi metodami, obvykle se pouziva varia¢ni prin-
cip. Dostaneme tak Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

2 / XC
2 ex 2 p(r’) dE*(p)
o V() e /|r_r,| dr' + "= L () = (), (10.49)
kde UH (r) = ¢? [ dr’ ‘f (f;?‘ je Hartreeho potenciél a funkcionalni derivace 6E;;(p ) se v apro-

ximaci LDA redukuje na v*°(r).
Soustava (10.49) se nazyva Kohnovy-Shamovy (KS) rovnice'*. Funkce ¢;(r) pro jed-
notlivé elektrony se pri feSeni rozvinou do vhodné baze, jedna se tedy o feseni maticového

vvvvvv

nebot zavisi na elektronové hustoté, kterd je ale urcena vyslednym feSenim pro vlnové
funkce {1;}. Reseni soustavy se hled4 itera¢ni metodou tak, aby bylo self-konzistentni.
Dalsi rozdil od Schrédingerovy rovnice je, Ze jednoelektronové energie ¢; nemaji primy
fyzikalni vyznam.

Schematicky algoritmus pro feseni KS rovnic je nasledujici:

Odhadneme pocatecni hustotu p.(r).
Vypoéitame U (r) a v*(r).
Diagonalizujeme KS rovnice a uré¢ime v;(r).
Provedeme ortonormalizaci ;(r).

Vypoéteme nové p,(r) pro dalsi iteracni krok.

A i o

Testujeme self-konzistenci, tj. zda se p.(r) uz malo lisi od p.(r) z pfedchozi iterace.
Pokud ne, pokracujeme v iteracich a vratime se do bodu 2.

Pouzivaji se i jiné minimaliza¢ni metody, napi. dynamick4 minimalizace®®.

10.4.2 Metoda MD Carova-Parrinellova

7 hlediska aplikace pro MD je zadouci mit co nejefektivnéjsi vypocetni metodu, ktera by
umoznila v kazdém kroku MD vyftesit elektronovy problém a spocitat sily. V roce 1985

14W. Kohn a L. J. Sham: Phys. Rev. 140, 1133 (1965); L. Hedin a B. I. Lundquist: J. Phys. C4, 2064
(1971).

15Pouceni a srovnani s nize uvedenou metodou CPMD Ize nalézt napt. v M. C. Payne: Rev. Mod. Phys.
64, 1045 (1992).
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Car a Parrinello'® zkombinovali funkcional hustoty s MD a vyslednd metoda pro kvantové
MD simulace nese nazev po nich (CPMD). Metoda je zalozena na tom, ze elektronové
stupné volnosti se pojednavaji na stejné tirovni jako polohy iontd. Tato metoda méa vsak
velmi velké vypocetni naroky. Velikost systému je v soucasné dobé omezena na stovky
atomt a c¢asy MD simulaci jsou typicky o jeden fad kratsi nez v klasickém pripadé. Je to
déno jednak tim, Ze pocet stupnt volnosti je vétsi (v kazdém kroku se Fesi nejen pohybové
rovnice pro atomy, ale i pro vSechny elektrony), jednak tim, Ze pozadavek splnéni adia-
batické Bornovy-Oppenheimerovy aproximace vede k velmi malému integra¢nimu kroku
(fadu 1071 s).

Omezime se pouze na princip metody CPMD. Povazujme nejen soufadnice atomi
{R;}, ale i vlnové funkce {¢;(r)} za Casové zavislé, tj. {¢;(r,t)}, {R;(t)}. Cely systém
se vyviji v komplexnim prostoru stavi {¢;(r)} ® {R;}. Pfedpokladejme, Ze potencialni
energie je dana funkcionalem energie E[{1;}, {R}]; obé veli¢iny {¢;(r,t)} a {R(t)} jsou
jeho formalnimi parametry. Pak mtzeme pro tento dynamicky systém napsat lagrangian

obsaz

L= 2 [uldiPdr+ 53 MRS - Bl{u), (R}
+ 204y (/wi(r)w;‘(r)dr—&j). (10.50)

Zde My jsou fyzikalni hmotnosti, 1; nejsou hmotnosti elektront, ale volitelné parametry
(pro jednoduchost polozime v dalsim p; = p). Veli¢iny A;; jsou Lagrangeovy multipli-
katory pro holomorfni podminky ortonormality. Z lagrangianu (10.50) ziskdme pohybové
rovnice obdobnym zptisobem jako v klasickém piipadé, pouze parcialni derivace pres zo-
becnéné soufadnice jsou nahrazeny funkcionalni derivaci:

. 1 OF
,uwi(ra t) = _551/}*0_) + Z Aijwi<r7 t) ) (1051>
. oF

Tyto rovnice uré¢uji vyvoj v komplexnim prostoru stavi {¢;(r)} @ {R;}.
Nyni je na misté otazka, jaky je vztah CPMD k piesné prvoprincipialni MD, v niz
se systém pohybuje po Bornové-Oppenheimerové trajektorii a spravné dynamické rovnice
pro ni jsou
_02({R.})
oR;

Na prvni pohled zde vztah neni. Trajektorie ziskané z obou metod jsou rizné, ledaze
E[{1;},{R}] pravé nabyva minima. Vhodnou volbou parametru p a poc¢atec¢nich pod-
minek pro {1;(r)}o a {¢;(r)}o lze viak dosdhnout toho, Ze odchylka je mald. Kdy7 je
i malé, pak casova skala elektronovych stupni volnosti je mnohem kratsi nez u stupni
volnosti pro jadra, tj. elektrony rychle sleduji jadra. Kdyz pak zvolime pocatecni hodnoty
{1;(r) }o tak, aby odpovidaly minimu energie E[{;},{R}] pro danou poc¢atecni polohu

MR, = (10.53)

16R. Car a M. Parrinello: Phys. Rev. Lett. 55, 2471 (1985).
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iontt {Rs}o, pak pocatecni bod lezi na Bornové-Oppenheimerové povrchu a pfi dosta-
tecné malém p se od néj podstatné odchyli az po Case podstatné vétsim nez MD krok
nebo dokonce je odchylka malé pro celkovy ¢as simulace. To je divod, pro¢ potiebny MD
krok v CPMD metodé€ je o fad kratsi nez u klasické MD.

Algoritmus CPMD je tedy nasledujici:

1. Odhadneme jednocasticové vinové funkce 1); = 1)y.

0E OF

2. Vypocteme hustotu pe(r) a sily fi. = —55=, 3g-
ik

. Integrujeme rovnice 1, = fir pro vSechna i.

3

4. Provedeme ortonormalizaci ;.

5. Integrujeme rovnice M R, = _8%5, pro vSechna I.
6

. Spocteme fyzikalni veli¢iny a vratime se do bodu 2.

Nejnarocnéjsi je vypocet sil v bodé 2. P¥i numerickém feseni pohybovych rovnic v bo-
dech 3 a 5 se uziva standardnich metod MD popsanych v ptfipadé klasickych castic, napf.
Verlettv algoritmus. Pfimocaré je i zavedeni teploty. Stfedni hodnota kinetické energie
obsahuje ptispévek jak od ionti, tak od elektront

obsaz

1 . .
K=Ki+K, K= Y MR, K=2) /u|¢i(r)\2dr (10.54)
I 7

a podle vzorce (5.5) z ni dostaneme teplotu. Existuji a pouzivaji se i dalsi zdokonaleni a
modifikace, napt. verze se spinovou polarizaci, kdy potencialy a vlnové funkce jsou rtizné
pro rizné orientace spinu.

Obrovské vypocetni naroky CPMD a z toho vyplyvajici omezeni pouzitelnosti vedly
k hledani dalsich metod. Jedna z nich je tzv. tésnovazebni (tight-binding) molekularni dy-
namika (TBMD), kter4 je zaloZena na aproximativnim feSeni kvantového problému, avSak
obsahuje fitovaci parametry. Sily potfebné pro MD se poc¢itaji z Hellmannova-Feynmanova
teorému na zakladé znalosti spektra kvantového problému. Svou podstatou je to semiem-
pirickd metoda, kterd vSak umoznuje urcitou miru prenositelnosti pro rtzné fyzikalni
situace. Diky tomu, Ze elektronové stupné volnosti nevstupuji explicitné do pohybovych
rovnic, lze ¢asovy krok volit vétsi (1071% s). Prestoze typicky 95 % vypocetniho casu je
spotfebovano na feseni elektronového problému, jsou vypocetni naroky TBMD podstatné
nizsi nez presnych prvoprincipidlnich vypocti. Technické detaily TBMC presahuji ramec
téchto skript!”.

10.5 Reseni ¢asové Schréodingerovy rovnice

vvvvvv

Pouzivaji se riizné metody: pfima numericka integrace, Casoveé zavisla varianta kvantového
Monte Carla, ¢asove zavisly funkcional hustoty, resp. dynamicka verze vypoctu reakénich
soufadnic. My se zde omezime na prvni metodu, jak je typicky pouzivana v kvantové
chemii pri feseni kinetiky chemickych reakeci.

170dkazujeme ¢tenaie napi. na prehled L. Coulomba v [27], dil IV.
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Casovy vyvoj kvantovych systémi je dan ¢asovou Schrodingerovou rovnici

220 _ HU(L). (10.55)
ot

V ptipadé N kvantovych ¢stic m4 hamiltonidn H obecnd tvar (10.30). Pro konkrétni
aplikace bude vSak hamiltonian pomérné komplikovany. Pii oddéleném popisu pohybu
elektronii a jader mtize mit napf. tvar 2.46, u kvantové-mechanickych vypocti obsahuje
celkova potencialni energie ¢leny popisujici jak intramolekularni tak intermolekulérni in-
terakce atd. Jedna se tedy obvykle o slozity ¢asto mnohaparametricky hamiltonian.

Numericka integrace ma dvé ¢asti. Prvni je volba vhodné diskrétni representace vinové
funkce. Druhé spociva ve vlastni ¢asové propagaci. Obvykle se jedna o neperiodicky (ne-
homogenni) systém. P¥irozenou volbou pro reprezentaci vlnové funkce je tedy néjaka baze
lokalizovanych funkci. Problémem je, ze studovany balik se béhem dynamického procesu
miiZze znacné pretvorit a posunout z pocatecni oblasti a tudiz rozvoj do pevné lokalizované
baze se muze stat nevyhovujicim. Proto se Castéji pouziva diskretizace vlnové funkce na
ekvidistantni N-dimenzionalni miizce (N je pocet stupiiti volnosti). Mfizku je t¥eba zvolit
tak, aby byla dostate¢né velkd a dostatecné husta. Prvni je ddno odhadem mezi prosto-
rové rozlehlosti baliku. Druhé velikosti vinového vektoru, pro vzdalenost mezi miizkovymi
body Az musi platit Az < 7h/kpax-

Reseni rovnice (10.55) Ize formalné napsat pomoci evoluéniho operatoru

~

T(t+ At) = U(AL)T(L). (10.56)

Pro systém s ¢asové nezavislym hamiltonidnem plati

U(A) = exp (‘%Atﬂ) (10.57)

Numerické FeSeni rovnice (10.55) je zaloZeno na rozvoji evolu¢niho operatoru (10.56).
Nejjednodussi tvar nejnizsiho prvnim rfadu

Uh) =1+ Z;ZH + O(h) (10.58)

vsak vede na numericky nestabilni metodu. Proto je 1épe vyjit ze symetrizované formy

U(t+h)—U(t—h) = [exp (?H) — exp @H)] W(t) (10.59)
vedouci na metodu tretiho fadu
U(t+h) =t —h)+ 22’1:7%\1/(15) +O(h?). (10.60)
K odstartovani potfebujeme znat hodnotu v case t — h. Tu ziskdme podobné jako u
Verletova algoritmu pomoci nesymetrické verze propagatoru.

Zbyva Tici, jakym zptsobem provedeme vypocet pisobeni hamiltonianu na vlnovou
funkei, tj. H¥(t). Je-li vinova funkce diskretizovand na miizce, pak ptusobeni potencidlu
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je trivialni nasobeni bod po bodu, protoze operator potencialu je v této reprezentaci dia-
gonalni. Ve stejné reprezentaci je vSak operator kinetické energie nediagonalni. Aproxima-
tivné lze pro vypocet jeho piisobeni pouzit metodu kone¢nych diferenci v souradnicovém
prostoru, tj. pro kazdou souradnici pouzit aproximaci typu

Af(&) = flE+Ac) - (2115))2 T /e AT) (10.61)

Presnéjsi je provést Fourierovu transformaci vlnové funkce do k-prostoru, v némz operator
kinetické energie je diagonalni a predstavuje nasobeni k% a néasledné provést zpétnou
transformaci do soufadnicového prostoru.

Vzhledem k aproximacim je propagace vlnové funkce zatizena chybou, ktera se bude
v ¢ase akumulovat. Podobné jako u klasické molekuldrni dynamiky existuji propracova-
néjsi metody pro propagaci vinové funkce, jimiz se zde vSsak nebudeme zabyvat. Podrob-
nosti a odkazy na literaturu lze nalézt napt. v [38, 39].




Kapitola 11

Priklady ke studiu

11.1 Tekutina tuhych kouli — Monte Carlo

Simulujte metodou MC tekutinu tuhych kouli o priméru ¢ = 1 v periodickych okrajovych
podminkach. Méfte radidlni distribu¢ni funkci. Kompresibilitni faktor z = GP/p urcete
ze vztahu

2T .
z=1+—p lim g(r).

11.2 Tekutina tuhych kouli — molekularni dynamika
Napiste program pro molekularni dynamiku tuhych pruznych kouli v periodickych okra-
jovych podminkach. Mozny algoritmus je nasledujici:
1. Vyjdéte z jednoduché kubické miizky o rozméru 5% nebo 63. Miizkovou konstantu
nastavte tak, aby zlomek stésnani (packing fraction)
y = (objem kouli)/(objem prostoru) = 0.4.
Koulim pfifadte ndhodné poc¢atecni rychlosti (na rozlozeni nezélezi — systém si vy-
robi chaos sam).

2. Pro vSechny pary najdéte ¢as, kdy dojde ke kolizi (pokud k ni dojde). Pro do-
statecné husté systémy staci uvazovat nejblizsi sousedy v periodickych okrajovych
podminkach. Casy kolizi uschovejte v tabulce.

3. Najdéte ¢as prvni nasledujici kolize a vypoctéte nové rychlosti kouli po odrazu.
4. Prepoctéte tabulku cast kolizi a pokracujte bodem 3.

Po zrovnovaznéni stanovte kompresibilitni faktor podle vzorce

—PV—1+ T N
T Rr T T3 EL

kde k = collision rate = pocet kolizi za jednotku casu.

167
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11.3 Lennard-Jonesova tekutina

Simulujte MD metodou LJ tekutinu v periodickych okrajovych podminkach a zmétte tlak.

11.4 Krystalizace

Simulujte MC nebo MD metodou soustavu N atomt interagujicich poten-

cidlem exp-6
w0 =c{agerlo (- D)) -5 (7)
pr— X _— — —_
¢ a—06 P m a—6\r

sa =12, ¢ = r, = 1, uzavienych v kulovité nadobé s odpudivymi sténami danymi
potencialem

u(r)—{o pror < R,

“l(r—R)? pror >R,

kde r je vzdalenost atomu od stfedu nadoby. Pocatec¢ni hustotu volte asi 0.5. Pomalu
snizujte teplotu k nule. Co vznikne?

11.5 Isingtv krystal

Napiste program pro MC simulaci Isingova feromagnetu na kubické mfizce v periodic-
kych okrajovych podminkéch. Monitorujte energii a celkovou magnetizaci (=soucet vSech
spint1). Provedte termélni cyklus: pomaly ohfev z nizké teploty na vysokou a zpéatky.
Vsimnéte si hystereze. Podari se vam odhadnout teplotu a druh fazového prechodu?

11.6 XY model

je soustava jednotkovych vektori n; na ¢tvercové mrizce s hamiltonidnem

H=-)Y mn;-nj=— > cos(6; — ;)

<i,7> <i,7>

kde suma je pres nejblizsi sousedy a 6; je thel, ktery svira vektor n; s osou x. Simulujte
metodou MC. Moniturujte potencidlni energii a celkovou magnetizaci (=soucet vSech
vektorti). Provedte termdlni cyklus: pomaly ohfev z nizké teploty na vysokou a zpatky.
Podari se vam odhadnout teplotu a druh fazového prechodu?

11.7 Vibrac¢ni spektrum molekul

Simulujte metodou MD klastr ¢tyf anionttt Cl™ a ¢tyf kationtt Na™. Ionty interaguji,
kromeé elektrostatickych sil, Lennard-Jonesovym potencidlem s parametry danymi v na-
sledujici tabulce. Parametry Fy,;, a Ry, pro par Na™Cl™ jsou geometrickym primérem
parametri obou slozek.



11.8. KULOVA KVEZDOKUPA 169

e 92 eeee &

17.975, 47.379, 96.634 26.462, 31.439, 34.348 3.510, 3.510, 14.578 138.514, 139.069, 237.569

vy s

Obrazek 11.1: Lokalni energetickd mimima klastru Na,Cl, a vinoéty (v cm™!) tii nejnizsich
fundamentalnich vibraci stanovené metodou diagonalizace matice druhych derivaci poten-
cialu.

ion M Emin Rmin
[g/mol]  [J/mol] o]

Na® 229898 —6724.286 0.10649016

Cl™ 35.4530 —492.827 0.24790916

Vyjdéte z ndhodné pocatecni konfigurace s primérnou vzdéalenosti iontt asi 0.3 az
0.5nm (pozor na prekryvy atomu!). Nejprve naleznéte pfiblizné lokalni mimimum simu-
laci za snizujici se teploty asi do 0.1 K. Vhodny integra¢ni krok je 2fs. Pak nastavte
nahodné rychlosti odpovidajici zhruba 1K a simulujte bez termostatu (v mikrokanonic-
kém souboru) aspon nékolik desitek ps. Méfte po asi 0.01 ps kinetickou energii, piipadné
soufadnice vybranych atomt, dipélmoment apod. a provedte Fourierovu transformaci vy-
sledného konvergenc¢niho profilu. Zobrazte vysledné spektrum a pokuste se pritadit frek-
vence normalnich vibra¢nich médi, vyssi harmonické a kombinac¢ni frekvence. Vysledky
zkontrolujte podle obr. 11.1.

11.8 Kulova kvézdokupa

Simulujte metodou MD systém N hmotnych bodt interagu-
jicich Newtonovym gravita¢nim potencidlem. Jako pocatecni
podminky volte 3D Gaussovo rozlozeni vzdalenosti i rych-
losti, ,teplotu“ urcete z viridlového teorému (2K = —U).
Podaii se vam dostat stabilni hvézdokupu?

Poznamka: je nutno vytesit problém blizkych priblizeni. Lze
pouzit Rungeovu-Kuttovu integraéni metodu (viz 12.4) s pro-
ménnou délkou kroku (napf. Ze hvézda s nejvyssi rychlosti
urazi béhem jednoho kroku max. jednu desetinu nejmensi
vzdélenosti mezi hvézdami).

11.9 Preferencni vzorkovani — ¢astice v gravitacnim
poli
Naprogramujte ptiklad ze str. 103 skript. Méfte (x) i s chybou — chybu je nutno stano-

vit velmi pfesné (viz odd. 12.5). Srovnejte vysledky ziskané s p = 1/2 (Metropolisovo
vzorkovani) a p = 1/3 (preferen¢ni vzorkovani).
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11.10 Model polymerniho fetézce — MD

Uvazujte fetizek N atomii. Sousedni atomy interaguji potencidlem
Ul(rs,rir) = 100[r; — vy [* — 172

a vSechny nesousedni atomy Lennard-Jonesovym potencidlem s ¢ = 0 = 1. Simulujte MD
metodou. Monitorujte vzdalenost koncti fetézce a gyrac¢ni polomér.

11.11 Model polymerniho retézce — entropicka pru-
zina

Simulujte MC metodou housenkového pohybu (reptation) fetizek N atomi s pevnymi
délkami vazeb. Mezi atomy neni (kromé pevnych vazeb) zadné interakce. Koncové body
jsou vSak natahovany stejné velkymi opacné orientovanymi silami ve sméru osy . Stanovte
zévislost ,,vychylky pruziny“ (x; — zy) na sile.

11.12 Simulované Zihani

N soubori o riznych délkach se méa ulozit na co nejmensi pocet disket co nejvyhodnéjsim
zpusobem.

1. Navrhnéte vhodnou hodnotici funkei (,interakéni energii“) U.

2. Navrhnéte MC metodu; jeden zkusebni krok mtize byt pfesun souboru z diskety na
disketu.

3. Simulujte za snizujici se ,teploty“.

11.13 Simulované zihani — problém obchodniho ces-
tujiciho

Necht je ddna mapa obsahujici N mést. Nékterd mésta jsou spojena silnici o znamé délce.
Pro kazda dvé mésta existuje alespon jedna cesta po silnici, ktera je spojuje; téchto cest
miize byt vice, pfi¢emz (v této verzi problému obchodniho cestujiciho) neni pfedem znéamo,
ktera je nejkratsi. Najdéte co nejkratsi uzavienou cestu prochéazejici alespon jednou kaz-
dym meéstem.

1. ,Konfigurace” je tedy posloupnost N nebo vice mést, ,energie” je délka trasy.

2. Abychom se vyhnuli zachovavani podminky, ze dva sousedici ¢leny posloupnosti musi
byt spojeny silnici, mtizeme Tici, Ze nejsou-li dvé mésta spojena, je jejich vzdalenost
rovna souctu vSech vzdalenosti na mapé.

3. Zkusebni kroky MC simulace musi dovolit i zménu po¢tu mést na trase (nékterymi
mésty projdeme vicekrat).

4. Jako pocate¢ni ,konfiguraci® zvolte N-tici (1,2,..., N).

5. Simulujte za snizujici se ,,teploty“.
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11.14 Periodické okrajové podminky

Uvazujte periodické okrajové podminky zalozené na sc, fcc a bee kubickych miizkach.
Odvodte tvary simula¢nich bunék, vzorce pro vypocet nejblizsich sousedt a normalizaci
polohy do zakladni buriky. Je-li kritériem efektivity maximalni hodnota vyrazu (vzdéalenost
stied bunék)/(objem)!/?, které okrajové podminky jsou nejlepsi?

11.15 Nahodna prochazka bez protinani

Uvazujme tzv. dynamickou ndhodnou prochézku bez protinni! (dy-
namic self-avoiding walk) na tthloptickach ¢tvercové miizky L x L, kde
L je sudé. ,Chodec* za¢ne prochazku v bodé (0,0) ve sméru (1,1).
V kazdém vrcholu s pravdépodobnosti 1/2 zato¢i doleva a s pravdé-
podobnosti 1/2 doprava s témito vyjimkami:

1. Nikdy nejde podruhé stejnou cestou.
2. Dole (y = 0) a vlevo (z = 0) se vzdy ,odrazi“ (zaporné souradnice jsou zakazané).
3. Nahote (y = L) a vpravo (z = L) skondi.

Naprogramujte tuto nahodnou prochazku a pouzijte:
1. Generator s posuvnym registrem, napf. (103, 250).
2. Libovolny kongruencni generator.

Zjistéte pravdépodobnost, ze ,chodec* skon¢i nahote (y = L) a pokuste se vysvétlit
pripadné odchylky.

11.16 Vypocet koeficientu difaze

Spoctéte zavislost koeficientu difiize na koncentraci ¢astic pro neinteragujici miizkovy plyn
na ¢tvercové dvoudimezionalni miizce. Srovnejte ¢as potiebny pro ziskani vysledku pro
rtizné koncentrace. Mozné rozsiteni: pro miizkovy plyn s interakci do nejblizsich sousedti a
pravdépodobnosti preskoku ¢astice danou Arrheniovym vztahem spoctéte zavislost diftizni
konstanty na teploté.

11.17 Rovnovazny stav adsorpce a desorpce

Pomoci kinetického MC spoctéte ¢asovy vyvoj pokryti # povrchu pevné latky pro rizné
pravdépodobnosti adsorpce m,qs a desorpce mqes. Pouzijte modelu neinteragujiciho dvou-
dimenzionalniho mfizkového plynu s proménnym poctem castic. Vysledek srovnejte s ana-
lytickym fesenim.

IR.M. Ziff: Computers in Physics 12, 385 (1998).



172 KAPITOLA 11. PRIKLADY KE STUDIU

11.18 Sifeni epidemii

Uvazujte néasledujici model sifeni epidemii na ¢tvercové miizce. V pocatec¢nim konfiguraci
necht je centrélni vrchol ve stavu ,N* (nakaZeny) a vSechny ostatni ve stavu ,Z* (zdravy).
Aktivnimi vrcholy budeme rozumét nejblizsi sousedy vrchold ve stavu , N, ktefi sami jsou
ve stavu ,,Z¢. Aplikujte dale nasledujici algoritmus:

1. Vyber ndhodné aktivni uzel.

2. S pravdépodobnosti 7 jej preved do stavu ,N*, jinak jej preved do stavu ,I*
(imunni).

Odhadnéte kritickou hodnotu pravdépodobnosti onemocnéni 7w, pro to, aby nakaza za-
chvatila cely system. Jak se zméni situace jestlize do systému zavedeme pohyb? Uvazujte
k tomu ucelu napi. nasledujici mechanismus: vyber nahodné dvojici vrcholi a vymeén
jejich stavy.

11.19 Rst snéhové vlocky

Uvazujte hexagonalni miizku v roviné (kazdy vr-
chol ma 6 rovnocennych sousedu). Vrcholy bud
jsou nebo nejsou obsazeny molekulou. Na zacatku
simulace je jen jedna molekula uprostied miizky
Sestitthelnikového tvaru.

Jeden krok simulace popisuje diftizi molekuly z velké vzdalenosti az do okamziku,
kdy se usadi na povrchu ,vlocky*. Molekula se objevi na ndhodné vybraném vrcholu na
obvodu mfizky. Potom molekula ndhodné difunduje — pfeskakuje na libovolny sousedici
vrchol (nemuze vSak opustit miizku) do té doby, kdy dosdhne vrcholu, ktery sousedi
s néjakym jiz obsazenym vrcholem. Tento krok se pak opakuje, az se vytvoti dostatecné
velikd vlocka.

Algoritmus je mozné modifikovat tak, ze k depozici molekuly dojde jen s urcitou
pravdépodobnosti. Tato pravdépodobnost muze zaviset na jiz vytvorené vlocce, naprt.
tak, Ze je zvyhodnén rist smérem, v kterém jiz lezi nékolik molekul.

11.20 PozZar pralesa

Uvazujte ,les“ na ¢tvercové miizce v periodickych okrajovych pod-
minkach. Kazdy vrchol mfizky se mutze nachazet ve trech stavech:
zivy strom, hofici strom, spalenisté. Nova konfigurace se generuje
z predchozi podle pravidel:

1. M&-li zivy strom alespori jednoho hoticiho souseda (ze 4 sou-
sedti), pak vzplane

2. Hofici strom shofi (v nésledujici konfiguraci se zméni ve spélenisté)

3. Na spéalenisti vyroste novy strom s pravdépodobnosti p
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Vyjdéte z konfigurace ndhodné rozmisténymi stromy a spalenisti v poméru 1:1 a s né-
kolika hoficimi stromy. Vhodné p je nékolik %.

11.21 Kvantovy oscilator

Napiste program pro vypocet vlastnich energii kvantového harmonického oscilatoru me-
todou drahového integralu. Urcete pfesnost metody v zavislosti na velikosti ,fetizkového

polymeru“ m.
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Kapitola 12

Dodatky

12.1 Nahodna ¢isla

K Monte Carlo vypoctim jsou zapotiebi ndhodna ¢isla. I kdyz byly ¢inény pokusy o ge-
neratory ,skutecné“ nahodnych ¢isel zalozené na riznych fyzikalnich stochastickych pro-
cesech jako jsou generatory Sumu, prevazna vétsina ndhodnych ¢isel pouzivanych v praxi
vychézi z riznych zcela deterministickych algoritmti naprogramovanych (pfipadné i ,za-
dratovanych“) v pocitaci. Nazyvaji se pak pseudondhodnd ¢isla. Jejich vyhodou, kterou
oceni kazdy, kdo nekdy ladil slozity MC program, je reprodukovatelnost: zacneme-li ze
stejnych pocatecnich hodnot, tj. stejné nésady (anglicky seed), dostaneme stejnou po-
sloupnost pseudonahodnych cisel.

12.1.1 Zakladni algoritmy

7 vypocetniho hlediska lze generator pseudonahodnych ¢isle zapsat jako rekurencit
T :F(n_l,ri_z,...,ri_m), (121)

kde 7; jsou (obvykle) cela ¢isla. Pozadavky na algoritmus lze shrnout takto:
1. perioda generatoru (nejmensi ¢islo p takové, ze 1y, = ;) je co nejdelst;
2. rozlozeni r; je (v daném intervalu) rovnomérné;
3. pary (r;,7i11), trojice (r;, 741, 7i+2), atd. jsou nekorelované;

1. to samé plati pro ,vSechny* funkce fi: pary (fo(rs), fi(ri 1)), trofice (fo(rs), fi(risa),
fa(rit2)), atd. jsou nekorelované;

5. vypocet je rychly.

Vyraz ,vSechny“ v bodu 4. je nutno ¢ist jako ,,vSechny rozumné v praxi se vyskytujici“,
extrémnim piikladem funkce porusujici ndhodnost je totiz sama funkce F. Pro tucely
testovani kvality generatorti se obvykle sleduje rovnomérnost v daném intervalu, korelace
mezi dvéma i vice po sobé jdoucimi ¢isly a ovSem i vysledky MC simulaci jednoduchych
modeld, u nichz zname analyticky vysledek. Pozadavky kvality a rychlosti jdou totiz do

ID. E. Knuth: The Art of Computer Programming. Vol. 2. Addison-Wesley, Reading, MA (1969).
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CONST A=103
CONST B=250
CONST M=255 kde M je nejmensi ¢islo tvaru 28 — 1 takové, Ze B<M
INTEGER n cel€ cislo se znaménkem ¢i bez znaménka takové, Ze M < MAXINTEGER
(MAXINTEGER znac? nejvétsi celé éislo typu INTEGER)
INTEGER r[0..M] pole r nutno predem naplnit nahodnymi ¢isly pomoci libovolného generdtoru

Jeden krok generugici ndhodné éislo v intervalu [MININTEGER, MAXINTEGER]

n := n+l

r[n and M] := r[(n-A) and M] xor r[(n-B) and M]) operace and a xor pracuji bit po bitu
RETURN r[n and M]

Pozn.: v jazyce C se tyto tri prikazy zapisi jednoduse jako makro
#define rnd (++n,r[n&M]=r[(n-A)&M] "r[(n-B)&M])

Algoritmus 12.1: Implementace generatoru s posuvnym registrem R(103,250).

znacné miry proti sobé. Rychlost generatoru je vyznamna tam, kde je jeden MC krok velmi
jednoduchy a rychly, coz je pripad mrizkovych systémii, nahodnych prochazek a podobné.
obvykle cas straveny vypoctem funkéni hodnoty ¢i energie urcujici a rychlost generovani
nahodnych ¢isel je nepodstatna. Nadto pro dostatecné slozité statistické systémy plati, ze
si v pribéhu MC simulace vyrabéji dost chaosu samy, takze nejsou na kvalitu generatoru
citlivé; to vsak bohuzel ¢asto neplati pro jiz zminéné jednoduché diskrétni systémy.

Bézné se pouzivaji dva typy generatort pseudonahodnych cisel, generatory zalozené
na posunu registru a generatory kongruencni.

Generdtory s posuvnym registrem (anglicky feedback shift-register) vyuzivaji rekurenci

generator R(A,B,C,...): ri=7ia®ripg®ric®..., (12.2)

kde @ znaci operaci ,exclusive or (xor) neboli s¢itani modulo 2 provadénou s kazdym
bitem ¢isel 7; a {A, B, ...} je vhodna sekvence ¢isel zvolend tak, aby generator mél maxi-
malni periodu, totiz 2@@{4.B-} _ 1. Protoze operace xor je implementovana na modernich
pocitacich jednou instrukci, jsou tyto generatory velmi rychlé, jejich nejjednodussi verze
pouze se dvéma ¢isly vsak vedou u nékterych systémi k podstatnym chybam?. Pro nen4-
rofné pouziti lze doporucit klasicky R(103,250) ¢ ponékud vétsi R(32,537), kvalitnéjsi
pak jsou napt. R(50,103,200,250) ¢i R(471,1586,6988,9689).

Nejjednodussi kongruencni generdtor vystaci s rekurenci zavislou pouze na jednom
predchézejicim ¢lenu posloupnosti

generator K(C, M) : r;=Cr;_; mod M, (12.3)

kde C' a M jsou nezdporné celé konstanty a vyraz A mod M znaci zbytek po déleni ¢isla
A cislem M. Ve vypocetni praxi je vyhodné, aby M bylo mocninou dvou, pak ale nejdelsi
dosazitelna perioda je pouze M/8. Jako piiklad lze uvést K(57,2%2): pii implementaci
s vyhodou vyuzijeme nasobeni ¢isel délky 32 biti, které ignoruje u vysledku preteceni,
tj. provede automaticky operaci mod 32. Jiny pomérné kvalitni generator je K (75,23 —

2R. M. Ziff: Computers in Physics 12, 385 (1998).
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Obrazek 12.1: Priklad Spatného generatoru nahodnych éisel. Simulaéni box byl zaplnén 5000
ndhodné (¢i spise ,,ndhodné&“) umisténymi atomy podle K (216 + 3,231).

1) s periodou 23! — 2; poznamenejme, Ze 23 — 1 je ndhodou Mersenneovo prvoéislo.
Kongruenc¢ni generatory jsou obvykle pomalejsi nez generatory s posuvnym registrem,
nelze vsak obecné Tici, ze by byly vice ¢i méné kvalitni — zalezi na typu ulohy.

B Jako varovani pred moznymi problémy pfi pouziti kongruencnich generator(i zde uvedeme pripad, ktery
se skutecné stal v nasi laboratofi. Pfi MC simulaci izobarického souboru byl krok zmény objemu provadén
s jistou velmi malou pravdépodobnosti p (o zbyvajici pravdépodobnost 1 — p se podélily posunuti a rotace),
viz algoritmus 7.1. Ndhodné Cislo u (g 1), viz rov. (12.4), pro NPT Metropolistiv test bylo tedy generovéno za
predpokladu, Ze pfedchozi nahodné &islo w1y bylo mensi nez p. Podivame-li se na generator K(7°,23! —1),
vidime, Ze pro p = ﬁ = 3x 107° je vzdy druhé ndhodné &islo mensi nez 1/2. Pro N = 1000 &astic je vhodné

P rovno ﬁ =5 x 1074, co? je docela blizko vy$e uvedené hodnoté a vede ke znatelné systematické chybé

simulace.

Kvalitu generatorii podstatné zlepsime pouzitim tabulky. Predpokladejme, Ze mame
dva generatory, G1 a G2. Na zacatku vypoctu naplnime tabulku pseudondhodnymi ¢isly
pomoci generatoru G1. Vypocet ndhodného ¢isla pak sestava ze dvou krokii. Nejprve
vypocteme generatorem G2 ndhodny index prvku v tabulce. Nalezeny prvek prohlasime
vypoctenym nahodnym cislem. Pouzity prvek pak nahradime ndhodnym cislem pomoci
generatoru G1. Tento algoritmus tedy produkuje ¢isla vypoctend generatorem G1, ale
v poradi zamichaném generatorem G2, ¢imz se omezi pripadné korelace prvki generatoru
G1.

Vétsina specializovanych matematickych knihoven dnes obsahuje generatory dosta-
teéné kvalitni pro bézné MC aplikace. Zivot nas vsak naucil nevéfit piilis generatorim
dodavanym jako standardni soucast programovacich jazykt. Radi bychom véfili, ze jsou
jiz davno pry¢ doby, kdy napi. pocitace IBM system 370 obsahovaly ve FORTRANu ge-
nerator K (216 + 3,231, ktery produkuje silng korelované trojice, viz obr. 12.1. Pro jistotu
bychom vsak doporucili nepouzivat zadny takto dodany generator jako cernou sktinku
bez dokumentace.
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12.1.2 Jina rozloZeni

V praxi obvykle nepotifebujeme celd ndhodné ¢isla v intervalu [0, M), ale bud celd ¢isla
z néjakého (mnohem mensiho) intervalu, ¢ redlné ¢isla s danym pravdépodobnostnim
rozlozenim.

Rovnomérné rozlozeni v daném intervalu
Je-li r ndhodné ¢islo z intervalu [0, M) (napf. podle vzorce (12.3), kde index ¢ budeme
vynechavat), dostaneme nahodné ¢islo z intervalu (0,1) délenim,

T
u(O,l) = M . (124)

B Pokud nedojde k zaokrouhleni pfi déleni a konverzi na realna Cisla, je interval otevieny, protoze 0 < r < M;
tak by tomu mélo byt, protoze jev padnuti pfesné nuly ¢i jednicky ma nulovou pravdépodobnost. Je-li vSak realné
Cislo v jednoduché presnosti o délce mantisy 3 byty a k zaokrouhleni v (12.4) dochézi podle matematickych
pravidel, pak pravdépodobnost padnuti 0 & 1 je asi 2724 ~ 1 x 1077, tedy nikoliv zanedbatelna. Po&itame-li
z takového &isla napt. logaritmus nebo pfirozené &islo podle (12.9), mzeme se dostat do potizi®.

Mnoho knihoven obsahuje nahodna ¢isla rovnomeérné rozlozené v (0, 1) nebo [0, 1) nebo
[0, 1] jako zdkladn{ funkci. Cislo rovnomérné rozlozené v intervalu (a, b) je pak

UGap) = @+ (b — a)u,) - (12.5)

Gaussovo normalni rozlozeni

Casto je potieba Gaussovo normalni rozlozeni. Normalizované (stiedni hodnota=0, roz-

ptyl=1) se ziska takto
UGauss = \/ —2In 1 1) cos(mu 1)), (12.6)

kde obé nahodnad ¢isla u,1) jsou nezavisld, generator tedy volame dvakrat. Vzorec se od-
vodi snadno transformaci dvojrozmérného normalniho rozlozeni, které je rotacné symet-
rické, do polarnich soutradnic; z toho okamzité vyplyva, ze druhé nezavislé ¢islo z Gaussova
rozloZzeni se ziskd zdménou cosinu za sinus v (12.6).

Podle tzv. centralni limitni véty se priblizné normalni rozlozeni ziska jednoduse secte-
nim nékolika riiznych nadhodnych ¢isel u (g 1), napt.

UGauss ~ V2(U(0.1) — U(0.1) + U(0.1) — U(0.1) + U0.1) — U0.1)) - (12.7)

Obecné spojité rozlozeni

Casto potfebujeme nahodna ¢isla s pravdépodobnostnim rozloZenim danym obecnou funkci
¢(z), nikoliv nutné normalizovanou, v intervalu (a, b). Je-li

o(r) = / " o) dr'/ / " o) da’ (12.8)

3A. Compagner, A. S. Berdnikov, S. B. Turtia a A. Larionov: Comput. Phys. Commun. 106, 207
(1997).
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normalizovand distribu¢ni funkce, pak ndhodna veli¢ina ®~*(w 1)), kde &~ znadi inverzni
funkci, ma pravé rozlozeni ¢. Pokud se viak nepodaii vyjadiit funkci ®~! analyticky, neni
tento postup prilis pohodlny.

Alternativou je nasledujici algoritmus:

1. generuj & = u(qy),
2. generuj u = (o), kde m je maximum funkce ¢(z) v intervalu (a,b),

3. je-li u < ¢(z), pfijmi hodnotu z a skonéi, jinak pokrac¢uj bodem 1.

Vicedimenzionalni rozlozeni

Jednoduchou modifikaci predchoziho algoritmu je generovani bod nahodné rozlozenych
uvnitr jednotkové koule:

L. generuj x = w11), ¥ = U(-1,1), & = U(-1,1),
2. spocitej 1?2 = 22 + 9% + 22,
3. je-li r? < 1, pfijmi vektor (z,y, 2) a skonéi, jinak pokracuj bodem 1.

Body ndhodné rozlozené na povrchu jednotkové koule pak ziskdme snadno jako (z/r,y/r,
z/r); test 3. je pfitom vhodné modifikovat napiiklad na ,je-li > < 1 ar? > 0.1, abychom
se vyhnuli déleni malymi ¢isly.

Rovnomérné diskrétni rozlozeni

Je-li potteba vybrat ndhodné celé ¢islo od 0 do N — 1, postupujeme nejlépe takto:
uy = int(Nu,)) , (12.9)

kde funkce int znaéi celou ¢éast (zaokrouhleni doli na nejblizsi celé ¢islo), piipadné efek-
tivnéji dosazenim w1y podle (12.4). U generatorti s posuvem registru lze pouzit funkci
modulo,

uy =7 mod N, (12.10)

coz vSak nejde u kongruencnich generatort.

Obecné diskrétni rozlozeni

Castym tkolem v oblasti MC simulaci je vybér jevu (stavu, konfigurace) z jisté diskrétni
mnoziny M stavil. Pro jednoduchost predpokladejme, ze tyto jevy mame oznaceny indexy
z intervalu [1, M| a pravdépodobnostni rozlozeni, nikoliv nutné normalizované, je déno
Cisly m;. Stejné jako v pripadé obecného spojitého rozlozeni mame na vybér dvé metody.
Miizeme vyjit z distribuc¢ni funkce II, kterda nyni je

Hi = Xz: 7TZ'// f: Ty . (1211)

=1 i'=1

Operaci I (ujo 1)), tedy vypocet inverzni funkce, pak realizujeme hledanim v tabulce.
V algoritmu 12.2 jsou uvedeny dvé verze takového hledani. Prvni verze obecné potiebuje
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INTEGER M pocet jevi (konfiguract, stavi ... )
REAL pil1..M] dané vdhy (nenormalizované pravdépodobnosti) jevi
REAL rnd() funkce vracejict ndhodné ¢islo v intervalu (0,1)

Predem: vypocet nenormalizované distribucni funkce PI
REAL PI[0..M]
PI[0] := 0
FOR i := 1 TO M DO
PI[i] := PI[i-1] + pil[il]

Generovdni nahodného indexu s rozloZenim pi
Verze 1: linedrni prohleddvdni
INTEGER irnd := O
REAL u=rnd ()*PI[M]
REPEAT
irnd := irnd + 1
UNTIL u < PI[irnd]
vybrany index = irnd

Verze 2: pilent intervalu
INTEGER left := 0
INTEGER right := M
REAL u=rnd()*PI[M]
REPEAT
INTEGER irnd := (left+right)/2
IF u < PI[irnd] THEN right := irnd ELSE left := irnd
UNTIL right-left<2
vybrany indexr = right

Algoritmus 12.2: Vybér jevu s danou pravdépodobnosti z diskrétni indexované mnoziny
pomoci distribué¢ni funkce.

INTEGER M pocet jevi (konfiguract, stavi ... )
REAL pil1..M] dané vdhy (nenormalizované pravdépodobnosti) jevi
REAL rnd() funkce vracejict ndhodné ¢islo v intervalu (0,1)

Predem: normalizace na jednotkové mazimum
REAL PI[1..M]
REAL maxpi := maximum(pil[1],...,pi[M])
FOR i := 1 TO M DO

PI[i] := pilil/maxpi

Generovdni nahodného indexu s rozloZenim pi
INTEGER irnd
REPEAT
irnd := CelaCast(rnd()*M) + 1 Cel€ cislo v intervalu [1,M]
UNTIL rnd()<PI[irnd]

Algoritmus 12.3: Vybér jevu s danou pravdépodobnosti z diskrétni indexované mnoziny
jevi metodou ,,ndhodného st¥ileni®.
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az konst x M operaci na jeden nahodny vybér, presto vSak muze byt ve specidlnich
ptipadech vyhodnd (jestlize jevy s velkou pravdépodobnosti jsou na zaCatku seznamu).
Druha verze pottebuje konst xIny M operaci (jestlize nepoc¢itame ¢as potfebny pro vypocet
normalizované distribuce) a je v obecném piipadé nejvyhodnéjsi. Alternativou, stejné jako
v pripadé spojitého rozlozeni, je ,ndhodné strileni“, viz algoritmus 12.3. Tato alternativa
je vyhodna, jestlize jednotlivé hodnoty 7; se pfili§ nelisi, jinak mame prili§ malé zlomky
prijeti.

12.2 Kvaterniony a kinematika tuhého télesa

Podle zobecnéné Frobeniovy véty? existuji pouze ¢tyii koneénédimenziondlni redlné alge-
bry® s jednotkou takové, ze kazdy nenulovy prvek je invertovatelny (tedy ma smysl zavést
déleni): redlné ¢isla, komplexni ¢isla, algebra kvaterniont a Cayleyova algebra. Prvni dvé
jsou obecné znamé, ale malokdo vi, ze ¢tyfrozmérna algebra kvaternionti se hodi pro popis
orientace tuhého télesa v prostoru®. Pro zajimavost — Maxwellovy rovnice byly piivodné
formulovany pomoci kvaterniont’

Kvaterniony jsou definovany jako ¢tvefice ¢ = (qo, q1, G2, q3) = qo + 10 + g2 + g3k, kde
pro tii ,imaginarni jednotky“ ¢, 7 a k definitoricky plati

P=2=k*=-1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=j. (12.12)

Kvaternion ¢* = gy — q1i — q27 — g3k nazveme sdruzenym ke ¢ a &islo |q|? = q¢* = ¢*q =
g2 +¢3 +q5 + q2 nazveme jeho normou; plati |gr| = |g||r| (obdobn4 netrividlni rovnost plati
i v ostatnich tfech zminénych algebrach). Operace nésobeni je asociativni, p(qr) = (pg)r,
avSak nikoliv komutativni, algebra kvaterniont je tedy (nekomutativnim) télesem.
Jsou-li nyni 6, ¢, ¥ tii Eulerovy thly definujici orientaci télesa, definujeme kvaternion

0 v+ 0 v—9¢ 0 . -0 0 . Y+o
2

¢ = COS — COS — sin — cos 1 4+ sin — sin J — cos — sin
2 2 2 2 2

k. (12.13)

Lehce si ovéfime, ze |q| = 1 a Ze (s vyjimkou singularit) je obor thla 6 € (0, 7), ¢ € (0, 27),
Y € (0,27) vzadjemné jednozna¢né zobrazen na dvojici {¢, —¢} (¢ a —q odpovidaji stejnym
uhlim), a tedy prostor vSech orientaci obecného télesa lze vzajemné jednoznacné zobrazit
na polovinu ¢tyfrozmérné nadkoule |¢| = 1.

Ttirozmérnému vektoru R pfifadime kvaternion r = R,i + R,j + R.k. Po lehkém cvi-
¢eni v tipravach goniometrickych vyraz dostaneme, Ze vektoru otocenému o thly (6, ¢, )
odpovida kvaternion grq*. Podobné slozeni dvou otoceni je popsano soucinem kvaterni-
ont.

Pomoci kvaternionti tak mtzeme kompaktnim zpiisobem a bez problému singularit
okolo # = 0 a § = m popsat jak rotace télesa v MC (element df2 orienta¢niho prostoru je
umérny plosce na povrchu nadkoule |g| = 1), tak pohybové rovnice rotujiciho télesa v MD

4Kolektiv autort: Oborové encyklopedie — Aplikovand matematika. SNTL, Praha 1977-8.

5 Algebra je vektorovy prostor, na némz je navic definovano nasobeni prvki takové, ze p(q+r) = pg+pr,
(p+ q)r = pr + gr, a pro skalar (redlné ¢islo) a plati a(pr) = (ap)r = p(ar).

D. J. Evans: Mol. Phys. 34, 317 (1977).

7J. Podolsky: Pokr. Mat. Fyz. Astr. 43, 237 (1998).
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[13]. Tento popis v8ak neni nezbytné efektivnéjsi: pro ptimé vydcisleni grq* potfebujeme
28 nasobeni, zatimco pro soucin orientacni matice a vektoru jen 9; naopak soucin matic
vyzaduje 27 nasobeni, zatimco kvaterniony vystaci se 16.

12.3 (Gearovy integratory a stabilita

Abychom osvétlili princip Gearovych integratori a (nedocetiovanou) tlohu stability, odvo-
dime nejjednodussi netrivialni piipad, Gearovu metodu ¢tvrtého fadu pro rovnici prvniho
radu

r=uy(rt). (12.14)
To, Ze jsme v rovnici napsali r jako skalar, je nepodstatné — stejné dobfe si misto néj
mizeme predstavit vektor o 3N slozkach.

Misto obecné rovnice (12.14) se budeme snazit fesit vhodnou modelovou diferencialni
rovnici. Ta musi byt na jednu stranu dostatecné jednoduchéa, abychom znali pfesné te-
Seni a mohli ho srovnat s numerickym fesenim, a na druhou stranu dostatecné slozita,
abychom neztratili zadnou podstatnou vlastnost obecné rovnice. Predstavme si pravou
stranu rovnice (12.14) rozvinutou do Taylorovy fady (pro jednoduchost zapsané se stie-
demvr=t=0):

1 1
Y(rt) = Y+ ur + gl + Sy + gt + Syut” + (12.15)

kde indexy znaci prislusné parcialni derivace. Vidime, ze ¢leny neobsahujici r az do fadu
t3 vé. nam ani v nejmensim nevadi, protoze nas prediktor (3.20) je ¢étvrtého fadu. Cleny
vyssiho fadu v ¢ nam vadi ,,malo“: pridavaji jistou ,malou® chybu v kazdém kroku. Toto
nelze tici o ¢lenech obsahujicich r, protoze méame-li jednou r s chybou, mutze se tato
chyba prenaset do dalsich krokt, pricemz ze vSech téchto clent je nejhorsi ¢len y,r. Jako
modelova rovnice pro vyzkum stability se proto voli homogenni rovnice

y(r,t) = y,r. (12.16)

Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze y,=1. Rovnice (12.16) mé pak FeSeni
r = e'. Pfesny vektor R v Case t je tedy

et

het
Rt)=1| n24 |- (12.17)
76
P1i numerickém feSeni tento vektor ale nezname presné, nybrz s néjakou chybou, ktera je
stejného fadu jako prvni zanedbany ¢len, tj. h*. Nepfesny vektor zapiseme ve tvaru

(1 -+ h460)

h(l + h3€1

Rt) = (14 h2e
(

2
%3 1+h63

; el (12.18)
)
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Dosazenim do rovnice (3.20) dostaneme prediktor

L+h+2 18 4 pleg e+ S+ 9

h+h?+ 5 h! <
RP(t+h) = * 2 * 2 + [61;—62 NI (12.19)
o + 5 + 7[62 + 63]
2 e
az (3.21) a (12.16) pak dostaneme chybu kroku
E = h*De', (12.20)
kde )
Dzé—el—@—%?’. (12.21)
Korektor (3.22) je
1+ hleotea+2+%—5+ aD]
h + Me+e+%—:+ aD] | .,
=| e ) 12.22
R(t + h) hz + %[62 + €3 — % + ZQQD} © ’ ( )
by " les — 1+ 6asD)]

6

t

kde jsme vytkli e/*" misto e’ a zanedbali ¢leny fadu h® a vysstho. Rekurence pro sifent

chyb jsou tedy

ot+h) = colt)+alt) + 62;“ + E3ét) - 214 +aoD (12.23)
61(t + h) = 61(t) + EQ(t) + €3§t) — (13 + alD (1224)
Eg(t + h) = 62(t) + 63(t) - ; + 2@2D (1225)
e(t+h) = es(t) —1+6asD. (12.26)

Nagim tkolem je nyni navrhnout koeficienty a; tak, aby chyby ¢; klesaly co nejrychleji.

Vsimnéme si nejprve rovnice (12.24). Po dosazeni za D vidime, Ze pro a; = 1 bude
e1(t+h) = 0 nezavisle na hodnotéach €;(t); jinymi slovy, hr(t+h) = Ri(t+h) = hy(RY(t+
h)/h,t+ h), coz neni prekvapujici, nebot lepsi hodnotu pro derivaci 7 nez pravou stranu
nemame. Po jednom kroku tedy chyba €; vymizi a dale se nesifi.

Clen €y(t) v rovnici (12.23) m4 vyznam chyby v poéatecnich podminkéach a jeho re-
produkci do dalsich krokt nelze zabranit. Zbyvaji proto posledni dvé rovnice, které ¢
neobsahuji. Vezméme ti¥eba (12.26), kterou, dosadivse za D z (12.21), napiSeme pro Cas
t+ 3h:

63(t + 3h) = —6a3€2(t + 2h) + (1 — 3&3)63(t + Qh) — ]_ + as . (1227)

Dosadime za €;(t + 2h) z (12.25), nacez z (12.26) pro e3(t + 2h) zpétné vyjadiime ex(t+ h)
pomoci e3(t + 2h) a e3(t + h) a dosadime, ¢imz eliminujeme e;. Misto soustavy dvou
linearnich rekurenci dostaneme jednu kvadratickou rekurenci

63(t + 3h) = [2 - 2(12 - 3@3]63(t + 2h) + [—1 + 2@2 - 3@3]63(t + h) - 2(12 + 3@3 . (1228)
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Oba ¢leny v hranatych zavorkach se nuluji pro a; = 3/4 a a3 = 1/6. Po provedeni t¥i
krokti metody prediktor-korektor mame tedy e3 = —2as + 3az3 = 1. Nyni uz snadno
spocteme, ze ex(t 4+ 2h) = 1 a po dosazeni vSech €;(t + 2h), i = 1,2,3, do (12.23) ziskdme,
ze €o(t + 4h) = €(t + 3h) pro ag = 3/8. Vidime tedy, ze pro ag = 3/8, a1 =1, as = 3/4 a
az = 1/6 chyby dosdhnou konstantnich hodnot (avSak nevymizi) béhem 4 kroku a déle se
nesiii. Ctenaf, ktery by byl v pokuseni pfidat do metody opravu tak, aby se v§se uvedené
chyby vynulovaly, by patrné splakal nad vydélkem a dostal nestabilni metodu: chyby,
které by zpocatku byly malé (f4du h°), by exponencidlng narostly a7z do tplného krachu
integratoru.

12.4 Rungeova-Kuttova integrace

V nékterych specidlnich pfipadech (napf. v astronomii) mtze byt vyhodné integrovat
pohybové rovnice metodou Rungeovou-Kuttovou. Proto zde uvadime nejbéznéjsi vzorce
¢tvrtého fadu podled.

Pro rovnici proniho rddu

v =f(z,y), y(@o)=1yo
vypocteme hodnotu y pro x1 = xg + h podle vzorci
ki = f(xo, %),

h 1
ky = f<$0+2,yo+2hk1>,

2
k4 = f(x0+h7y0+hk3)7

h
n=ylxo+h) = yo+ g(kl + 2ko + 2k3 + k) .

h 1
ks = f<$o+,y0+2hk2>>

Pro rovnici druhého radu
y' = f(2,9), y(@) =y, ¥ (z0) =1y,
vypoc¢teme hodnoty y a v’ pro x1 = ¢ + h podle vzorcu
kio= f(x0. 90 %0)

h 1 h? h
ky = f<$o+2,y0+2hyf)+8191,%4“2/?1),

h 1 h? h
k’3 = f<1'0+2,y0+2hy6+8/{52,y6—|—2k‘2> ,

h2
ky = f<x0+h,y0+hy6+2k3,y(’)+hk3>,

8Kolektiv autorii: Oborové encyklopedie — Aplikovand matematika. SNTL, Praha 1977-8.
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h2
+ g(k:l + ko + k3),

h
vy =9y (xo+h) = yy+ 6(k:1 + 2ko + 2ks3 + ky) .

1 =y(xo+h) = yo+ hy,

Pro soustavu rovnic postupujeme stejné, jen x, y, f, k; jsou vektory.

12.5 Analyza casové rady a odhad chyb

Blokova metoda popsana v odd. 5.4 vyuziva jen malé mnozstvi informace obsazené v da-
tech. Pokusme se proto analyzovat naméfenou posloupnost dat dikladnéji. Chyba arit-
metického primeéru je rovna stiedni kvadratické odchylce rozdilu mezi odhadem primeéru
X a jeho pfesnou stfedni hodnotou

5X = \/< (X - <X))2> . (12.29)

Velké lomené zavorky znaci stiedni hodnotu pres vSechny realizace simula¢niho fetézce,
jinymi slovy, predstavujeme si, Ze danou simulaci se stejnymi parametry jsme provedli
mnohokrat a vypocetli stfedni hodnotu pfes vsSechny tyto opakované simulacni béhy.
Pouzitim AX; = X; — (X) pfepiSeme (12.29) na

X = <<1§M)2>

= n ((AXo)?) + 2 AXy)
— <(Af)2> (1 +2 Z(l - k:/n)ck)
((AX)

Q

( +2ch> | (12.30)

kde predpokladame stacionaritu ¢asové fady (nezavislost kovarianci na ¢ase, (AXqAXy) =
(AX;AX ;) a pro posledni pfibliznou rovnost téz konvergenci nekonec¢né fady c;. Cisla
¢, se nazyvajl autokorelacni koeficienty

(AXyAX),)

a7 (12.31)

Cr —

a jsou specialnim piipadem casové autokorelacni funkce definované v odd. 9.1.1. Vzdy
plati —1 < ¢ <1 alimy_, o ¢ = 0.

Casova autokorela¢ni funkce je sama o sobé zajimava veli¢ina. Zde si véimnéme jed-
noho podstatného rozdilu mezi MC a MD: zatimco v MD miize byt ¢, zaporné a miize
oscilovat (srov. obr. 9.1), v MC je ¢, vZdy nezaporné a monotonné klesajici.
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B Tento poznatek je disledkem mikroreverzibility (4.16). Definujeme redlny Hilbertiv prostor, jehoZz prvky
jsou pozorovatelné veli¢iny majici kone¢nou stfedni hodnotu i fluktuaci. Skaldrni soucin definujeme jako

XY = (XY). (12.32)

Tento prostor je dudlni k prostoru pravdépodobnostnich rozlozeni. Disledkem mikroreverzibility je symetrie
stochastického operatoru, za jistych rozumnych predpokladii pak je stochasticky operdtor kompaktni®, jeho
spektrum je diskrétni a lezi na redlné ose v intervalu (—1, 1], pfi¢emz vlastni &islo A = 1, viz (4.12), je jediné.
Autokorelaéni koeficienty pak lze prepsat jako

=Y ek, (12.33)
A£1

kde c), jsou kvadraty souradnic v bazi vlastnich vektorl a tudiz nezdporné. Vyse uvedené tvrzeni o monoténnosti
¢k je tedy nutno zpFesnit: jestlize je vedouci (# 1) vlastni ¢&islo zdporné, mohou ¢, oscilovat mezi zdpornymi
hodnotami pro lichd &k a kladnymi pro sudd k. Prikladem takového systému muze byt jedna tuhd koule v krabici,
kde délka zkuSebniho posunuti je srovnatelna s hranou krabice, takze Castice skace z jednoho konce krabice
na druhy.

Vzorec (12.30) pfedstavuje moznou metodu pro odhad chyby aritmetického praméru
s tim, Ze autokorelacni koeficienty ¢, odhadneme z dat, ktera mame, tj.

1 n—k
> AXAX
i=1

n—k <

= (12.34)
Lo ax?
ni=1

C —

Nekoneénou sumu (12.30) musime aproximovat sumou konec¢nou, tedy zanedbat vSechna
cr pro k delsi nez jistd mez k... Potiz je v tom, Ze chyba stanoveni ¢, podle vzorce
(12.34) vzristd s rostoucim k, takZe stanovit kpy., mize byt obtizné. Casto pomfize,
jestlize o ¢ néco vime. Je-li nejpomalejsi proces v MC ¢i MD simulaci jediny (napf.
tunelovani ptes energetickou bariéru), je rozumnou aproximaci pro velkd k exponencialni
ubyvani ¢; ~ A\¥, kde A < 1. Naopak pro globalni veli¢iny jako viridlovy tlak ve velkych
homogennich systémech (MC i MD) plati

c ~ k32 (12.35)

(hydrodynamic tail). Rada (12.30) pak sice konverguje, ale velmi pomalu.

Na zavér poznamenejme, ze vzorec (12.30) je mozné zkombinovat s blokovou metodou,
tedy pouzit na data podle vzorce (5.57). Napf. nastavime-li délku bloku tak, aby ¢y bylo
témér nula, pak (12.30) sectené do kp.x = 1 dd odhad smérodatné odchylky podstatné
spolehlivéjsi nez pouhd blokova metoda i v pripadech $patné konvergence simulaci.

12.6 Silové pole velkych molekul

V biochemii, chemii polymerd aj. je tfeba studovat slozité molekuly majici tisice i vice
atom. Pouziva se pak termim ,molekularni modelovani“, kterym rozumime nejen si-
mulace, ale obecné jakékoliv studie tvaru & konformace molekul. Casto vystacime ,jen“

9J. Kolafa: Mol. Phys. 63, 559 (1988).
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Obrazek 12.2: Model peptidového fetézce v silovém poli a baliku simulaénich programu
CHARMM19, vpravo jsou parciilni naboje (v ¢).

s minimem potencialni energie (tzv. optimalizace struktury). Typickym tkolem je in-
terpretace rozptylovych a jinych (NMR) experimentti, tzv. refinement, kdy se struktura
stanovena s velkymi experimentalnimi chybami doladi tak, aby odpovidaly délky vazeb,
atomy se nepiekryvaly atd. K tomu vSsemu potfebujeme molekularni model neboli silové
pole!? . Vybér modelu je ovlivnén pfedevsim snahou maximalné Setiit, protoZe chceme
pracovat s makromolekulami o velikosti tisic i vice atom.

Zakladnim stavebnim prvkem modeli je atom ¢i presnéji feceno atomové jadro; nékdy
(zvlasté u starsich modeli) se alifatické skupiny jako -CHjz nahrazuji jednim ,sjedno-
cenym*“ neboli ,rozsifenym“ atomem (anglicky ,united“ nebo ,extended“ atom — viz
obr. 12.2), vyjimeéné se naopak piidavd pomocné centrum mimo atomy (model vody
TIP4P). Pocet typt atomu je vSak vétsi nez chemickych prvkiu, protoZe napf. atom uh-
liku ve skupiné >C=0 ma jiné vlastnosti nez v benzenu. Atomy také zpravidla nesou
parcialni naboje (viz spodni ¢ast obrazku).

Sily mezi atomy se déli na vazebné (bonded) a nevazebné (nonbonded). Nevazebné sily
pusobi mezi atomy na riznych molekulach a také mezi atomy jedné molekuly, které nejsou
ovlivnény chemickymi vazbami. Atomy oddélené vice nez tfemi vazbami v Fetézci (napf.
koncové vodiky v propanu CH3-CH,-CHj3) jsou se berou jako nevazané, atomy spojené
vazbou (symbolicky 1-2), dvéma (1-3) ¢i tfemi (1-4) vazbami v Fetézci jsou vazané; u
posledniho pripadu se kombinuji oba druhy sil.

12.6.1 Nevazebné sily

Nevazebné sily jsou coulombické (2.38) a (zpravidla) Lennard-Jonesovy (2.35). Vzhledem
k Setfeni se sily pro vzdalenost atom-atom vétsi nez uritd vzdalenost zanedbavaji (viz
kap. 6.3). Toto je dosti hrubou aproximaci pro elektrostatické sily. Jednou Siroce pouziva-
nou metodou, jak pfesnost pomérné levné zlepsit, je nahradit skupiny (napt. >C=0) od
urcité vzdalenosti bodovym dipélem; silové pole je totiz obvykle navrzeno po skupinéch,
které jsou elektricky neutralni. Parametry Lennard-Jonesova potencialu se tabeluji jako

ONapt. B. R. Brooks, R. E. Bruccoleri, B. D. Olafson, D. J. States, S. Swaminathan a M. Karplus:
J. Comput. Chem. 4, 187 (1983) a A. K. Rappé, C. J. Casewit, K. S. Colwell, W. A. Goddard III, W. M.
Skiff: J. Am. Chem. Soc. 114, 10024 (1992).
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Obrazek 12.3: Vlastni (vlevo) a nevlastni (vpravo) torze.

parametry pro jednotlivé atomy, pficemz kiizové parametry (dvojice riznych atomt) se
vypoctou z vhodnych kombinac¢nich pravidel.

12.6.2 Vazebné sily

Vazby, pokud nejsou v simulaci pevné (viz kap. 8.6), se obvykle aproximuji harmonickym

potencialem

K o1
Upona(r) = %(7’ —1g)?, (12.36)

kde r je vzdélenost atomi, ry jeji rovnovazna hodnota a Kpong silovd konstanta (tuhost
vazby).
Podobné se fesi vazebné uhly, tedy sily 1-3:

K angle

; (a — ag)?. (12.37)

Uangle (Oé) -

Sily 1-4 jsou dvoji. Vlastni torze (proper torsions) tvaru

Udin(¢) = K;h cos(ng) , (12.38)

kde ¢ je tzv. dihedralni tihel (viz obr. 12.3) a n je ¢islo, napf¥. pro torzni potencial C—C—
C—C v butanu je n = 3, pripadné se sc¢ita nékolik ¢lent pro n = 0,1, 2, 3.

Nevlastni torze (improper torsions) slouzi ke ,zpevnéni“ skupin s sp? hybridizaci jako
H,C=0, kde uhlik lezi v roviné s ostatnimi atomy, pfipadné k zajisténi tetraedrické ge-
ometrie tii vazeb okolo skupiny CH, jestlize je tato reprezentovana jednim interakénim
centrem (viz CH1E na obrazku nahore):

Kimprop
Uimprop(¢) = T(¢ - ¢0)2 . (1239)

12.7 Redukované jednotky

Pracujeme-li s realistickymi potencialy, budeme patrné i v poc¢itacovém programu pouzivat
jednotky s jednoduchym vztahem k redlnym. Napi. cas je vyhodné mérit v pikosekun-
dach, délky v nanometrech & Angstrémech, energii v kJ/mol nebo kcal/mol. Casto se

1V americké literatufe se bézné pouzivaji jednotky Angstrom, 1 A=107'9, a (termochemicka) kalorie,
1 cal =4.184 J.
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udava pomér energie/kg, coz nepresné, ale struéné vyjadiujeme slovy, Ze energii méfime
v Kelvinech.

V teoretickych pracich je vSak jednodussi pracovat s bezrozmérnymi tzv. redukovanymi
jednotkami. To znamena, Ze jisté parametry mezimolekularniho potencialu prohlasime za
jednotky méreni. Dale obvykle pokladame Boltzmannovu konstantu rovnu jedné, ¢imz de-
finujeme vztah mezi jednotkami teploty a energie. Problémy vypocti s témito jednotkami
nejlépe osvétlime na prikladu.

Chceme spocitat tlak argonu pii teploté T = 150 K a hustoté p,, = 1344 kg m—3.
K tomu pouzijeme Lennard-Jonestv model (2.35), ktery je charakterizovany energetickym
parametrem e a délkovym parametrem o. V literatufe [3] zjistime, Ze LJ parametry argonu
jsou € = 0.99608 kJ/mol a ¢ = 0.3405 nm a molekulova hmotnost je y = 39.948 g/mol.
Jednotkou teploty je €/kg, pfipadné, protoZe € je udano na mol, ¢/ R. Redukovana teplota
je tedy
T 150 K
~ ¢/R 996.08 J/mol/(8.31451 Jmol 'K™1!)

*

= 1.252. (12.40)

Podobné jednotkou ¢iselné hustoty je o3

nou hustotu

, musime vSak jesté prevést hustotu p,, na ¢isel-

. pmO 1344 kgm™* x (0.3405 - 10~ °m)?
~ w/Na  0.039948 kgmol ™ /(6.0221367 - 1023 mol™})

p = 0.800. (12.41)

Z literatury ¢i stavové rovnice Lennard-Jonesovy tekutiny urcime, ze redukovany tlak pro
T* =1.252, p = 0.800 je P* = 2.196. Redukovanou jednotkou tlaku je (¢/N4)o=2 (je-li ¢
vztazeno na 1 mol), takze

-1 1023 -1
¢/Na _ 106 5 996:08 Jmol '/ (6.0221367 - 10 mol ")

pP=Pp
o3 (0.3405 - 10-9m)?

=92 MPa. (12.42)

12.8 Jazyk algoritmu

Pseudojazyk algoritmii je zalozen na prvcich béznych vysSich programovacich jazyki.
Z divodt prehlednosti jsme se snazili maximalné omezit veskeré technické detaily:

1. Je-li potfeba vypocitat celou ¢ast redlného ¢isla x, napiSeme prosté CelaCast (x),
aniz bychom se starali to, zda v konkrétnim jazyku pouzijeme konverzi typu, volani
funkce ¢i makro.

2. Skupina prikazi (slozeny piikaz), napt. v téle cyklu ¢i v podminéném piikazu, je
vyznafena pouze odsazenim (indentaci), nepouzivame tedy zadné piikazové zavorky.

3. Predpokladame, ze kromé béznych typt existuje typ VECTOR pro realné vektory.
Jsou-li potfeba slozky vektoru r, zapisujeme je jako (r.x,r.y,r.z), jinak zapisu-
jeme vektorové operace vektorové (napf. r:=0 misto r.x:=0;r.y:=0;r.z:=0;).

Predpokladame, ze vétsina ostatnich vlastnosti bude snadno pochopitelnd i bez detail-
niho vykladu. Misto né¢j uvadime v algoritmu 12.4 jednoduchy program jednak v nasem
pseudojazyku, jednak ve tfech znamych programovacich jazycich.
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Pseudojazyk téchto skript:

C FORTRAN 77:

program SoucetOdmocnin;

var sum:real;

var i:integer;
begin
sum := O;
for i:=1 to 10 do begin
sum := sum + sqrt(i);
writeln(’i=’,i,’ soucet=’,sum);
end
end.

INTEGER i C
REAL sum SUM = 0
DO I=1,10
sum := 0 SUM = SUM + SQRT(FLOAT(I))
FOR i := 1 TO 10 DO PRINT *,’I=’,I,’ SOUCET=’,SUM
sum := sum + sqrt(i) ENDDO
PRINT "i=",i, "soucCet=", sum END
{ Pascal: } /* Jazyk C: */

#include <stdio.h>
#include <math.h>

main()
{
int i;
double sum=0;

for (i=1; i<=10; i++) {
sum += sqrt(i);
printf ("i=Yd soucet=Yg\n",i,sum);
}
}

Algoritmus 12.4: Program pro vypodéet sou¢tu druhych odmocnin od 1 do 10 véetné tisku
¢asteénych soucdti v pseudojazyku a tfech programovacich jazycich.

12.9

at

Seznam symbola a zkratek

A
A;
Ak
co(t)

C

cH cH

N
Q
)

>

TIETQE SO O

x

a kreacni a anihila¢ni operatory

konfigurace systému, stav Markovova fetézce
-t konfigurace z mnoziny konfiguraci
k-t4 konfigurace v Markovové fetézci
rychlostni autokorela¢ni funkce

mnozina vSech moznych stavi systému
Hilbertiv prostor

velikost zkusebniho posunuti

dimenze systému; koeficient (auto)difuze
elementarni naboj

vnitini energie

pocet stupnni volnosti

sila na castici ¢

Helmholtzova funkce (volné energie)
parovéa korela¢ni funkce

Gibbsova funkce

integracni casovy krok

Planckova konstanta

hamiltonian
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q;

Q7 QNVT7 QNPT
r;

rij

diskrétni ¢as v Markovové Fetézci (¢itaé MC kroku)
Boltzmannova konstanta

vektor reciproké mrize

kineticka energie

velikost hrany simula¢ni bunky

Lagrangian

Trotterova dimenze

hmotnost castice ¢

hmotnost elektronu

parametr orientacniho usporadani; pocet konfiguraci systému
setrvacna hmotnost spojend s umélym stupném volnosti
hmotnost atomového jadra

vektor dipolového momentu simulac¢ni buriky

pocet méreni; pocet prvkil posloupnosti

pocet ¢astic v burce

operator poctu castic

pocet castic

fadové h, tj. nejvyse konst x h'

soubor vektorti hybnosti N ¢astic; pV=(p1,...pn)
pravdépodobnost

pravdépodobnost prijeti zkusebni zmény konfigurace
tlak

tlakova funkce konfigurace

naboj ¢astice 7; vnitini parti¢ni funkce latky ¢
konfigurac¢ni parti¢ni funkce

polohovy vektor ¢astice ¢

rozdil vektor®; r;; =r; —r;

velikost (absolutni hodnota) vektoru r;;; r;; = |r;;|
soubor polohovych vektortt N &astic; ¥ = (ry,...,ry)
univerzalni plynova konstanta

polohovy vektor atomovych jader

konfigurace atomovych jader

umély stupen volnosti

spin na miizkovém bodu

entropie

strukturni faktor

nahodna udalost; prvek Markovova fetézce

¢as (v MD a KMC)

absolutni termodynamicka teplota

parovy potencial

celkova interakéni energie (potencial) systému
objem systému

prvky matice prechodu

matice prechodu

kompresibilitni faktor SP/p
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2, ZINVTs ZNPT kanonicka parti¢ni funkce

Zy parcialni naboj atomu v jednotkach e

i = oA — A)) prvky stochastické matice zkusebnich pohybt

B =1/kgT reciproké teplota

4] Diracova delta funkce (distribuce)

0ij Kroneckerovo delta: d;; =1 proi = j, ;; =0 pro i # j

AX zména (prirtstek) veli¢iny X

AX odchylka od souborové stfedni hodnoty, AX = X — (X)
energeticky parametr parového potencialu

€ permitivita

€0 permitivita vakua

Er relativni permitivita (dielektricka konstanta)

¢ rozsah (extenze) reakce

n smykova viskozita

A zapojovaci parametr

A de Brogliova vlnova délka
I chemicky potencial

n vektor dip6lového momentu

Vi stechiometricky koeficient

&, skalované proménné

= grandkanonické parti¢ni funkce

m = m(A;) pravdépodobnost nalezeni konfigurace A;

ﬂgk) pravdépodobnost nalezeni konfigurace A; v diskrétnim case k
= {m} limitni pravdépodobnostni rozloZeni

p ¢iselna hustota

p, p(r,r) matice hustoty

o délkovy parametr parového potencialu

skalarni proménna na vrcholu mftizky
operator spinu

relaxa¢ni (korela¢ni) Cas

zlomek prijeti (acceptance ratio)

QD @

, Wiy |7) vinova funkce
(r) potencial ¢astice vlozené do souboru
grandkanonicky termodynamicky potencial
[a, b] uzavieny interval
(a,b) otevieny interval
(X) souborova stfedni hodnota veli¢iny X
V=V,= % gradient
\Y% Laplacetv operator
r, T prvni, druhé casova derivace
a-b skalarni soucin

Tr stopa operatoru nebo matice
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DD
HS

id
KMC
LJ
MC
MD
NEMD
piij
QMC
res
zkus

dipdl-dipdl

tuhé koule (hard spheres)

idedlni (plyn)

kinetické Monte Carlo
Lennard-Jones

Monte Carlo

molekuldrni dynamika
nerovnovazna molekuldrni dynamika
prijeti (zkusSebni zmény konfigurace)
kvantové Monte Carlo

rezidualni

zkusebni zména
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Rejstrik

ab initio simulace, 15, 160
acceptance ratio, viz zlomek ptijeti
aditivita parova, viz sila parové aditivni
adsorpce, 171
algebra kvaternionti, 181
algoritmus
klastrovy, 55
seznam, 10
Andersen, viz metoda Andersenova
Angstrom, 188
aproximace
Bornova-Oppenheimerova (adiabatickd),
25, 160, 163
Hartreeho-Focka, 160
lokalni hustoty, 161
pseudopotencialova, 25
Slaterova, 161
argon, 40, 135
Arrhenius, viz formule Arrheniova
atom sjednoceny (rozsifeny), 187

bariéra
energetickd (potencidlova), 50, 76, 107,
140, 145
entropicka, 107
Barker, viz matice Barkerova
barostat, 96
Beaman, viz metoda Beamanova
Berendsen, viz metoda Berendsenova
bod sedlovy, 145
Boltzmann, viz faktor Boltzmanniiv
Born, wiz aproximace Bornova-Oppenhei-
merova
bottleneck effect, 107
Brown, viz dynamika Brownowska

bunka zakladni, 77

cache, 129

Car, viz metoda Carova-Parrinellova

centrum interakéni, 23

cestujici obchodni, viz problém obchodniho
cestujiciho

Clapeyron, viz rovnice Clapeyronova

constraint dynamics, viz dynamika s vazba-
mi

Coulomb, viz potencial coulombicky

CPMD, viz metoda Carova-Parrinellova

Creutz, viz démon Creutziuv

cutoff, viz useknuti potencialu

cas relaxacni, 95, 99
Castice
fluktuujici, 116
virtudlni (fiktivni), 71, 117
¢islo
matice prechodu vlastni, 48
nahodné, viz generator nahodnych cisel
¢islo matice prechodu vlastni, 186

de Broglie, viz délka vlnova de Broglieova
Debye, viz stinéni Debyeovo a délka Debye-
ova
délka
Debyeova, 82
korela¢ni, 79
vlnova de Broglieova, 17
démon Creutzuv, 93
difaze, 132, 136, 141, 171
dipol
indukovany, 23
interakce dipdl-dipdl, 23
interakce s reakénim polem, 85
v dutiné, 81, 85
dosah potencialu, 79
drag method, 146
drdha s minimalni energii, 145
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drift energie, 40
dynamika
Brownovska, 31
molekularni, 13
nerovnovazna, 131, 137
tésnovazebni, 164
s vazbami, 121
stochasticka, 31

Einstein, viz model krystalu Einsteiniv a
vztah Einsteintiv
energie
celkovéa, 40
interakcni, viz potencial
kineticka, 16
vnitini, 58, 59
volna, 17
entalpie volna, 18
epidemie, model siteni, 172
ergodic¢nost, viz hypotéza ergodickd a mno-
Zina stavi ergodicka
Euler, viz thly Eulerovy a rovnice Eule-
rovy-Lagrangeovy
Ewald, viz sumace Ewaldova
extended atom, 23, 187
extenze reakce, 113

faktor
Boltzmanntv, 108
kompresibilitni, 167
Rosenbluthiv, 106
strukturni, 66
faktor kompresibilitni, 167
feedback shift-register, viz posun registru
fermion, 24
bezspinovy, 28, 157
feromagnet Isingtiv, viz model Isingiv
Fick, viz zdkon Ficktv
finite size effect, viz chyba konecCnosti sys-
tému
fluktuace
dipélmomentu, 127
energie, 62
objemu, 62, 89, 96
poctu castic, 89
stfedni kvadraticka, 62

REJSTRIK

teploty, 101
force bias, 104
formalismus Lagrangetv, 96
formule
Arrheniova, 140
fluktuacni, 127
Trotterova-Suzukova, 148-152
Fourier, viz transformace Fourierova
funkce
casova
autokorelac¢ni, 134, 185
korelacni, 134
Gibbsova, 18
Helmholtzova, 17
chybova Erfc, 83
Jastrawova typu, 149
korelacni, 63
atom-atom, 65
uplna, 64
parti¢ni, 17
kvantova, 19
vnitini, 113
radialni distribuc¢ni, 63
rychlostni autokorela¢ni, 134
tlakova, 97
zapojovaci, 81
funkcional
hustoty, 161
vymeénné-korelacni, 161

Gauss, viz rozlozeni Gaussovo, 178
Gear, viz metoda Gearova
generator nahodnych cisel, 43, 175
kongruencéni, 176
s posunem registru, 176
ghost particle, viz ¢astice virtualni
Gibbs, viz soubor Gibbstv, 18
Glauber, viz matice Glauberova
Green, viz rovnice Greenova-Kubova

hamiltonian, 15, 19, 25, 28, 40, 98, 133
elektronovy, 161

hard sphere, viz koule tuha

Hartree, viz potencial Hartreeho

heat-bath, viz metoda tepelné lazné

Heisenberg, viz model Heisenbergtiv
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Helmholtz, viz funkce Helmholtzova

hierarchical N-body code, 82

Hilbert, viz prostor Hilbertiv

histogram, 63

hladina vyznamnosti, 72

hodnota stiedni, 11, 17, 19, 47, 57

homogeneous shear boundary conditions,
viz podminky okrajové smykové

hrdlo lahve, 107

Hubbard, viz model Hubbardtav

hvézdokupa kulova, 169

hydrodynamic tail, 136, 186

hypotéza ergodicka, 11, 13, 57, 98, 99

chyba
integrace, 38
konecnosti systému, 59, 77, 89
odhad chyby, 44, 72, 185

importance sampling, 45
integrace
Rungeova-Kuttova, 34, 184
termodynamické, 69
integral
dréhovy, 151
konfiguracni, 17
pohybu, 40
integrator
Geariiv, viz metoda Gearova
Verlettiv, viz metoda Verletova
interakce, viz potencial a sila
internal coordinate, viz soufadnice vnitini
Ising, viz model Isingtiv

jacobian transformace soutradnic, 120
jama pravouhla, 22

Jastraw, viz funkce Jastrawova typu
jednotky redukované, 35, 188

jev, 45

Kac, viz potencial Kactiv
kalorie, 188
kapacita tepelna, 62
koeficient
autokorelacni, 185
difazni, 132
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Geartv, 37

izotermické stlacitelnosti, 62

kineticky, 131

tepelné vodivosti, 132

transportni, 131
kompresibilita, 62
konfigurace, 15

pocatecni, 86
konstanta dielektricka, 126
korekce

kvantova, 148

na useknuti potencialu, 81

pro kanonicky soubor, 89
koule

lepkava tuha, 22

tuha, 12, 13, 22, 64, 167
krok integracni, 32

nékolikanasobny, 128
krystalizace, 68, 168
KS, viz rovnice Kohnovy-Shamovy
kvaternion, 119, 181

Lagrange, viz teZ multiplikator Lagrangetv

lagrangian modifikovany (rozsifeny), 97, 98,
124

lazen tepelnéa, 49

LDA, viz aproximace lokalni hustoty

leap-frog, 35

Lees, viz podminky Leesovy a Edwardsovy

Legendre, viz polynom Legendretv

Lennard-Jones, viz potencial Lennard-
-Jonestuv

linear response theory, 133

linked-cell list, viz seznam zietézeny

London, viz sila Londonova

master equation, viz rovnice Fidici
matice
Barkerova (Glauberova), 49
hustoty, 20
Pauliho, 28, 154
prechodu, 45, 48
stochasticka, 49
Maxwell, wviz rozlozeni Maxwellovo-Boltz-
mannovo
MC, viz Monte Carlo
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MD, viz dynamika molekulérni
mechanika
klasicka, 15
kvantova, 15
Mersenne, viz prvocislo Mersenneovo
méfeni, 57
metoda
Andersenova, 96
Barkerova (Glauberova), 49
Beamanova, 35
Berendsenova (frikéni)
pro teplotu, 94
pro tlak, 97
blokova, 73, 185
Carova-Parrinellova, 13, 162
Creutzova, 92
Eulerova, 33
Ewaldova, 82, 127
Gearova, 36, 125, 182
Greengardova-Rokhlinova, 82
kone¢nych diferenci, 32
leap-frog, 35
molekularni dynamiky, viz dynamika
molekularni
Monte Carlo, viz Monte Carlo
prediktor-korektor, 34, 36, 115
reakcéniho pole, 82, 85
Rungeova-Kuttova, 34, 184
simplexova, 29
symplekticka, 40
tepelné lazné, 49
varia¢ni, 149
Verletova, 34, 40, 122
rychlostni, 35
vleceni, 146
Widomova, 71
zietézenych seznami, 127
Metropolis, viz Monte Carlo, Metropolisova
metoda
mikroreverzibilita, viz podminka mikrosko-
pické reverzibility
minimalizace
dynamické, 162
energie, 86

REJSTRIK

minimum energy path, viz drédha s mini-

malni energii

mnozina stavii ergodicka, 48, 50
model, 15, 20

diskrétni, 15
Heisenbergtiv, 26, 27
Hubbardtv, 28, 159
Isingtiv, 26, 49, 79, 168
anizotropni, 155
kvantovy mriizkovy, 27
miizkovy, 26
polymeru, 27, 106, 170
Pottstv, 26
spojity, 15
transverzalni Isingtiv, 153, 154
XY, 168
modelovani molekularni, 186
molekula
s vnitfnimi stupni volnosti, 113, 120
tuha, 118
Monte Carlo, 13, 43
Creutzova metoda, 92
hybridni, 54
integrace, 43-44
kanonické kvantové, 151
kinetické, 13, 75, 138
Metropolisova metoda, 12, 49, 51
mikrokanonické, 92
naivni, 44
nékolikanasobného kroku, 129
mrizka, 26
multiple timestep, viz krok integrac¢ni néko-
likanasobny
multiplikator Lagrangetv, 124

nasada generatoru nahodnych ¢isel, 175

nearest image, 78

nearest image boundary conditions, wviz
podminky okrajové nejblizsitho sou-
seda

neighbor list, viz seznam sousedii

NEMD, viz dynamika molekularni nerovno-
VAZna

Newton, viz rovnice pohybové

NPT, viz soubor izobaricky
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NVE, viz soubor mikrokanonicky
NVT, viz soubor kanonicky

obrat reakcni, 113
obraz nejblizsi, 78
odezva linearni, 133
odhad chyby, 44, 72, 185
odchylka smérodatna (stiedni kvadratickd),
72
operator
anihilacni, 28
Hamiltontiv, viz hamiltonian
kreacni, 28
statisticky, 19
stochasticky, 186
optimalizace, 16, 28, 127
struktury, 187
orientational bias, 106
oscilator kvantovy, 173

pamdét
systému, 47
vyrovnavaci, 129
parametr
separacni, 83-84
uspotradani, 58
zapojovaci, 70
particle mesh, 85
Pauli, viz matice Pauliho
permitivita, 126
7, vypocet MC, 44
plyn
elektronovy, 24
idedlni, 18
miizkovy, 27, 49, 171
podminka
detailni rovnovahy, 48
mikroskopické reverzibility, 48, 103, 105,
186
pocatecni, 32, 37
stability integratoru, 37, 182
podminky okrajové, 76
nejblizsiho obrazu, 81
periodické, 76
smykové (Leesovy a Edwardsovy), 137
vodivé (kovové), 83

201

pohyb
housenkovy (reptation), 107, 170
virtualni, 60
pointer, 127
Poisson, viz proces Poissontiv
polarizovatelnost, 23
pole
reakéni, 85
smérové, 33
polomér van der Waalsiv, 21
polymer, 27, 106, 170
fetizkovy, 157
por, 24, 78
posun registru, 176
potencial, viz tez sila, 16
6-12, viz potencial Lennard-Jonestiv
9-3, 24
coulombicky, 22, 81
dlouhodosahovy, 81
efektivni, 21, 23
exp-6, 168
grandkanonicky, 18
gravitacni, 82
Hartreeho, 162
chemicky, 18, 71, 92
intramolekularni, 118
Kactv, 22
kratkodosahovy, 80, 127
Lennard-Jonesiv, 13, 21, 55, 64, 168,
189
mezimolekularni, 22
parovy, 21, 31
tuhych kouli, viz koule tuha
pravdépodobnost stavu, 15
prediktor-korektor, viz metoda prediktor-
-korektor
preferential sampling, viz vzorkovani prefe-
rencni
problém
obchodniho cestujiciho, 28, 170
znaménkovy, 158
proces
Markoviv, 46, 139
nahodny, 46
Poissontiv, 144
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stochasticky, 46
profil konvergencni, 58, 87, 95, 112
prochézka nahodné, 27, 171
prostor

fazovy, 16

Hilberttv, 19, 186

konfiguracni, 16
prameér kolizni, 21
pruzina entropicka, 170
prvocislo Mersenneovo, 177
pseudoexperiment, 11

random walk, viz prochazka nahodna
RATTLE, 123
RDF, viz funkce radialni distribucni
reakce chemicka, 112, 141
refinement, 187
relaxace, viz téZ Cas relaxacni, 135, 139
frikéni, 94
v iteracich SHAKE, 123
reptation, viz pohyb housenkovy
reverzibilita, 40
casova, 39
reverzibilita mikroskopicka, wviz podminka
mikroskopické reverzibility
Ritz, viz metoda variac¢ni
rovnice
Clapeyronova, 115
¢asova Schrodingerova, 147
Greenova-Kubova, 134
ridici, 46, 139
Schrodingerova, 19
rovnice
Eulerovy-Lagrangeovy, 162
Kohnovy-Shamovy, 162
Lagrangeovy, 97, 98
Newtonovy, 32
pohybové, 32, 97, 99
rovnovaha
detailni, viz podminka detailni rovno-
vahy
fazova, 109
termodynamicka, 15
rovnovaha termodynamické, 58
rozlozeni
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diskrétni, 179
Gaussovo, 72, 87, 178
limitni, 47
Maxwellovo-Boltzmannovo, 87, 95
pravdépodobnostni, 178
rovnomeérné, 178
spojité, 178
vicedimenzionalni, 179

rozptyl
(variance), 62
zareni, 68

rozsah reakce, 113

rozvoj
do kulovych funkeci, 65
multipdlovy, 82

Runge, viz metoda Rungeova-Kuttova

fada casova, 185
fetézec Markoviv, 45, 105, 141

seed, viz nasada generatoru ndhodnych c¢isel
seznam

sousedi, 128

zietézeny, 127
SHAKE, 122
Schrodinger, viz rovnice Schrodingerova
sila, viz téZ potencial

disperzni (van der Waalsova, Londo-

nova), 21

dlouhodosahové, 81

gravitacni, 82

hnaci reakce, 114

kratkodosahova, 80

nevazebna, 187

odpudiva, 21

parové aditivni, 21, 127

pritazliva, 21
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