
Statistická termodynamika (mechanika)
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Makroskopické velièiny jsou výsledkem

zprùmìrovaného chování mnoha èástic

→



Tlak ideálního plynu z kinetické teorie 1
[tchem/simplyn.sh]
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Molekula = hmotný bod
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N molekul o hmotnosti mi v krychli o hranì L

Rychlost molekuly i je ~vi = (vi,x, vi,y, vi,z)

Po odrazu: vi,x → −vi,x
Podruhé narazí do stìny za τ = 2L/vi,x
Síla = zmìna hybnosti za jednotku èasu

Hybnost ~P = m~v

Zmìna hybnosti = ∆Px = 2mivi,x
Prùmìrná síla zpùsobená nárazy jedné molekuly:

Fi,x =
∆Px

τ
=
2mivi,x
2L/vi,x

=
miv

2
i,x

L

Tlak je síla ode v¹ech N molekul dìlená plochou

p =

∑N
i=1 Fi,x

L2
=

∑N
i=1miv

2
i,x

L3

Kinetická energie jedné molekuly je

1

2
mi|~vi|

2 ≡ 1

2
miv

2
i =

1

2
mi(v

2
i,x + v

2
i,y + v

2
i,z)



Tlak ideálního plynu z kinetické teorie 2
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Kinetická energie plynu = vnitøní energie (pro jednoatomový plyn)

Ekin =
1

2

N∑
i=1

miv
2
i =

3

2

N∑
i=1

miv
2
i,x

⇒

p =

∑N
i=1miv

2
i,x

L3
=
2

3

Ekin
V

Jinak napsáno

pV =
2

3
Ekin

!
= nRT

Teplota je mírou kinetické energie

Pøedpoklady:

Tlak je výsledkem zprùmìrovaných nárazù molekul

Potøebovali jsme klasickou mechaniku

Je¹tì jinak:

n =
N

NA
, kB =

R

NA
⇒ U ≡ Ekin =

3n

2
RT =

3N

2
kBT , CV,m =

3

2
R



Boltzmannova konstanta
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pV = nRT = NkBT

N = nNA

kB =
R

NA
= 1.38065·10−23 JK−1

Ludwig Eduard Boltzmann (1844{1906)

credit: scienceworld.wolfram.com/biography/Boltzmann.html



Ekvipartièní princip
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Výraz Ekin je slo¾en z f = 3N èlenù tvaru 1
2miv

2
i,k, kde k ∈ {x,y, z}.

pV = NkT =
f

3
kT =

2

3
Ekin

f = poèet mechanických stupòù volnosti.

V prùmìru na ka¾dý stupeò volnosti pøipadá energie

Ekin
f

=
1

2
kBT

Tepelná kapacita v molárních jednotkách (N = NA):
↙
poèet st.volnosti/molek.

CVm =

(
∂U

∂T

)
V
=

(
∂Ekin
∂T

)
=

1
2fkT

NAT
=
3

2
R

Roz¹íøení:

Lineární molekuly: + 2 rotace, CVm = 5
2R (ale: vodík)

Nelineární molekuly: + 3 rotace, CVm = 3R

(Vibrace klasicky: + 2 za ka¾dou (i za Epot) { nepøesné!)



Ekvipartièní princip { pøíklad
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Kolik je cpm pro a) dusík, b) vodní páru?

29.10JK−1mol−1,33.26JK−1mol−1

Experiment: N2 (300 K): 29.12 JK−1mol−1

H2O (500 K): 35.22 JK−1mol−1



Mikrostav, makrostav, soubor
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mikrostav (stav, kon�gurace) = okam¾itý stav v daném okam¾iku

kvantovì: vlnová funkce, ozn. ψ

klasicky: polohy a rychlosti v¹ech èástic v daném okam¾iku,

ψ = (~r1, . . . ,~rN,~v1 . . . ,~vN)

(pøesnìji ne rychlosti, ale hybnosti)

makrostav = zprùmìrované mikrostavy

soubor = mno¾ina mikrostavù s pravdìpodobnostmi π(ψ), se kterými se

vyskytují

mikrostav makrostav soubor



Mikrokanonický soubor a ergodická hypotéza
[tchem/simolant1+2.sh]
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Mikrokanonický soubor = soubor mikrostavù v izolovaném systému

Ozn. NVE (N = const, V = const, E = const)

Ergodická hypotéza (kvantová): π(ψi) = const = 1
W

(W = poèet v¹ech stavù)

Ergodická hypotéza (klasická):

trajektorie procházejí prostorem þstejnì hustìÿ

pøesnìji: fázovým prostorem

Jinými slovy:

Èasová støední hodnota =

〈X〉t = lim
t→∞ 1

t

∫ t
0
X(t)dt

= souborová støední hodnota =

〈X〉 = 1

W

∑
ψ

X(ψ)

pro velièinu X = X(ψ), kde ψ = ψ(t)

. . . ale s T = const se líp poèítá



Kanonický soubor { þodvozeníÿ è. 1
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je soubor s konstantní teplotou

Ozn. NVT (N = const, V = const, T = const)

Ergodická hypotéza: π(ψ) = π(E(ψ))

E1 + E2 = E1+2 (malé ovlivnìní)

π(E) = pravdìpodobnost kteréhokoliv

stavu o energii E

π(E1) · π(E2) = π(E1+2) = π(E1 + E2)

⇒ π(E) = constE = exp(αi − βE)

0. vìta ⇒ β je empirická teplota

αi je normalizaèní konst., aby
∑
ψπ(ψ) = 1, závisí na systému

Urèení β: jednoatomový ideální plyn, na 1 atom U1 = 3
2kBT

〈U1〉 =
∑
ψ E(ψ)π(E(ψ))∑
ψπ(E(ψ))

=

∫
1
2m~v2π(12m~v2)d~v∫

π(12m~v2)d~v

Po výpoètu: 〈U1〉 =
3

2

1

β
⇒ β =

1

kBT



Urèení β
[start /home/jiri/vyuka/maple/beta.mw]

+
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〈U1〉 =
∫
R3

1
2m~v2π(12m~v2)d~v∫
R3 π(

1
2m~v2)d~v

=

∫∞
−∞ ∫∞

−∞ ∫∞
−∞ 1

2m(v2x + v
2
y + v

2
z ) e

−1
2
βmv2xdvx e

−1
2
βmv2ydvy e

−1
2
βmv2zdvz∫∞

−∞ ∫∞
−∞ ∫∞

−∞ e−
1
2
βmv2xdvx e

−1
2
βmv2ydvy e

−1
2
βmv2zdvz

= 3

∫∞
−∞ ∫∞

−∞ ∫∞
−∞1

2mv
2
x e

−1
2
βmv2xdvx e

−1
2
βmv2ydvy e

−1
2
βmv2zdvz∫∞

−∞ ∫∞
−∞ ∫∞

−∞ e−
1
2
βmv2xdvx e

−1
2
βmv2ydvy e

−1
2
βmv2zdvz

= 3

∫∞
−∞ 1

2mv
2
x e

−1
2
βmv2xdvx∫∞

−∞ e−
1
2
βmv2xdvx

= 3

1
2m

1
21
2
βm

√
π

1
2
βm√

π
1
2
βm

=
3

2

1

β

Kde jsme pou¾ili Gaussùv integrál:

∫∞
−∞ e−ax

2
dx =

√
π

a
(kde a = 1

2βm)

a jeho derivaci podle parametru:∫∞
−∞ x2e−ax

2
dx = −

d

da

∫∞
−∞ e−ax

2
dx = −

d

da

√
π

a
=

1

2a

√
π

a



Boltzmannova pravdìpodobnost
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. . . aneb první polovina statistické termodynamiky.

Pravdìpodobnost nalezení stavu s energií E je úmìrná

π(E) = const · exp
[
−
E(ψ)

kBT

]
= const · exp

(
−
Em

RT

)
Pøíklady:

bariéru (aktivaèní energii) Ea pøekoná ∼ exp
(
−EaRT

)
molekul

⇒ Arrheniùv vztah

k = A exp

(
−
Ea

RT

)
energie potøebná k pøenesení molekuly z kapaliny do páry je ∆výpH,

pravdìpodobnost nalezení molekuly v páøe je úmìrná ∼ exp
(
−
∆výpH
RT

)
⇒

Clausiova-Clapeyronova rovnice (integrovaný tvar)

p = p0 exp

[
−
∆výpH

R

(
1

T
−
1

T0

)]
= const · exp

(
−
∆výpH

RT

)



Boltzmannova pravdìpodobnost èástice v poli
[tchem/simplyn.sh]
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. . . aneb je¹tì jednou jinak.

Potenciální energie molekuly v homogenním tíhovém poli Upot = mgh.

Pravdìpodobnost nalezení molekuly ve vý¹ce h:

π ∝ exp

(
−
Upot
kBT

)
= exp

(
−
mgh

kBT

)
= exp

(
−
Mgh

RT

)
Pravdìpodobnost ∝ hustota ∝ tlak:

p = p0 exp

(
−
Mgh

RT

)
Stejný vzorec dostaneme i z podmínky mechanické rovnováhy + stavové

rovnice id. plynu:

dp = −dhρg, ρ =
Mp

RT

Z èeho¾ lze þodvoditÿ Boltzmannovu pravdìpodobnost { viz dále



Kanonický soubor { þodvozeníÿ è. 2 +
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1. zákon: U+Upot = konst [V, adiab.] U nezahrnuje mechanic-

kou energii tìlesa jako

celku ⇒ zmìna mecha-

nické energie se objeví

v práci jiné ne¾ objemové

Po transformaci na F a µ máme

µ+Upot = const [V, T ]

nebo jinak

µ(z2) − µ(z1) =

∫z2
z1

Fdz = −[Upot(z2) −Upot(z1)], F = −dUpot/dz

Rozdíl chemických potenciálù èástice

v bodech z1 a z2 je dán reverzibilní prací

Pro ideální plyn neboli pro nezávislé èástice: π ∝ p:

µ(z2) − µ(z1) = kBT ln

[
p(z2)

pst

]
− kBT ln

[
p(z1)

pst

]
= kBT lnπ(z2) − kBT lnπ(z1)

⇒
exp[−Upot(z1)/(kBT)]

π(z1)
=
exp[−Upot(z2)/(kBT)]

π(z2)
= const

⇒ π(z) = const× exp
[
−
Upot(z)

kBT

]
Zbývá zamávat rukama a

roz¹íøit na celé systémy



Boltzmannova pravdìpodobnost
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Pøíklad. Polomìr iontu Na+ je 102 pm, polomìr Cl− je 181 pm. Odhadnìte,

kolikrát je vy¹¹í pravdìpodobnost, ¾e ve vodném roztoku o teplotì 25 ◦C na-

leznete dva ionty vedle sebe ne¾ ¾e je naleznete v náhodné pozici. Relativní

permitivita vody je εr = 80, permitivita vakua je 8.854·10−12 Fm−1.

Øe¹ení:

Pro r = 102 pm + 181 pm:

∆E = −
1

4πε0εr

e2

r
= −1.02·10−20 J

Pravdìpodobnost:

π(u sebe)

π(daleko)
= exp

(
−
∆E

kBT

)
= exp

(
−

−1.02·10−20

1.38·10−23 × 298

)
.
= 12

Ale: Jsou-li molekuly daleko od sebe, mají mnohem víc mo¾ností



Boltzmannova pravdìpodobnost
[cd tchem/molekuly; blend -g butane]
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Pøíklad. Energie gauche konformace butanu je o ∆E = 0.9 kcal/mol vy¹¹í

ne¾ anti. Odhadnìte, kolik % molekul je v gauche konformaci za teploty

272.6 K (bod varu). (1 cal = 4.184 J).

Øe¹ení:

ππ(gauche) : ππ(anti) = exp[−∆E/(RT)] = 0.1899

Nezapomeòte, ¾e gauche stavy jsou dva, zatímco anti jen jeden:

2ππ(gauche) + ππ(anti) = 1

⇒

ππ =
2exp[−∆E/(RT)]

2exp[−∆E/(RT)] + 1
=

2× 0.1899
2× 0.1899+ 1

= 0.275

Pøedpokládali jsme, ¾e obì minima jsou dobøe separována a jejich tvar je

stejný. Pøi pøesnìj¹ím výpoètu nutno místo ∆E uva¾ovat zmìnu Gibbsovy

energie, ∆G. Ta v sobì ji¾ zahrnuje jak faktor 2 tak rozdílné vibrace obou

stavù. Dostaneme vlastnì rovnováhu

anti→ gauche, K = exp[−∆G/(RT)]



Adiabatická atmosféra +
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Barometrická rovnice pøedpokládala rovnováhu (T = const). Pokud fouká

(a je suchý vzduch), teplota se mìní s vý¹kou adiabaticky, tj. musím pou¾ít

rovnice pro vratný adiabatický dìj:

p1−κTκ = const ⇒ dp = −
κ

1− κ

p

T
dT

⇒ (κ = 1.4)

T = T0 −
κ− 1

κ

Mg

R
z
.
= T0 − 0.01Km−1 z

T(0m) = 30 ◦C = 303.15 K ⇒ T(8850m) = −58.5 ◦C = 214.65 K (literatura:

−19 a¾ −36 ◦C)
⇒ p(8850m) = 101.3× (214.65/303.1)1.4/(1.4−1) = 30.3 kPa.


