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Kapitola 1

Chemická kinetika

Tato kapitola je opakováním a pak roz²í°ením Chemické kinetiky z p°edm¥tu Fyzikální
chemie I.

1.1 Úvod

Chemická kinetika ze zabývá a) rychlostí chemických reakcí a závislostí rychlosti na pod-
mínkách (teplota, tlak, sloºení, p°ítomnost katalyzátoru aj.), b) výpo£tem sloºení v zá-
vislosti na £ase (formální kinetika) a c) reak£ními mechanismy, tj. tím, jak látky �ve
skute£nosti� reagují.

Reakce mohou probíhat v jedné fázi (zpravidla kapalina nebo plyn), to jsou reakce
homogenní. �asto dochází k reakci v oblasti mezi fázemi, nap°. plyn reaguje na pev-
ném katalyzátoru; to jsou reakce heterogenní. Enzymy jsou speciálním druhem vysoce
ú£inných katalyzátor· s velkými molekulami, mohou být jak v roztoku (jedna fáze) tak
imobilizované £i p°ímo v bu¬ce; d¥lení enzymatických reakcí na homogenní a hetero-
genní pak p°estává mít smysl.

Podle zp·sobu provedení m·ºeme rozeznávat reakce vsádkový (jednorázový) zp·sob,
kdy naplníme ba¬ku £i reaktor látkami a (za daných podmínek, míchání aj.) necháme
reagovat. P°i nást°ikovém zp·sobu je systém otev°ený, tj. postupn¥ p°idáváme látky.
V pr·myslu jsou £asto výhodné kontinuální (pr·tokové) reaktory, kdy na vstup p°ivá-
díme vstupní látky ur£itou konstantní rychlostí a po pr·chodu reaktorem £i soustavou
reaktor·, separátor·, kolon aj. odebíráme produkty.

Reakce se pro zaji²t¥ní reprodukovatelnosti a speci�£nosti zpravidla provád¥jí izoter-
micky (za konstantní teploty); musíme pak reak£ní sm¥s oh°ívat nebo chladit. Výjime£n¥ je
výhodný adiabatický zp·sob. Obdobn¥ je zpravidla výhodn¥j²í udrºovat konstantní tlak
(je-li atmosférický, máme ho zadarmo). Výjime£n¥ pouºíváme uzav°ený reaktor s kon-
stantním objemem, nap°. autokláv.

Aby reakce mohla prob¥hnout, musíme p°ekonat jistou bariéru, tzv. aktiva£ní energii1.
K tomu nám pomáhají katalyzátory a vy²²í teplota (ta v²ak pomáhá i parazitním reakcím
za vzniku látek, které nechceme). Pot°ebnou energii m·ºe dodat i jiná reakce, mikrovlny,
ultrazvuk aj., a to r·znými mechanismy (tepeln¥, mikrokavitace). Speciálním p°ípadem

1Výjimkou jsou reakce velmi reaktivních £ástic nap°. v mezihv¥zdném prostoru, v plazmatu aj.

9
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jsou fotochemické reakce, které jsou p°ímo pohán¥ny energií sv¥tla ve viditelném oboru
(VIS � nap°. fotosyntéza), p°ípadn¥ ultra�alovém (UV) s vy²²í energií.

1.2 Formální kinetika

1.2.1 Bilance a reak£ní rychlost

Uvaºujme reakci, kterou zapí²eme formáln¥ jako

0→
∑
i

νiAi (1.1)

kde pro stechiometrické koe�cienty reaktant· (výchozích látek) platí νi < 0 a pro pro-
dukty νi > 0. Nap°. reakci N2 + 3H2 → 2NH3 zapí²eme jako 0→ −1N2 − 3H2 + 2NH3.

Postup reakce je popsán veli£inou nazývanou rozsah reakce, ozna£íme ji ξ a inter-
pretujeme ji v molech. Máme-li na za£átku (£as τ = 0) v systému jistá látková mnoºství
ni,0 látek, budou po prob¥hnutí £ásti reakce popsané rozsahem ξ tato mnoºství

ni = ni,0 + νiξ

Výchozí látky ubývají (protoºe νi < 0), produkty p°ibývají (protoºe νi > 0). Rychlost
reakce je pak de�novaná jako

J =
dξ

dτ
=

1

νi

dni
dτ

Je to extenzivní veli£ina, a proto je zpravidla výhodn¥j²í pod¥lit objemem, abychom
dostali intenzivní veli£iny. Rychlost reakce je pak

r =
dx

dτ
=
J

V
=

1

νi

dci
dτ

kde ci = [Ai] = ni/V je koncentrace látky Ai (stru£n¥ látky i) a x = ξ/V je rozsah reakce
vyjád°ený jako koncentrace2. Rychlost reakce je tedy rovna rychlosti zm¥ny rozsahu reakce
s £asem. Pokud reakce probíhá zleva doprava, je její rychlost kladná. Bilanci pak obvykle
provádíme p°ímo v koncentracích,

ci = ci,0 + νix

Stupe¬ p°em¥ny je de�nován jako

α =
ck,0 − ck
ck,0

=
|νk|x
ck,0

kde index k zna£í klí£ovou sloºku; to je ten reaktant (výchozí látka), který první vymizí.
Platí 0 ≤ α ≤ 1; α = 0 na za£átku reakce (ck = ck,0), α = 1 po zreagování ve²keré klí£ové
sloºky (ck = 0).

2V plynné fázi je výhodné místo koncentrací pouºít parciální tlaky, pi = ciRT
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Rychlost reakce závisí na zápisu reakce (podobn¥ jako t°eba reak£ní entalpie nebo
rovnováºná konstanta). Nap°. platí

r(2A→ A2) =
1
2 r(A→

1

2
A2)

protoºe r(2A → A2) = 1
1
d[A2]/dτ , r(A → 1

2
A2) = 1

1/2
d[A2]/dτ ; p°i£emº derivace

d[A2]/dτ jsou stejné a na zápisu reakce nezávisejí.

1.2.2 Kinetická (rychlostní) rovnice

Jednoduchá reakce je dána jednou reakcí a jednou kinetickou rovnicí (která nemusí
odpovídat molekularit¥). Obecn¥:

r = f(cA, cB, . . . ;T )

�asto vyhovuje sou£inový zápis

r = k(T ) cαAc
β
B · · · (1.2)

kde k(T ) je rychlostní (téº kinetická) konstanta (p°ísn¥ vzato není konstantou, ale
závisí na teplot¥, podobn¥ jako rovnováºná konstanta), α, β jsou díl£í °ády a n = α+β · · ·
je (celkový) °ád reakce. Obdobn¥ jako v p°ípad¥ rovnováhy bývá (1.2) lep²í aproximací
reality pro men²í koncentrace. Rozm¥r rychlostní konstanty je3 (mol dm−3)1−ns−1.

Polo£as reakce je taková doba τ1/2, za kterou klesne koncentrace zvolené látky na
polovinu

cA(τ1/2) =
cA(0)

2

Poznámka. N¥kdy (nap°. ve spektroskopii) se uvádí st°ední doba ºivota (angl. lifetime),
která je de�nována vzorcem

τst° =

∫ ∞

0

τ ′rdτ ′/

∫ ∞

0

rdτ ′

Uv¥domte si, ºe rdτ ′ je relativní mnoºství látky, které se rozpadne v intervalu £as· (τ ′, τ ′+
dτ), a proto dostaneme st°ední hodnotu z £as· rozpadu. Pouºívá se tém¥° výhradn¥ pro
kinetiku prvního °ádu, obvyklé zna£ení je jen τ .

1.2.3 P°íklady jednoduchých reakcí

Reakce A → P

Asi nejjednodu²²ím typem reakce je reakce jedné látky na produkt (produkty), A → P.
P°edpokládejme, ºe tato reakce je n-tého °ádu. Kinetická rovnice je pak

dcA
dτ

=

{
−kcnA pro cA > 0,

0 pro cA = 04

3N¥kdy se místo koncentrací pouºívají bezrozm¥rné (relativní) koncentrace de�nované vztahem creli =
{Ai} = ci/c

st. Rozm¥r rychlostních konstant je pak [k] = s−1
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0
t

0

cA

n=0 n=1

n=2

Obrázek 1.1: Závislost koncentrace na £ase pro reakci reakci A → P pro r·zné °ády reakce.
Po£áte£ní koncentrace i po£áte£ní rychlosti jsou stejné

Tabulka 1.1: Integrovaný tvar kinetické rovnice n-tého °ádu pro reakci A → P. n je °ád reakce,
cA koncentrace látky A, cA0 její hodnota v £ase τ = 0, τ1/2 je polo£as a τst° je st°ední doba
ºivota.

n cA(τ) kdy τ1/2 τst°

0 cA0 − kτ τ < cA0/k cA0
2k

cA0
2k0 τ ≥ cA0/k

1 cA0 e
−kτ ln 2/k 1/k

2 1
1/cA0+kτ

1
kcA0

∞

(1,∞) [c1−nA0 − (1− n)kτ ]1/(1−n) ∞
(−∞, 1) [c1−nA0 − (1− n)kτ ]1/(1−n) τ < c1−nA0 /[(1− n)k]

0 τ ≥ c1−nA0 /[(1− n)k]

2n−1−1
(n−1)k

c1−nA0 c1−nA0

(2− n)k

K tomu je nutno p°idat po£áte£ní podmínku, tj. známou koncentraci pro τ = 0:

cA(0) = cA0

Tuto rovnici jste °e²ili metodou separace prom¥nných v kurzu Fyzikální chemie I a jist¥
víte, ºe je nutno rozli²it p°ípad n = 1 od obecného n, viz tab. 1.1. Grafy pro nejb¥ºn¥j²í
°ády jsou ukázány na obr. 1.1.

Reakce A + B → P (prvního °ádu k A i B) (jen MIKRO)

P°edpokládáme, ºe na za£átku (τ = 0) jsou dány koncentrace obou reaktant·, cA0, cB0.
U této reakce jsou oba díl£í °ády α = β = 1 (celkový °ád je 2), a proto kinetická rovnice
napsaná pro rozsah reakce x je

dx

dτ
= kcAcB = k(cA0 − x)(cB0 − x) (1.3)

4Tento °ádek je nutný pro n < 1. Bez n¥j bychom dostali po integraci záporné koncentrace, viz obr. 1.1,
£árkovaná £ára
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0

τ

0

c

A

B

Obrázek 1.2: Závislost koncentrací na £ase pro reakci A + B → P pro cB,0 : cA,0 = 2 : 3

kde jsme koncentrace obou látek jsme vyjád°ili pomocí rozsahu reakce. Jinou moºností je
vycházet z jedné sloºky, t°eba A, a napsat

dcA
dτ

= −kcAcB = kcA(cA − cA0 + cB0)

kde jsme vyjád°ili cB pomocí cA, abychom m¥li v rovnici jen jednu neznámou funkci.
Po£áte£ní podmínky jsou

x(0) = 0 neboli cA(0) = cA0, cB(0) = cB0

Pro °e²ení si zvolíme rovnici (1.3). Tato rovnice je separovatelná,

dx

(cA0 − x)(cB0 − x)
= k dτ

Rovnici zintegrujeme v daných mezích (alternativn¥ lze provést neur£itou integraci a
neznámou integra£ní konstantu vypo£ítat z po£áte£ní podmínky):∫ x

0

dx′

(cA0 − x′)(cB0 − x′)
=

∫ τ

0

k dτ ′

Levý integrál °e²íme rozkladem na parciální zlomky. Napí²eme

1

(cA0 − x′)(cB0 − x′)
=

a

cA0 − x′
+

b

cB0 − x′

kde a, b jsou neznámé konstanty. Po znásobení rovnice výrazem (cA0 − x′)(cB0 − x′) do-
staneme podmínku

1 = acB0 − ax′ + bcA0 − bx′

coº musí platit pro kaºdé x′, a proto −a − b = 0 a 1 = acB0 + bcA0, z £ehoº a = −b =
1/(cB0− cA0). Integrujeme levou stranu (pozor na znaménka:

∫
dx
1−x = − ln(1−x)+C pro

x < 1, jak lze spo£íst substitucí y = 1− x):∫ x

0

dx′

cB0 − cA0

(
1

cA0 − x′
− 1

cB0 − x′

)
= − 1

cB0 − cA0

[
ln(cA0 − x′)− ln(cB0 − x′)

]x
0
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=
1

cA0 − cB0
ln

(cA0 − x)cB0
(cB0 − x)cA0

V²imn¥te si, ºe x < cA0 a x < cB0, takºe v²echny argumenty ln() jsou kladné. Pravou
stranu zintegrujeme hrav¥ ∫ τ

0

k dτ ′ = kτ

Porovnáním stran dostaneme vztah, který nám moºní spo£ítat, za jak dlouho dosáhne
reagující sm¥s daného rozsahu reakce,

τ =
1

k(cA0 − cB0)
ln

(cA0 − x)cB0
(cB0 − x)cA0

Opa£ný vzorec, koncentrace v závislosti na £ase, dostaneme po n¥kolika protivných úpra-
vách, gra�cky viz obr. 1.2

cA = (cA0 − cB0)
cA0ϵ

cA0ϵ− cB0
cB = (cA0 − cB0)

cB0
cA0ϵ− cB0

, kde ϵ = exp[(cA0 − cB0)kτ ]

1.2.4 Kinetická m¥°ení

U �rozumn¥ rychlých� reakcí m·ºeme odebírat vzorky a analyzovat (chromatogra�í, hmot-
nostní spektrometrií, polarogra�í aj.). �asto je nutné p°ed analýzou reakci zastavit nap°.
rychlým ochlazením. �ast¥ji se pro sledování pr·b¥hu reakce pouºívá n¥jaká veli£ina,
která je (po kalibraci p°íp. výpo£tu) závislá na rozsahu reakce. U reakcí v plynné fázi, kde
se m¥ní látkové mnoºství, to je celkový tlak (za konstantního objemu) £i celkový objem
(za konstantního tlaku). Reakce na pevné fázi (g/s, plyn na pevné látce) m·ºeme sle-
dovat váºením (gravimetricky), reakce spojené s destilací (g/l) pomocí tlaku nasycených
par. U kapalin snadno stanovíme hustotu (densitometrie), barvu (spektrofotometrie), in-
dex lomu (refraktometrie), optickou otá£ivost (polarimetrie) aj. U iontových roztok· pak
elektrickou vodivost (konduktometrie) nebo nap¥tí na elektrod¥ (potenciometrie).

Výsledkem je typicky °ada koncentrací v závislosti na £ase, n¥kdy nazývaná integrální
data; (τ1, cA,1), (τ2, cA,2), . . . , (τN , cA,N).

�asto se hodí mít k dispozici rychlost reakce (diferenciální data). M·ºeme ji získat
analýzou integrálních dat, nejlépe derivací vztahu získaného �továním p°íp. gra�cky (de-
rivace je sm¥rnice te£ny); mén¥ p°esn¥ numerickou derivací, na £emº je zaloºena i metoda
po£áte£ní reak£ní rychlosti, kdy necháme reakci prob¥hnout jen málo (zm¥na koncentrace
d¥lená £asem je rychlost). Dochází-li k reakci v pr·to£ném reaktoru a rozdíl koncentrací
na vstupu a výstupu je malý, pak v ustáleném stavu je reak£ní rychlost úm¥rná rozdílu
koncentrací a nep°ímo úm¥rná toku.

U velmi rychlých reakcí jsme odkázáni na spektroskopii. Krátké laserové pulsy (dnes
i pod 1 ps) umoº¬ují studovat i extrémn¥ rychlé reakce.
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Obrázek 1.3: Data z Ukázky na�tovaná na funkci cA = [c1−nA0 + (n− 1)kτ ]1/(1−n)

0 1 2 3 4 5

t

0

1

2

cA

cA0 = 2.44(3)

n = 1.50(3)

k = 0.977(13)

c(t) = [cA0
1−n + (n−1)kt]1/(1−n)

1.2.5 Ur£ování °ádu a rychlostní konstanty jednoduché reakce

Fitování (jen MIKRO)

Fitování (téº korelace nebo regrese) je nyní metodou první volby pro analýzu kinetických
m¥°ení. Integrální data proloºíme metodou nejmen²ích £tverc· k°ivkou integrované
kinetické rovnice cA = cA(cA0, k, n; τ). Minimalizujeme sou£et £tverc· p°es 3 neznámé
parametry cA0, k, n, viz Dodatek A.1.

P°íklad. Stanovte °ád reakce A → P z následujících dat

τ

min
c

mol L−1

τ

min
c

mol L−1

τ

min
c

mol L−1

τ

min
c

mol L−1

0.0 2.446 1.4 0.549 2.8 0.253 4.2 0.141

0.2 1.779 1.6 0.489 3.0 0.218 4.4 0.132

0.4 1.518 1.8 0.433 3.2 0.203 4.6 0.121

0.6 1.091 2.0 0.369 3.4 0.188 4.8 0.115

0.8 0.972 2.2 0.341 3.6 0.172 5.0 0.101

1.0 0.773 2.4 0.313 3.8 0.165

1.2 0.675 2.6 0.272 4.0 0.161

�e²ení. Fitujeme teoretický vztah cA = [c1−nA0 + (n− 1)kτ ]1/(1−n) na data vhodným softwarem,
výsledky výpo£t· jsou na obr. 1.3. Vychází °ád reakce n = 1.50(3).
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Nemáme-li po£íta£ se softwarem

Integrální metoda. Zkusmo pro r·zné °ády n vypo£teme rychlostní konstantu z dvojic
c(τ1), c(τ2). Pro rovnici typu A → P platí

k =


c1−nA1 − c

1−n
A2

(n− 1)(τ1 − τ2)
pro n ̸= 1

− ln(cA1/cA2)

τ1 − τ2
pro n = 1

P°íklad. Stanovte touto metodou °ád reakce na základ¥ dat z p°edchozí ukázky.
�e²ení. V tabulce vidíte rychlostní konstanty po£ítané
za p°edpokladu, ºe reakce má °ád n = 1, 2 a nakonec
3/2. Vidíme, ºe rychlostní konstanty po£ítané za p°edpo-
kladu n = 1 s £asem klesají, pro n = 2 naopak s £aasem
rostou. Proto se jeví pravd¥podobné zkusit n = 1.5. Zde
jsou rychlostní konstanty zhruba stejné, i kdyº poslední
dv¥ hodnoty se odchylují � to je proto, ºe koncentrace zde
uº jsou nízké a p°esnost klesá. M·ºeme proto usoudit, ºe
n = 3/2.

τ1 τ2 n = 1 n = 2 n = 1.5

0 1 1.152 0.885 0.996

1 2 0.739 1.416 1.018

2 3 0.526 1.877 0.991

3 4 0.303 1.624 0.701

4 5 0.466 3.690 1.309

Diferenciální metoda. Pokud známe rychlosti r1, r2 ve dvou £asech τ1, τ2 (nebo pro
r·zná po£áte£ní sloºení), hledáme n, které vyhovuje soustav¥ rovnic

r1 = k[c(τ1)]
n, r2 = k[c(τ2)]

n

Po pod¥lení rovnic a zlogaritmování získáme °ád

n =
ln(r1/r2)

ln(c(τ1)/c(τ2))
(1.4)

P°íklad. Aplikujte diferenciální metodu na vý²e uvedená data.

�e²ení. Spo£ítáme rychlosti p°ibliºn¥, nap°.:

r(0.2) ≈ [c(0)− c(0.4)]/0.4min = 2.32mol L−1min−1

r(1.2) ≈ [c(0.8)− c(1.6)]/0.8min = 0.604mol L−1min−1

Podle rovnice (1.4) pak n ≈ ln(2.32/0.604)
ln(1.779/0.675) = 1.39. Chyba je v¥t²í, protoºe numerická derivace je

nep°esná metoda.

Ostwaldova izola£ní metoda. Pokud u reakce více látek pouºijeme jednu látku ve
velkém p°ebytku, její koncentrace se nebude znateln¥ m¥nit. P°i kinetickém m¥°ení tak
stanovíme parciální °ád reakce vzhledem ke sloºce s men²í koncentrací. Nap° pro reakci
A + B → P s kinetickou rovnicí r = kcαAc

β
B je pro p°ebytek B (cB ≫ cA) výraz k′ = kcβB

skoro konstanta, a proto r = k′cαA, coº se jeví jako reakce °ádu α.
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1.3 Simultánní reakce

1.3.1 Následné reakce

V mnoha praktických p°ípadech produkt reakce dále reaguje. Jako p°íklad m·ºe slouºit
radioaktivní rozpad. V rozpadových °adách jsou v²echny reakce prvního °ádu, mohou se i
v¥tvit. Teorie takových reak£ních schémat, vedoucích k soustavám lineárních homogenních
diferenciálních rovnic 1. °ádu, je dob°e propracovaná. Jiným p°íkladem je farmakokine-
tika. Nejen ºe lék m·ºe být jen prekurzor, který se teprve metabolizuje na ú£inou látku,
ale nutno i uvaºovat absorpci ú£inné látky nap°. z trávicího ústrojí. V nejjednodu²²í apro-
ximaci popisujeme absorpci léku v t¥le kinetikou prvního °ádu s jistým polo£asem τ1/2,1
nebo tzv. absorp£ní konstantou k1 = ln 2/τ1/2,1. Lék je pak z t¥la eliminován (ledvinami,
metabolizován v játrech, aj.); rychlost této eliminace op¥t popí²eme polo£asem nebo eli-
mina£ní konstantou k2.

Uvaºujme pro jednoduchost dv¥ následné reakce prvního °ádu

A k1−→ B k2−→ C

Kinetické rovnice jsou
dcA
dτ

= −k1cA

dcB
dτ

= k1cA − k2cB

dcC
dτ

= k2cB

První rovnice je stejná jako pro reakci 1 °ádu, v druhé se kombinuje p°ír·stek koncentrace
k1cA z reakce A→ B a úbytek −k2cB následnou reakcí B→ C. K tomu musíme de�novat
po£áte£ní podmínky, cA(0) = cA0, cB(0) = cC(0) = 0.

Pro výpo£et místo obecné teorie pouºijeme z didaktických d·vod· postup, který znáte
z matematiky. �e²ení první rovnice jiº znáte:

cA = cA0e
−k1τ

Toto známé °e²ení dosadíme do druhé kinetické rovnice a dostaneme

dcB
dτ

= k1cA0e
−k1τ − k2cB (1.5)

Tento typ rovnice se °e²í metodou variace konstanty. Vy°e²íme nejprve obecn¥ (bez
po£áte£ních podmínek) rovnici bez funkce £asu, tj.

dcB
dτ

= k1cA0e
−k1τ − k2cB ⇒ cB = Ke−k2τ (1.6)

kde K je integra£ní konstanta. Princip metody variace konstanty je v tom, ºe budeme
p°edpokládat, ºe K je funkcí £asu. Po dosazení do p·vodní rovnice (1.5) dostaneme dife-
renciální rovnici pro K(τ):

d(Ke−k2τ )

dτ
= k1cA0e

−k1τ − k2Ke−k2τ
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Obrázek 1.4: Závislost koncentrace na £ase u následných reakcí prvního °ádu, A k1→ B k2→ C

Kdyº nyní vypo£teme derivaci vlevo (je to derivace sou£inu), zjistíme, ºe nám obtíºný
£len vypadne:

dK

dτ
e−k2τ +K(−k2e−k2τ ) = k1cA0e

−k1τ− k2Ke−k2τ

Výsledná rovnice je (po znásobení e−k2τ ) p°ímo integrovatelná a má obecné °e²ení

K =
k1cA0
k2 − k1

e(k2−k1)τ + C

kde C je integra£ní konstanta. Toto K nyní dosadíme do (1.6) a konstantu C ur£íme
z po£áte£ní podmínky cB(0) = 0. Vyjde

cB =
k1

k2 − k1
cA0
(
e−k1τ − e−k2τ

)
(1.7)

T°etí neznámou koncentraci cC ur£íme nejsnáze z bilance, cA0 = cA + cB + cC. Vyjde

cC = cA0 − cA − cB = cA0

[
1 +

k1
k2 − k1

e−k2τ − k2
k2 − k1

e−k1τ
]

Jist¥ jste si v²imli, ºe postup selºe, pokud k1 = k2. �e²ení dostaneme jako limitu,
kterou lze spo£ítat nap°. L'Hôpitalovým pravidlem,

cB = lim
k1→k2

k1cA0
e−k1τ − e−k2τ

k2 − k1
= k1cA0

d(e−k1τ − e−k2τ )/dk2
d(k2 − k1)/dk2

= k1cA0τe
−k1τ (1.8)

Výsledek pro k1 = k2 je na obr. 1.4. Polohu maxima zjistíme snadno z podmínky dcB/dτ =
0. Vyjde

τmax cB =
ln(k2/k1)

k2 − k1

Pouºití ve farmakokinetice (jen KOL)

Lék podaný pacientovi (typicky oráln¥) se v t¥le nejprve distribuuje (vst°ebává z trávicího
ústrojí), m·ºe podléhat zm¥nám (nap°. ú£inný m·ºe být aº jeho metabolit) a nakonec
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Tabulka 1.2: Pr·m¥rné distribu£ní objemy na kilogram hmotnosti pacienta

objem Vd/Lkg−1

voda v t¥le celkem 0.6 d¥ti více, starci mén¥

z toho intracelulární 0.4

extracelulární 0.2

krev celkem 0.08

z toho plazma 0.04

se eliminuje (játra, ledviny). Oblast t¥la, ve které se lék vyskytuje a která je relativn¥
(pro daný lék) odd¥lena od ostatních, se nazývá kompartment. Nap°. pokud lék prochází
bun¥£nou membránou, bude kompartmentem celý objem vody v t¥le. Pokud lék ²patn¥
prochází membránou, bude jeho koncentrace v intracelulárním prostoru jen pomalu nar·s-
tat, vhodný model proto bude uvaºovat dva kompartmenty a popis p°enosu léku z jednoho
do druhého (nap°. kinetikou prvního °ádu).

Distribu£ní objem Vd je de�nován jako objem vody, ve kterém by se muselo lé-
£ivo rozpustit, aby bylo dosaºeno jeho stejné koncentrace jako v krevní plazm¥. Tento
distribu£ní objem vyjde v litrech. �asto se v²ak udává distribu£ní objem vztaºený na kg
hmotnosti pacienta (pak má rozm¥r L kg−1)5, viz tab. 1.2. Platí

Vd =
hmotnost léku

(hm. koncentrace v plazm¥)× (hmotnost pacienta)

Lék dob°e rozpustný ve vod¥, který navíc proniká bun¥£nými st¥nami a na nic se neváºe,
bude rovnom¥rn¥ rozpu²t¥n v celém objemu vody v t¥le, tedy Vd = 0.6Lkg−1. Pokud lék
neprochází do jiného objemu (nap°. intracelulárního prostoru) a rovn¥º pokud se nap°.
v krevní plazm¥ na n¥co váºe, je distribu£ní objem men²í neº tato hodnota. Naopak váºe-li
se lipo�lní lék na tuky, klesne jeho hladina v séru a distribu£ní objem m·ºe být v¥t²í neº
0.6 L kg−1.

Jako p°íklad uvaºujme nejjednodu²²í model s jedním kompartmentem. Lék je po-
dán oráln¥ a jeho vst°ebávání m·ºeme aproximovat kinetikou prvního °ádu s rychlostní
konstantou k1. Eliminace léku nech´ je popsána také kinetikou prvního °ádu s konstan-
tou k2 (v jiných p°ípadech m·ºe být vhodná kinetika nultého °ádu, kinetika Michaelise�
�Mentenové aj.).

Podáme-li lék jednorázov¥, vypo£teme po£áte£ní koncentraci

cA0 =
hmotnost léku

(hmotnost pacienta)× Vd

a aplikujeme rovnici (1.7), kde cB udává koncentraci léku v t¥le (v plazm¥).
Mnoho lék· se podává opakovan¥, zpravidla v pravidelných intervalech po jistém τa.

Zajímá nás, jaká bude hladina v pr·b¥hu £asu a jak £asto musíme lék podávat, aby se
koncentrace v £ase p°íli² nem¥nila. Pokud je ná² model lineární, tj. pokud v²echny reakce

5Ve fyzikální chemii by se taková veli£ina správn¥ jmenovala speci�cká
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Obrázek 1.5: Pr·b¥h koncentrace léku v plazm¥ p°i opakovaném podávání léku v modelu, kdy
absorpce i eliminace jsou popsány kinetikou prvního °ádu.

jsou prvního °ádu, platí, ºe v²echny p°ísp¥vky m·ºeme se£íst. Podejme první dávku v £ase
0, druhou v £ase τa, t°etí v £ase 2τa, atd. aº k-tou v £ase (k−1)τa. V £ase τ , τ ≤ (k−1)τa
(resp. také τ ≥ kτa, pokud (k+1)-tou dávku podáme v £ase kτa), bude koncentrace rovna

c(τ) = cB(τ − (k − 1)τa) + cB(τ − (k − 2)τa) + · · ·+ cB(τ − 2τa) + cB(τ − τa) + cB(τ)

kde cB(τ) je dáno rov. (1.7) (p°íp. (1.8) pro k1 = k2) a p°ísp¥vky jsme se°adili od nejv¥t²ího
k nejmen²ímu. Pokud lék podáváme dlouhou dobu v pravidelných intervalech, m·ºeme
s£ítat do nekone£na (v minulosti) resp. provést limitu k → ∞. Ozna£me dobu, která
uplynula od minulého podání léku jako τ1 = τ − (k− 1)τa. Vý²e uvedenou °adu napí²eme
v argumentu τ1, 0 ≤ τ1 ≤ τa, jako

c(τ1) = cB(τ1) + cB(τ1 + τa) + cB(τ1 + 2τa) + . . .

protoºe minulý lék byl podán p°ed τ1, p°edminulý p°ed τ1 + τa, atd. Po dosazení z (1.7)
resp. (1.8) dostaneme pomocí vzorce pro sou£et nekone£né geometrické °ady6

c(τ1) =
k1cA0
k2 − k1

[
e−k1τ1

1− e−k1τa
− e−k2τ1

1− e−k2τa

]
pro k1 ̸= k2

=
k1cA0e

−k1τ1

1− e−k1τa

[
τ +

τae
−k1τa

1− e−k1τa

]
pro k1 = k2

Numerický p°íklad vidíte na obr. 1.5 £erven¥.

1.3.2 Bo£ní (paralelní, rozv¥tvené) reakce

V¥tvení reakcí £i reakce n¥kolika nezávislými cestami je b¥ºné a £asto neºádoucí (vznik
látek, o které nestojíme). O bo£ních, paralelních £i téº kompetitivních reakcích mluvíme

6
∑∞
i=0 q

i = 1/(1− q) pro |q| < 1
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Obrázek 1.6: Závislost koncentrace na £ase u bo£ních reakcí prvního °ádu, A k1→ B, A k2→ C

tehdy, reaguje-li výchozí látka n¥kolika cestami, termín konkuren£ní reakce je obvykle
pouºíván pro typ A + B→ P, A + C→ P. O v¥tvení mluvíme, jsou-li cesty sou£ástí del²ího
sledu reakcí, v¥tve se p°ípadn¥ mohou i sejít; kombinace následných reakcí s v¥tvením je
b¥ºná v radioaktivních rozpadových °adách.

Jako jednoduchý p°íklad si vyberme látku A reagující na dva r·zné produkty s tím,
ºe ob¥ reakce jsou stejného °ádu:

A k1−→ B
A k2−→ C

Na za£átku nech´ je ve sm¥si pouze látka A. Pom¥r rychlostí p°ibývání obou produkt· je
roven dcC

dτ
: dcB

dτ
= k2 : k1 a nem¥ní se v £ase. Proto jsou v témºe pom¥ru i koncentrace

látek,
cC : cB = k2 : k1 (1.9)

Tento tzv.Wegscheider·v princip platí pouze tehdy, jsou-li ob¥ rovnice stejného °ádu.
Nyní pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe ob¥ rovnice jsou prvního °ádu; postup pro

jiný °ád je obdobný. Kinetické rovnice jsou

dcA
dτ

= −k1cA − k2cA

dcB
dτ

= k1cA

dcC
dτ

= k2cA

�e²ení první rovnice pro po£áte£ní podmínky cA(0) = cA0 je

cA = cA0e
−(k1+k2)τ

Po£áte£ní podmínky pro látky B a C jsou cB(0) = 0, cC(0) = 0. Koncentrace látek B a C
získáme bez integrace z bilance

cA + cB + cC = cA0
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Obrázek 1.7: Závislost koncentrace na £ase u vratných reakcí prvního °ádu, A
k1→←
k−1

B

a z Wegscheiderova principu (1.9) (dv¥ rovnice pro dv¥ neznámé koncentrace). Vyjde

cB = cA0
k1

k1 + k2

[
1− e−(k1+k2)τ

]
cC = cA0

k2
k1 + k2

[
1− e−(k1+k2)τ

]
1.3.3 Vratné (protism¥rné) reakce a zákon p·sobení aktivních

hmot

Jako p°íklad nejprve uvaºujme dv¥ reakce prvního °ádu a tím, ºe na za£átku je ve sm¥si
jen látka A

A
k1→←
k−1

B (1.10)

Kinetická rovnice je
dcA
dτ

= −k1cA + k−1cB

Po£áte£ní podmínky jsou cA(0) = cA0, cB(0) = 0. Abychom mohli rovnici °e²it, musíme
vyjád°it jednu koncentraci pomocí druhé z bilance, nap°. ve tvaru

cB = cA0 − cA

£ímº dostaneme rovnici
dcA
dτ

= −k1cA + k−1(cA0 − cA)

Tuto rovnici lze °e²it separací prom¥nných. �e²ení je

cA =
cA0

k1 + k−1

[
k1e

−(k1+k−1)τ + k−1

]



1.3. SIMULTÁNNÍ REAKCE 23

viz obr. 1.7. Vidíme, ºe s postupujícím £asem se koncentrace blíºí limitním hodnotám �
nastává stav chemické rovnováhy. Protoºe e−∞ = 0, platí

lim
τ→∞

cA =
k−1

k1 + k−1

cA0

lim
τ→∞

cB =
k1

k1 + k−1

cA0

a proto také
cB(∞)

cA(∞)
=

k1
k−1

= K

K není ov²em nic jiného neº rovnováºná konstanta pro reakci (1.10) (v aproximaci neko-
ne£ného z°ed¥ní, tj. s jednotkovými aktivitními koe�cienty).

Tento výsledek je²t¥ zobecníme. Nech´ ob¥ reakce v

A+ B
k1→←
k−1

C+D

jsou 1. °ádu (resp. elementární � viz dále). Kinetická rovnice je

dcA
dτ

= −k1cAcB + k−1cCcD

K rovnováze dojde, kdyº se koncentrace látek (sta£í uvaºovat jednu látku, nap°. A) nem¥ní,
tedy

dcA
dτ

= 0

po dosazení do kinetické rovnice dostaneme podmínku rovnováhy

cCcD
cAcB

=
k1
k−1

= K (1.11)

kde K je rovnováºná konstanta reakce (1.10).
To je Guldberg·v�Waage·v zákon z r. 1864 o �aktivním p·sobení hmoty� nebo

�p·sobení aktivních hmot� . P°i jeho odvození byl pouºit pom¥rn¥ p°irozený p°edpoklad, ºe
�dvakrát v¥t²í koncentrace má dvakrát v¥t²í ú£inek� . V kurzu Fyzikální chemie I jste v²ak
stejnou rovnici odvodili zna£n¥ sloºitým postupem. Nejprve jste se u£ili druhý termody-
namický zákon a zavedli pojem entropie. Pak jste de�novali Gibbsovu energii z entalpie a
entropie, G = H−TS. Chemický potenciál jste de�novali jako parciální molární Gibbsovu
energii, µi = (∂G/∂ni)T,p,nj(j ̸=i); chemický potenciál vyjad°uje schopnost molekuly typu
i konat práci, je to ale �logaritmická� veli£ina, a proto jste de�novali aktivitu (vzhledem
ke zvolenému standardnímu stavu) jako ai = exp[(µi−µ◦

i )/RT ]. Pak jste odvodili rovnici
(1.11), jen místo koncentrací byly v rovnici aktivity. Zbývalo porovnat aktivity a koncent-
race (p°íp. molární zlomky £i jiné vyjád°ení sloºení, podle zvoleného standardního stavu).
To jste u£inili, pokud si dob°e vzpomínáte, výpo£tem sm¥²ovací entropie ideálních plyn·;
úvahu lze roz²í°it i na kapaliny a pevné látky, pokud se molekuly navzájem tak dob°e mísí,
ºe �molekula 1 nepozná, jestli je obklopena molekulami 1 nebo 2� . Z ideální sm¥²ovací
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entropie dostaneme G, pak µi a nakonec ai = ci/c
st, na£eº platí (1.11). Výhodou obecn¥j-

²ího postupu je, ºe takto rovnováºnou konstantu rovnou vypo£teme z termodynamických
veli£in, K = exp(−∆rG

◦
m/RT ).

Pamatujte

Nau£te se napsat kinetické rovnice a alespo¬ v nejjednodu²²ích p°ípadech (podle toho, jakou
známku chcete) je zintegrovat. U sloºit¥j²ích p°ípad· si projd¥te grafy a snaºte se pochopit,
pro£ která látka p°ibývá £i ubývá, jaké jsou limitní koncentrace pro τ → ∞ a jaké jsou
v této limit¥ pom¥ry koncentrací látek, zda je zachována bilance (nap°. konstantní sou£et
koncentrací), aj.

1.4 Mechanismy chemických reakcí

1.4.1 Úvod

V²ichni znáte rovnici výbuchu t°askavého plynu (sm¥s dvou díl· vodíku a jednoho dílu
kyslíku)

2H2 +O2 → 2H2O

Tato stechiometricky správná rovnice v²ak neznamená, ºe by se srazily dv¥ molekuly vo-
díku s jednou molekulou kyslíku a z místa reakce vylet¥ly dv¥ molekuly vody. Skute£ný
pr·b¥h reakce je jiný. Nejprve se vytvo°í (nap°. tepelnou aktivací � vodík zapálíme) ra-
dikály, které dále reagují a po zreagování na energeticky niº²í fragmenty se obnoví resp.
je²t¥ rozmnoºí. Zjednodu²ený mechanismus výbuchu t°askavého plynu je

H2 +O2
teplo→ HO2

.
+ H.

HO2
.
+ H2 → H2O+OH. H.+O2 → O.+OH.

H2 +O.→ H.+OH.H2 +OH.→ H2O+ H.
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Jednotlivé reakce v tomto schématu jsou elementární; nap°. první reakce znamená,
ºe z místa sráºky molekul H2 a O2 odletí dva radikály. Celé takové schéma se nazývá
mechanismus reakce. Elementární reakce je reakce, jejíº stechiometrický zápis vystihuje
mechanismus.

Z hlediska po£tu reagujících molekul rozli²ujeme

� Reakce monomolekulární, p°i kterých reaguje na produkt(y) jedna molekula.
Jedná se o r·zné rozklady (nap°. N2O4 → 2NO2) a izomerace (butan → isobu-
tan), pat°í sem také radioaktivní rozpad.

� Reakce bimolekulární, p°i kterých se srazí dv¥ molekuly. To je nejobvyklej²í typ,
nap°. CH3Cl+ CN.→ CH3CN+ Cl..
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Obrázek 1.8: Schematické znázorn¥ní reak£ní koordináty

� Reakce trimolekulární, nap°.

O+O2 + N2 → O3 + N2 (1.12)

Zde N2 odná²í p°ebyte£nou energii, protoºe ozon vzniklý p°ímou reakcí atomárního
kyslíku s molekulárním by byl v tak vzbuzeném stavu, ºe by se op¥t okamºit¥ roz-
padl. Jiným p°íkladem jsou mezihv¥zdná mra£na, která jsou sloºena tém¥° výhradn¥
z atomárního vodíku, protoºe dva volné atomy (radikály H.) nemohou reagovat; te-
prve v oblasti obohacené prachem z výbuch· supernov najdeme molekuly vodíku (a
dal²í).

1.4.2 Závislost rychlosti reakce na teplot¥

Svante Arrhenius navrhl r. 1889 rovnici pro závislost rychlostní konstanty na teplot¥ ve
tvaru

k = A exp

(
− E

∗

RT

)
kde E∗ je aktiva£ní energie (£asto se zna£í i Ea) a A je p°edexponenciální faktor. Byl
veden jednak analogií s van 't Ho�ovou rovnicí pro závislost rovnováºné konstanty na
teplot¥, kterou m·ºeme pouºít na pom¥r rychlostních konstant

K = K0 exp

(
−∆rH

◦
m

RT

)
=

k1
k−1

=
A1 exp

(
− E∗

1

RT

)
A2 exp

(
−E∗

−1

RT

)
jednak nov¥ vzniklou statistickou termodynamikou, která praví, ºe pravd¥podobnost nale-
zení stavu s molární energií E je úm¥rná exp(−E/RT ), viz (4.12); zde musí mít molekuly
alespo¬ aktiva£ní energii, aby mohly zreagovat.

Jiný pohled na Arrheniovu rovnici dává tzv. kinetická teorie plyn·. V nejjednodu²²ím
modelu reakce 2A → P p°edpokládáme, ºe molekuly jsou kulaté a tvrdé a ºe zreagují,
pokud p°i sráºce mají více kinetické energie7 neº E∗. Pro reak£ní rychlost tak vyjde vztah

7P°esn¥ji: vzhledem k t¥ºi²ti a po oprav¥ na sloºku rychlosti v p°ípad¥ necentrální sráºky
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(viz Dodatek 15.5)

dcA
dτ

= k(T ) c2A, k(T ) = 2NAσ

√
RT

πM
exp

(
−E∗

RT

)
(σ je ú£inný pr·°ez a M molární hmotnost), coº se od Arrheniovy rovnice li²í jen £lenem
∝ T 1/2 pouze mírn¥ závislým na teplot¥.

Pro hlub²í pochopení toho, co se d¥je p°i chemické reakci, zave¤me pojem (hy-
per)plocha potenciální energie (angl. Potential Energy Surface, PES). Ta udává ener-
gii soustavy atom· v závislosti na polohách v²ech atomových jader (p°i nejniº²í energii
elektron·). Nap°. pro dva atomy vodíku ve velké vzdálenosti je energie nulová, pokud je
p°iblíºíme velmi blízko k sob¥, bude energie velká a kladná. Pro vzdálenost proton· 74
pm (rovnováºná délka vazby H2) má energie minimum.

Poznámka. Smysluplnost pojmu PES je umoºn¥na tím, ºe elektrony jsou mnohem leh£í
neº atomová jádra, a proto se pohybují rychleji. Jádra m·ºeme tak aproximovat pevnými
bodovými náboji, mezi nimiº pobíhají lehké elektrony. Energii molekuly pak m·ºeme získat
°e²ením Schrödingerovy rovnice (pro elektrony). Výsledkem je energie molekuly jako funkce
poloh v²ech jader. Této apoximaci se °íká Bornova�Oppenheimerova.

Pro sloºité molekuly jakoº i reagující molekuly je PES funkcí mnoha (totiº 3N , kde
N je po£et jader) sou°adnic. K p°iblíºení pojmu si p°edstavme krajinu. Molekuly zde
p°edstavují minima energie, tedy °ekn¥me bezodtoká jezera. N¥kde pod vodou v nejv¥t²í
hloubce je absolutní minimum, ale molekula za nenulové teploty vibruje a vyskytuje se ve
stavech okolo minima, tedy °ekn¥me tam, kde je voda. Dejme tomu, ºe se chceme dostat
do vedlej²ího údolí, tj. zm¥nit kon�guraci atom· (provést chemickou reakci). Nejmén¥
námahy vynaloºíme, pokud p·jdeme p°es sedlo. Sedlový bod má tu vlastnost, ºe jedním
sm¥rem se jde do jednoho údolí, opa£ným sm¥rem do druhého údolí, a ve v²ech ostatních
(kolmých) sm¥rech do kopce. Kdybychom do sedla poloºili kuli£ku (a neexistovalo t°ení),
bude v tzv. metastabilním stavu, dokud do ní nepatrn¥ nestr£íme; v chemii tomu °íkáme
aktivovaný komplex nebo transitní stav. Na obr. 1.8 vidíte �vý²kový pro�l� cesty z jed-
noho minima do druhého p°es sedlo; °íkáme mu reak£ní koordináta. Aktivovaný komplex
m·ºeme brát (v souladu s p·vodní my²lenkou van 't Ho�a) jako cosi, co m·ºe existovat
po dostate£n¥ dlouhou dobu, abychom mohli studovat jeho rovnováhu s ostatními stavy
(reaktanty a produkty).

Rozpracováním této my²lenky za pouºití kvantové mechaniky odvodil H. Eyring rov-
nici

k = (RT/NAh) exp(−[G‡
m −Gvých

m ]/RT )

Op¥t, hlavní £ást rozdílu Gibbsových energií v exponenciále je E∗ a hlavní £ást teplotní
závislosti je v Arhheniov¥ faktoru8.

Z vý²e uvedených úvah vyplývá, ºe aktiva£ní energie elementární reakce je vºdy nezá-
porná a ºe rychlost reakce s teplotou neklesá9. U sloºit¥j²ího sledu reakcí m·ºe rychlost
reakce s teplotou klesat, coº lze popsat zápornou efektivní �aktiva£ní energií� .

8Na teplot¥ zde závisejí i Gibbsovy energie
9Nulovou aktiva£ní energii a rychlostní konstantu nezávislou na teplot¥ má radioaktivní rozpad
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1.4.3 �e²ení mechanism·

Studium mechanism· chemických reakcí se skládá ze dvou úloh. První je navrºení mecha-
nismu. Druhou úlohou je ov¥°ení mechanismu. Je t°eba nejprve vy°e²it soustavu kinetic-
kých rovnic a zjistit, zda °e²ení je v souladu s kinetickými daty. Krom¥ toho se obvykle
ºádá, aby °e²ení bylo v analytickém tvaru a aby se v n¥m nevyskytovaly koncentrace
nestálých (b¥ºnými metodami nem¥°itelných) meziprodukt·.

P°i studiu mechanism· pouºíváme následující symboly a pojmy. A. je radikál, tj.
atom £i molekula s nepárovým elektronem (nebo více nepárovými elektrony)10. A∗ zna£í
aktivovanou molekulu, tedy molekuly v n¥jakém vy²²ím energetickém stavu (nap°.
vibra£ním); molekula je bu¤ v lokálním energetickém stavu nebo se okolo n¥j pohybuje
(vibruje), ale malou zm¥nou energie nep°ejde na jiný stav (nezreaguje). Aktivovaný kom-
plex alias tranzitní stav se zna£í AB‡ (p°íp. AB# aj.).

P°i °e²ení mechanism· pouºíváme n¥kolik zjednodu²ení
�ídícím d¥jem nazýváme takový fyzikáln¥ chemický proces11, který má rozhodující

vliv na rychlost vzniku kone£ných produkt·. Je to obvykle bu¤ nejrychlej²í, nebo nej-
pomalej²í z reakcí vystupujících v navrºeném mechanismu. Nap°íklad u bo£ních reakcí
je °ídícím d¥jem nejrychlej²í reakce. Spot°ebuje výchozí látky d°íve, neº se konkuren£ní
reakce sta£í rozb¥hnout. U následných reakcí je °ídícím d¥jem naopak nejpomalej²í reakce.

Princip ustáleného stavu nachází uplatn¥ní u mechanism·, v nichº vystupují ne-
stálé meziprodukty. Princip je zaloºen na p°edpokladu, ºe koncentrace nestálých mezipro-
dukt· krátce po za£átku reakce nabudou hodnot, které se prakticky jiº dále nem¥ní. To
matematicky vyjád°íme vztahem

dcmeziprodukt

dτ
= 0

Na základ¥ této rovnice (£i rovnic) spo£ítáme neznámou koncentraci meziproduktu.
Princip p°ed°azené rovnováhy pouºijeme u mechanism·, které obsahují vratnou

reakci; zárove¬ se musí rovnováha ustalovat rychle (ob¥ rychlostní konstanty ve vratné
reakci musí být velké ve srovnání s rychlostmi jiných reakcí). Princip p°ed°azené rovnováhy
lze odvodit z principu ustáleného stavu obdobn¥ jako rov. (1.11). Máme-li tak v sérii reakcí
n¥kde nap°. reakci

· · · → A
k1→←
k−1

B→ · · ·

(s velkými k1, k−1), víme, ºe cB/cA = k1/k−1.

1.4.4 Lindemann·v mechanismus

Lindemann·v (nebo také Lindemann·v�Hinshelwood·v) mechanismus popisuje homo-
genní reakce v plynné fázi typu

A→ P [ +P2. . . ]

10P°ísn¥ vzato je O2 také radikál, protoºe má dva nepárové elektrony, ve schématu ho°ení to v²ak
nevyzna£ujeme, protoºe není p°íli² reaktivní

11Nemusí nutn¥ jít o chemickou reakci, m·ºe to být i fyzikální d¥j, nap°. difuze
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Tyto reakce se °ídí zpravidla kinetikou prvního °ádu � zdánliv¥ se jedná o monomolekulární
p°em¥nu. Nicmén¥ za velmi nízkých tlak· je pozorován druhý °ád, jak by odpovídalo
p°edstav¥, ºe se musí srazit dv¥ molekuly A, aby vznikl produkt.

Mechanismus p°edpokládá, ºe p°i nepruºné sráºce dvou molekul dojde k aktivaci (p°e-
vedení do vzbuzeného stavu) jedné z obou reagujících molekul, viz reakce k1→

A+ A
k1→←
k−1

A+ A∗

Aktivovaná molekula m·ºe svou p°ebyte£nou energii ztratit dal²í sráºkou s oby£ejnou
molekulou A, viz zp¥tná reakce

k−1← . Nedojde-li v£as k takové sráºce, rozpadá se aktivovaná
molekula samovoln¥ na produkt(y):

A∗ k2−→ P

Pro °e²ení mechanismu aplikujeme princip ustáleného stavu na aktivovanou molekulu
A∗, která se vyskytuje v malé koncentraci. Kinetická rovnice je

dcA∗

dτ
= k1c

2
A − k−1cAcA∗ − k2cA∗

!
= 0

coº se má rovnat nule. Z rovnice vypo£teme

cA∗ =
k1c

2
A

k−1cA + k2

Rychlost p°ír·stku produktu je

dcB
dτ

= k2cA∗ = k2
k1c

2
A

k2 + k−1cA

Rychlost úbytku reaktantu je (uv¥domte si, ºe p°i reakci k1→ ubudou dv¥ molekuly A a
p°ibyde jedna, tedy celkem ubyde jedna, a opa£n¥ u zp¥tné reakce)

dcA
dτ

= −k1c2A + k−1cAcA∗ = −k2
k1c

2
A

k2 + k−1cA

Vy²lo samoz°ejm¥ aº na znaménko to samé jako p°i výpo£tu z dcB
dτ

. To je p°ímý d·sledek
toho, ºe cA∗ je v ustáleném stavu.

Výsledná kinetická rovnice nemá °ád (není ve tvaru sou£inu koncentrací). Nicmén¥
platí-li k−1cA ≫ k2, coº nastane za b¥ºných tlak·, p°ejde rovnice na

dcB
dτ

= −dcA
dτ

=
k2k1
k−1

cA

coº je rovnice prvního °ádu (ve shod¥ s experimentem). Naopak pro k−1cA ≪ k2 (nízké
tlaky) dostaneme druhý °ád

dcB
dτ

= −dcA
dτ

= k1c
2
A

P°íklady reakcí °ídících se Lindemannovým mechanismem jsou n¥které izomerace (cy-
klopropan → propen), reakce N2O5 → NO2 + NO3

. nebo rozklad azomethanu (dimethyl
diazenu) CH3-N=N-CH3 → C2H6 + N2.
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1.4.5 �et¥zové reakce

�et¥zová reakce je takový sled reakcí, kde reaktivní meziprodukt (typicky radikál) vyvo-
lává dal²í reakce, takºe dochází ke kladné zp¥tné vazb¥. Rozli²ujeme reakce s rozv¥tveným
°et¥zcem (viz p°íklad ho°ení vodíku v kyslíku) a reakce s nerozv¥tveným °et¥zcem, kde se
periodicky opakují ur£ité kroky (p°íklady viz dále).

U °et¥zových reakcí rozli²ujeme t°i stádia:

� Iniciace, kdy vznikají reaktivní meziprodukty. Typický je vznik radikál· p·sobením
peroxid· (nap°. p°i radikálové polymeraci), fotoiniciace (sv¥tlem, zpravidla v UV
oblasti) £i tepelná (termická) iniciace.

� Následuje propagace, tedy opakování sledu reakcí s obnovením reaktivních mezi-
produkt·.Kinetickou délkou °et¥zce nazýváme pr·m¥rný po£et cykl·, neº dojde
k terminaci.

� Terminace je ukon£ení °et¥zce, nap°. rekombinací dvou radikál·, nárazem na st¥nu,
inhibicí (vznikem stabilního radikálu) aj.

Typickými v praxi vyuºívanými °et¥zovými reakcemi jsou polymerace. Mohou být
radikálové (na konci rostoucího °et¥zce se obnovuje radikál), z roztoku katalyzované kysele
£i zásadit¥ aj. Radikálové °et¥zové reakce mají význam v atmosférické chemii, jak uvidíme
v následujícím p°íkladu.

Ozonová vrstva

Ozonová vrstva ve stratosfé°e nás chrání p°ed ²kodlivým UVB zá°ením (v rozsahu vlno-
vých délek λ = 280�315 nm). Zjednodu²ené schéma tvorby ozonu ve stratosfé°e je násle-
dující12

iniciace: O2 + hν
J1−→ 2O. (1.13)

propagace:
O.+O2 +M k2−→ O3 +M

O3 + hν
J3−→ O2 +O.

 cyklus (1.14)

terminace: O.+O3
k4−→ 2O2 (1.15)

V první reakci jsme zapsali J1 místo k1, protoºe je to fotochemická reakce, jejíº rychlost
závisí na intenzit¥ zá°ení, v tomto p°ípad¥ v UV oboru. Hodnota J1 je velmi malá, protoºe
pohlcení fotonu je zde tzv. zakázaný p°echod (zakázaný neznamená, ºe k n¥mu nem·ºe
v·bec dojít, jen je pravd¥podobnost malá) a nadto je pot°ebná energie jiº v oblasti malých
intenzit ve slune£ním spektru. Ve dvou následujících reakcích dochází k propagaci. Symbol
M ozna£uje libovolnou molekulu, která odná²í p°ebyte£nou energii, viz (1.12). Druhá
reakce propagace je také fotochemická, zde je ale J3 v¥t²í (p°echod není zakázaný).

P°edpokládáme, ºe známe rychlostní konstanty i koncentrace M a O2; koncentrace
kyslíku je p°itom mnohem v¥t²í neº O. a O3, takºe ji budeme povaºovat za známou
konstantu. Ve schématu máme dv¥ reaktivní látky, jejichº stacionární koncentrace (budou

12Zellner R, J. Anal. Chem 340, 627 (1991)
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malé) hledáme, O. a O3. Napi²me si pro n¥ kinetické rovnice:

d[O.]
dτ

= 2J1[O2]− k2[M][O.][O2] + J3[O3]− k4[O
.
][O3] (1.16)

d[O3]

dτ
= k2[M][O.][O2]− J3[O3]− k4[O

.
][O3] (1.17)

Podle principu ustáleného stavu se ob¥ derivace mají rovnat nule. Pokud ob¥ rovnice
se£teme, dostaneme

2J1[O2]− 2k4[O
.
][O3] = 0

a po dosazení za [O.] do první nebo druhé rovnice máme

k2[M]
J1[O2]

k4[O3]
[O2]− J3[O3]− J1[O2] = 0 (1.18)

To vede ke kvadratické rovnici pro [O3]. Pokud si v²ak uv¥domíme, ºe J1 je velmi malé,
m·ºeme poslední £len zanedbat13. Z rov. (1.18) bez posledního £lenu pak spo£teme hle-
danou stacionární koncentraci ozonu:

[O3] = [O2]

√
J1k2[M]

J3k4
(1.19)

Koncentrace ozonu je tedy dána dynamickým stacionárním stavem.
Z technického hlediska je zajímavé, ºe jsme dostali parciální °ád reakce 1/2 (vzhledem

k inertnímu plynu). Necelo£íselné °ády reakcí, které n¥kdy pozorujeme, nazna£ují °et¥zový
mechanismus reakce.

Ve vý²e uvedeném schématu kyslíkový radikál nejen vede ke vzniku ozonu, ale také
ho m·ºe zni£it podle reakce (1.15). Pokud obohatíme atmosféru látkami snadno tvo°ícími
radikály, m·ºe docházet k ni£ení ozonové vrstvy. Zvlá²´ významnými jsou chlorované a
�uorované uhlovodíky (CFC, chloro�uorocarbon), které po UV ozá°ení uvol¬ují chlorový
radikál. Zjednodu²ené schéma ni£ení ozonu je op¥t °et¥zová reakce:

iniciace: CFC J1−→ Cl.+ . . .

propagace:
Cl.+O3

k2−→ ClO.+O2

ClO.+O3
k3−→ Cl.+ 2O2

 cyklus (∼ 105)

terminace: r·zné

Protoºe mechanismy odstran¥ní Cl. z atmosféry jsou málo ú£inné (rekombinace, reakce na
HCl na povrchu ledu aj.), je jedna molekula CFC schopna zni£it mnoho molekul ozonu.
Proto je nyní výroba CFC omezena a v p°ípad¥ nenahraditelného pouºití se vyºaduje
recyklace.

13Po pouºití výsledku (1.19) získáme p°edpoklad v ekvivalentním tvaru J1k4 ≪ J3k2[M]; pro ov¥°ení
je pot°eba podrobn¥j²í analýza a znalost velikostí jednotlivých konstant. D·sledkem p°edpokladu je v²ak
také to, ºe kinetická délka °et¥zce je velmi velká � reakce se vrtí v cyklu a jen ob£as p°ib¥hne nový radikál
z iniciace £i ubyde terminací.
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Reakce vodíku s chlorem (jen MIKRO)

U£ebnicovým p°íkladem °et¥zové reakce je tepeln¥ iniciovaná reakce vodíku a chloru14.
Souhrnná reakce je

H2 + Cl2 → 2HCl

Podstatné kroky mechanismu jsou následující

iniciace: Cl2
k1−→ 2Cl.

propagace:
Cl.+ H2

k2−→ HCl+ H.

H.+ Cl2
k3−→ HCl+ Cl.

 cyklus (aº 106)

terminace: 2Cl. k4−→ Cl2

Pov²imn¥te si, ºe p°i tepelné iniciaci disociuje molekula chloru, protoºe vazba v mole-
kule Cl2 je slab²í neº ve vodíku. Do cyklu propagace vstupuje radikál chloru. Výsledkem
reakce s H2 je vznik atomárního vodíku (radikálu). Radikál vodíku reakcí s molekulou
chloru obnoví chlorový radikál. A tento proces se neustále opakuje. Kinetická délka °e-
t¥zce je zde impozantní, aº 106.

K terminaci °et¥zce dochází nej£ast¥ji reakcí mezi dv¥ma radikály chloru, které jsou
mén¥ reaktivní neº vodíkové, a je jich proto více.

Pro °e²ení mechanismu si nejprve napí²eme kinetické rovnice pro oba radikály

dcCl.

dτ
= 2k1cCl2 − k2cCl.cH2 + k3cH.cCl2 − 2k4c

2
Cl

.

!
= 0

dcH.

dτ
= + k2cCl.cH2 − k3cH.cCl2

!
= 0 (1.20)

Ob¥ rychlosti se podle principu ustáleného stavu mají rovnat nule. Po se£tení obou rovnic
dostaneme

0 = 2k1cCl2 − 2k4c
2
Cl

. ⇒ cCl. =

√
k1
k4
cCl2

Rychlost vzniku produktu je

dcHCl
dτ

= k2cCl.cH2 + k3cH.cCl2 = 2k2cCl.cH2

kde jsme pouºili rovnici (1.20) (a zjistili, ºe ob¥ma kanály vzniká HCl stejn¥ rychle � musí
to tak být z d·vodu bilance obou radikál·). Po dosazení za cCl. dostaneme

dcHCl
dτ

= 2k2

√
k1
k4
cH2

√
cCl2

Vidíme, ºe zjevný (a m¥°itelný) °ád reakce vzhledem k chloru je polovina. To je p°ímý
d·sledek cyklu o délce 2 v reak£ním mechanismu.
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Obrázek 1.9: Reak£ní koordináta pro katalyzované reakce. Vlevo: meziprodukt AX Arrheniova
typu, E∗

−1 < E∗
2 : snadno se vytvo°í AX, protoºe kopec (AX)‡ je nízký, ale je nesnadné p°ekonat

druhý kopec (ABX)‡. Vpravo: meziprodukt AX van 't Ho�ova typu, E∗
−1 > E∗

2 : nesnadno se
vytvo°í (AX)‡, protoºe kopec (AX)‡ je vysoký, ale je snadné p°ekonat druhý kopec (ABX)‡

1.4.6 Homogenní katalýza (jen MIKRO)

Katalyzované reakce p°edstavují dal²í skupinu reakcí, u kterých je velmi d·leºitá znalost
jejich mechanismu. O heterogenní katalýze se zmíníme v £ásti o adsorpci, zde uvaºujme
homogenn¥ katalyzovanou reakci

A+ B X−→ AB (1.21)

kde X zna£í katalyzátor. Mechanismus reakce m·ºe být následující. Reaktant A vytvo°í
s katalyzátorem nejprve meziprodukt AX

A+ X
k1→←
k−1

AX (1.22)

Jedná se o reaktivní meziprodukt, který m·ºe reagovat s látkou B

AX+ B k2−→ AB+ X (1.23)

Uvoln¥ná molekula katalyzátoru pak m·ºe op¥t reagovat s dal²í molekulou A. K °e²ení
mechanismu pouºijeme op¥t princip ustáleného stavu

dcAX
dτ

= k1cAcX − k−1cAX − k2cBcAX
!
= 0

z n¥hoº vypo£teme cAX. Po dosazení cAX do kinetické rovnice pro A nebo AB dostaneme

dcAB
dτ

= −dcA
dτ

=
k1k2cX

k−1 + k2cB
cAcB

Katalyzátor je obvykle málo nasycený, takºe m·ºeme p°edpokládat, ºe cAX ≪ cX a cX ≈
cX0 (neboli k1 je �velmi malé� , p°esn¥ji k1cA ≪ k−1 + k2cB). Aproximuje tedy

dcAB
dτ

= −dcA
dτ
≈ k1k2cX0
k−1 + k2cB

cAcB

14Tuto reakci lze iniciovat i sv¥tlem � balonek napln¥ný sm¥sí vodíku a chloru po ozá°ení UV zá°ení
vybouchne
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Poznámka. Pokud by neplatil p°edpoklad cX ≈ cX0, tedy katalyzátor by byl blízko na-
sycenosti (to je typické pro enzymatické reakce), museli bychom vzít v úvahu i bilanci
katalyzátoru, cX + cAX = cX0, a eliminovat cAX a cX. Vy²lo by

dcAB
dτ

=
k1k2cX0

k−1 + k2cB + k1cA
cAcB

Rozeberme si nyní dva limitní p°ípady. Platí-li k−1 ≫ k2cB, m·ºeme k2cB ve jmeno-
vateli zanedbat a dostaneme

dcA
dτ

= −k1k2cX0
k−1

cAcB

Reakce je prvního °ádu vzhledem k A i B, celkem tedy druhého °ádu. Stejný výsledek lze
odvodit z principu p°ed°azené rovnováhy, K = k1/k−1.

Výsledek lze pochopit i bez matematiky. Z nerovnosti vyplývá, ºe p°edrovnováha
v (1.22) se ustavuje rychle, p°i£emº koncentrace meziproduktu je úm¥rná koncentraci
A (1. °ád). Meziprodukt má dost £asu reagovat s B, p°i£emº op¥t rychlost je úm¥rná
koncentraci B.

Pokud budeme p°edpokládat, ºe p°edexponenciální faktory reakcí v Arrheniov¥ vztahu
jsou °ádov¥ stejné (p°esn¥ji A−1 ≈ cBA2, protoºe rozm¥ry rychlostních konstant jsou
r·zné), dostaneme, ºe aktiva£ní energie pro první zp¥tnou reakci je niº²í neº pro druhou
reakci. (Zvý²ení aktiva£ní energie ⇒ sníºení rychlosti). Op¥t pom·ºe analogie s horami
� p°es men²í kopec se dostaneme rychleji. Reak£ní koordináta je nazna£ena na obr. 1.9
vlevo. Tomuto typu meziproduktu se °íká meziprodukt Arrheniova typu.

Naopak pro k−1 ≪ k2cB vyjde

dcA
dτ

= −k1cX0cA

a reakce je prvního °ádu. Zde je °ídící první reakce; jakmile se vytvo°í meziprodukt,
okamºit¥ zreaguje dále na AB bez ohledu na koncentraci látky B (není-li extrémn¥ nízká).
Tomuto meziproduktu se °íká meziprodukt van 't Ho�ova typu.

Poznámka. Pro k1cA ≫ k2cB, k1cA ≫ k−1 (nasycený katalyzátor) dostaneme

dcA
dτ

= −k2cX0cB

a reakce je prvního °ádu (vzhledem k B).

Pamatujte

P°i °e²ení mechanism· nejprve ur£íme, který d¥j je pro celkovou rychlost °ídící. Napí²eme kine-
tické rovnice pro nestálé meziprodukty a aplikujeme princip ustáleného stavu, tj. rychlost zm¥ny
koncentrace meziproduktu poloºíme rovnu nule, a vypo£teme koncentraci meziproduktu. N¥-
kdy se téº hodí princip p°edrovnováhy.
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1.5 Mechanismus Michaelise a Mentenové

Mechanismus enzymov¥ katalyzovaných reakcí byl objeven na za£átku 20. století. Podle
autor· je ozna£ován jako mechanismus Michaelise a Mentenové. Popisuje reakci
výchozí látky (substrátu) S na produkt P za katalytického ú£inku enzymu E takto

E+ S
k1→←
k−1

ES k2−→ E+ P (1.24)

kde ES je komplex enzymu se substrátem. Pro rychlost p°ír·stku koncentrace produktu
platí

dcP
dτ

= k2cES (1.25)

Koncentrace komplexu enzym�substrát (ES) není zpravidla experimentáln¥ dostupná.
Protoºe v²ak enzymy jsou velmi ú£inné katalyzátory a je jich pot°eba velmi málo, platí
cES < cE0 ≪ cS. Toto velmi malé cES se nem·ºe ani rychle m¥nit s £asem, platí tedy
princip ustáleného stavu

dcES
dτ

= k1cEcS − k−1cES − k2cES = 0

Odtud dostaneme
cES =

k1
k−1 + k2

cEcS =
cEcS
KM

kde KM =
k2 + k−1

k1
se nazývá Michaelisova konstanta. Dosadíme za cES do rovnice

(1.25) a dostaneme
dcP
dτ

=
k2
KM

cEcS (1.26)

Zbývá je²t¥ jeden problém. Koncentrace volného enzymu cE není, stejn¥ jako koncentrace
komplexu cES, známa. Pokud je známa po£áte£ní koncentrace enzymu cE0, pro kterou
platí cE0 = cE + cES, lze napsat

cE = cE0 − cES = cE0 −
cEcS
KM

=⇒ cE =
cE0

1 + cS/KM
(1.27)

Po dosazení do (1.26) dostaneme kinetickou rovnici pro p°ír·stek koncentrace produktu

dcP
dτ

= k2
cE0cS

KM + cS
(1.28)

Uvaºujme p°ípad, kdy koncentrace substrátu je vysoká a platí cS ≫ KM. Potom
m·ºeme KM ve jmenovateli zlomku zanedbat a zjednodu²it kinetickou rovnici na

−dcS
dτ

=
dcP
dτ

= k2cE0 (1.29)

Reakce je pak formáln¥ nultého °ádu vzhledem k substrátu S. Druhým krajním p°ípadem
je cS ≪ KM, tj. koncentrace substrátu je velmi nízká. Potom

dcP
dτ

=
k2cE0
KM

cS (1.30)
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Reakce je formáln¥ prvního °ádu vzhledem k substrátu S.
Zpravidla v²ak neznáme ani po£áte£ní koncentraci enzymu (p°edstavte si t°eba od-

bourávání léku v játrech). Jediné, co umíme m¥°it, jsou koncentrace substrátu a produktu
(p°itom platí cS + cP = cS0, protoºe cES ≈ 0) a jejich závislosti na £ase. Rychlost reakce
se pak popisuje veli£inou

vmax = k2cE0

která je, jak vyplývá z (1.29), rovna maximální rychlosti reakce (za p°ebytku substrátu).
M¥°it tedy m·ºeme pouze sou£in k2cE0 a nepoznáme, jestli rychlost je dána ú£inn¥j²ím
enzymem (v¥t²í k2), jehoº sta£í mén¥ (men²í cE0) nebo naopak. Dosazením dostaneme
kinetické rovnice (1.28)�(1.30) v kone£ném tvaru

dcP
dτ

= −dcS
dτ

=


vmax

cS
KM + cS

obecn¥

vmax cS ≫ KM

vmax

KM
cS cS ≪ KM

(1.31)

Obecnou rovnici Michaelise a Mentenové

−dcS
dτ

= vmax
cS

KM + cS
(1.32)

lze zintegrovat separací prom¥nných:

KM + cS
vmaxcS

dcS = dτ

−
∫ cS

cS0

(
KM

vmax

1

cS
+

1

vmax

)
dcS =

∫ τ

0

dτ

KM

vmax
ln
cS0
cS

+
1

vmax
(cS0 − cS) = τ

Z této rovnice lze snadno vypo£ítat £as pot°ebný k dosaºení ur£ité koncentrace substrátu.
Z rovnice v²ak nelze (pomocí elementárních funkcí) vyjád°it neznámou cS jako funkci £asu
� rovnici nutno °e²it numericky.

Jako p°íklad je na obr. 1.10 uveden pr·b¥h odbourávání alkoholu v krvi (bez uvaºování
procesu vst°ebávání po vypití alkoholického nápoje), který se °ídí kinetikou Michaelise a
Mentenové. Michaelisova konstanta je v²ak tak malá, ºe pro prakticky významné koncen-
trace (nad 0.2 �15 ) lze s dostate£nou p°esností p°edpokládat lineární vztah (nultý °ád)
daný vmax (£árkovaná p°ímka).

1.5.1 Reverzibilní inhibice (jen KOL)

P°i reverzibilní inhibici se inhibitor (I) váºe na enzym (E) £i komplex enzym-substrát
(ES) vratn¥, zpravidla nekovalentními silami (vodíkové m·stky, stericky �klí£�zámek�).

15B¥ºn¥ udávaná hodnota alkoholu v krvi je v¥t²inou hmotnostní zlomek v �, pouºívá se i hmotnostní
koncentrace v g/L, coº je £íseln¥ o 6 % více. Pro objemový zlomek platí 1 obj.� = 0.8 hm.�. P°i stanovení
obsahu alkoholu v dechu se m·ºe pouºívat jednotka mg/L (alkoholu na litr vydechovaného vzduchu)
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Obrázek 1.10: Odbourávání alkoholu mechanismem Michaelise a Mentenové v organismu pro
vmax = 0.12 g dm−3 hod−1 a KM = 0.06 g dm−3 (gramy alkoholu na litr t¥lesných tekutin).
Po£áte£ní £ást k°ivky je prakticky lineární (aproximace reakcí nultého °ádu, ), pro velmi
nízké koncentrace (konec k°ivky ) p°ejde v klesající exponenciálu (reakce 1. °ádu)

Tím enzym zablokuje bu¤ úpln¥ nebo £áste£n¥ (p°em¥na substrátu na produkt neprobíhá
v·bec nebo pomaleji).

Pokud inhibitor �sout¥ºí� se substrátem (S) o aktivní místo, mluvíme o kompetitivní
inhibici. Pokud se inhibitor váºe na komplex enzym-substrát a tím zabra¬uje reakci, mlu-
víme o akompetitivní (antikompetitivní) inhibici. P°i smí²ené inhibici ovliv¬uje inhibi-
tor jak volný enzym tak komplex enzym-substrát, p°ípadn¥ p°i (£isté) nekompetitivní
inhibici ovliv¬uje inhibitor stejn¥ jak enzym tak i komplex enzym-substrát.

V dal²ím výkladu budeme uvaºovat jednu enzymatickou reakci. Budeme p°edpoklá-
dat, ºe inhibovaný enzym nemá v·bec ºádnou katalytickou aktivitu. P°edpokládáme, ºe
inhibitoru je podstatn¥ více neº enzymu (cI ≫ cE0), nemusíme proto provád¥t bilanci
inhibitoru a cI je konstantní (a rovno po£áte£ní koncentraci, cI0).

Schéma reakce je následující:

E + S
k1→←
k−1

ES k2−→ E+ P

+ +

I I

ki ↓↑ ki−1 k′i ↓↑ k′i−1

EI ESI

Aplikujeme princip ustáleného stavu na komplex enzym-substrát (ES):

dcES
dτ

= k1cEcS − (k−1 + k2)cES − k′icIcES + k′i−1cESI = 0 (1.33)
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Dále podle principu p°edrovnováhy známe koncentrace EI a ESI:

cEI
cEcI

=
ki
ki−1

= K ⇒ cEI =
ki
ki−1

cEcI (1.34)

cESI
cEScI

=
k′i
k′i−1

= K ′ ⇒ cESI =
k′i
k′i−1

cEScI (1.35)

kde K je rovnováºná konstanta reakce E + I →← EI a K ′ rovnováºná konstanta reakce
ES + I →← ESI. Pokud dosadíme cESI z rov. (1.35) do (1.33), zjednodu²í se nám princip
ustáleného stavu na

0 = k1cEcS − (k−1 + k2)cES (1.36)

coº je stejné jako bez inhibice. Výraz obsahující cESI vypadl; to není p°ekvapivé, p°esn¥
tolik ES + I, kolik zreaguje na ESI, totiº zreaguje v ustáleném stavu zpátky.

Bilance pro enzym znamená, ºe sou£et koncentrací enzymu v jakékoliv form¥ je rovna
koncentraci po£áte£ní, cE0:

cE + cES + cEI + cESI = cE0 (1.37)

Po dosazení (1.34) a (1.35) do bilance (1.37) dostaneme

cE0 = αcE + α′cES (1.38)

kde jsme ozna£ili

α = 1 +
ki
ki−1

cI ≡ 1 +KcI, α′ = 1 +
k′i
k′i−1

cI ≡ 1 +K ′cI (1.39)

Význam konstanty α dostaneme po dosazení cI z (1.34):

α = 1 +
ki
ki−1

cI = 1 +
cEI
cE

=
cE + cEI
cE

Volného enzymu je tedy α-krát mén¥ neº E + EI, protoºe- £ást volného enzymu je do-
£asn¥ inaktivována (�zkaºena�) kompetitivním inhibitorem. Podobn¥ pro α′ dostaneme
po dosazení cI z (1.35):

α′ = 1 +
k′i
k′i−1

cI = 1 +
cESI
cES

=
cES + cESI

cES

V tomto p°ípad¥ akompetitivní inhibice je �zkaºen� komplex enzym-substrát.
Nakonec pot°ebujeme cES pro výpo£et rychlosti v = k2cES s tím, ºe vpravo chceme

koncentraci substrátu cS. K tomu máme rovnice (1.36) a (1.38), ze kterých musíme elimi-
novat cE. Nap°. tak, ºe z (1.36) vyjád°íme cE:

cE =
k−1 + k2

k1

cES
cS

= KM
cES
cS

kde
KM =

k−1 + k2
k1
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Obrázek 1.11: Lineweaver·v�Burk·v diagram pro mechanismus Michaelise a Mentenové s re-
verzibilní inhibicí

je Michaelisova konstanta. Toto cE dosadíme do bilance (1.38) a dostaneme

cE0 = αKM
cES
cS

+ α′cES ⇒ cES =
cE0

αKM/cS + α′

Po dosazení do v = k2cES pak

v = −dcS
dτ

=
dcP
dτ

= k2
cE0

αKM/cS + α′ =
vmax

αKM/cS + α′ (1.40)

kde vmax = k2cE0.
Pro mechanismus Michaelise a Mentenové bez inhibice je α = α′ = 1 a rovnice (1.40)

p°ejde na rov. (1.32).

1.5.2 Lineweaver·v a Burk·v diagram (jen KOL)

Vra´me se k p·vodní kinetické rovnici (1.40). Lze ji p°epsat v reciprokých prom¥nných
jako

1

v
=
αKM

vmax

1

cS
+

α′

vmax

To je lineární funkce, viz obrázek 1.11. Graf závislosti p°evrácené hodnoty rychlosti re-
akce na p°evrácené hodnot¥ koncentrace substrátu se nazývá Lineweaver·v�Burk·v
diagram.

Nech´ bez inhibitoru je kinetika popsána £ernou p°ímkou na Lineweaverov¥�Burkov¥
diagramu, obrázek 1.12 vpravo.

� Pokud p°i p°idání inhibitoru vzroste sm¥rnice (α > 1, ) s tím, ºe rychlost pro
cS →∞ (1/cS = 0) se nezm¥ní, jedná se o kompetitivní inhibici.

� Pokud se p°i p°idání inhibitoru p°ímka posune nahoru, ale sm¥rnice se nezm¥ní
(α′ > 1, ), jedná se o akompetitivní inhibici.

� Pokud p°ímka posune nahoru a zárove¬ se zv¥t²í sm¥rnice, je inhibice smí²ená; pro
£istou nekompetitivní inhibici se p°ímky protínají na ose x (α = α′ > 1, ).
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Obrázek 1.12: Vlevo: závislost koncentrace substrátu na £ase pro r·zné druhy inhibice (v li-
bovolných jednotkách: KM = 1, vmax = 1, cS0 = 1). Vpravo: odpovídající Lineweaver·v�Burk·v
diagram. �ára odpovídá stejné koncentraci vlevo (cS = 0.4) i vpravo (1/cS = 2.5)

Na obrázku 1.12 je závislost koncentrace substrátu na £ase pro r·zné druhy inhibice
spolu s p°íslu²ným Lineweaverovým�Burkovým diagramem. Nejrychleji zreaguje substrát
bez inhibitoru. V p°ípad¥ kompetitivní i akompetitivní inhibice je po£áte£ní rychlost
stejná, ale pro men²í koncentrace je vliv inhibice vy²²í u kompetitivní inhibice.

Pamatujte

Pro rychlost jedné enzymatické reakce platí mechanismus Michaelise a Mentenové. Enzymu
je málo a m·ºe být jak volný tak nasycený substrátem, p°i °e²ení mechanismu musíme proto
uvaºovat i bilanci enzymu. Pro rychlost reakce platí

−dcS
dτ

= v =
vmax

αKM/cS + α′

neboli ve form¥ Lineweaverova�Burkova diagramu

1

v
=
αKM

vmax

1

cS
+

α′

vmax

Bez inhibice:
α = α′ = 1

Kompetitivní
inhibice: α > 1
(inhibitor se

reverzibiln¥ váºe na
volný enzym)

Akompetitivní
inhibice: α′ > 1
(inhibitor se

reverzibiln¥ váºe na
komplex

enzym-substrát)

Smí²ená
(nekompetitivní)
inhibice: α, α′ > 1
(inhibitor se váºe na

volný enzym i
komplex

enzym-substrát, zde
stejn¥, α = α′)
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1.6 Fotochemické reakce

Fotochemickými nazýváme takové reakce, které jsou iniciovány nebo pohán¥ny sv¥tlem
(£i obecn¥ji elektromagnetickým zá°ením), zpravidla ve viditelném (VIS) £i ultra�alovém
(UV) oboru. Známým p°íkladem je fotosyntéza nebo klasická fotogra�e.

Absorbovaný foton excituje elektrony v molekule, £ímº se zm¥ní i vibra£ní stavy a
molekula m·ºe získat i velkou vibra£ní energii. Molekula se m·ºe rozpadnout (na radikály)
nebo se m·ºe uvolnit elektron, který m·ºe být vyuºit jinde (fotosyntéza).

U fotochemických reakcí je hodnotícím kritériem vyuºití energie sv¥tla kvantový
výt¥ºek reakce. Ten je de�nován vztahem

Φ =
po£et zreagovaných molekul výchozí látky

po£et absorbovaných foton·
(1.41)

Pokud známe absorbovanou energii v daném spektrálním rozsahu, m·ºeme pak ur£it i
mnoºství zreagované látky. Vycházíme z Planckova vztahu pro energii fotonu

Eν = hν =
hc

λ

kde h je Planckova konstanta, ν frekvence elektromagnetického zá°ení, λ jeho vlnová délka
a c rychlost sv¥tla. Absorbuje-li se energie Eabs, je látkové mnoºství zreagované látky rovno

n =
Eabs

EνNA
Φ

Ze vztahu (1.41) by se dalo o£ekávat, ºe kvantový výt¥ºek reakce bude £íslo mezi
nulou a jednou. Hodnoty nula nabývá, kdyº k fotochemické reakci v·bec nedojde, jedné,
kdyº kaºdý absorbovaný foton vyvolá reakci. Byly v²ak zji²t¥ny i reakce, u kterých je
Φ > 1, u °et¥zových reakcí (nap°. reakce chloru s vodíkem) i milion. Jako p°íklad uve¤me
fotochemický rozklad jodovodíku, pro n¥jº byla experimentáln¥ nalezena hodnota Φ blízká
dv¥ma,

2HI hν→ H2 + I2
Rozklad probíhá za ú£inku sv¥tla. Molekula jodovodíku pohltí foton, na£eº dojde k roz-
padu vazby mezi atomy

HI+ hν → H.+ I.

kde symbolem hν je mín¥na energie fotonu. Radikály reagují dále, tentokrát jiº bez pomoci
foton·

H.+ HI → H2 + I.

2 I. → I2

Spo£ítejme kvantový výt¥ºek reakce. Byl pohlcen jeden foton, zreagovaly dv¥ molekuly
jodovodíku:

Φ =
2

1
= 2

coº je v souladu s vý²e zmín¥nou experimentální hodnotou.

Pamatujte

Planck·v vztah pro energii fotonu je Eν = hν = hc/λ. Kvantový výt¥ºek fotochemické reakce
je pom¥r po£tu zreagovaných molekul k po£tu pohlcených foton·.



Kapitola 2

Opakování termodynamiky

Zna£nou £ást kurzu Fyzikální chemie I jste v¥novali klasické termodynamice. V této ka-
pitole si ji s men²ím mnoºstvím matematiky zopakujeme.

2.1 Postuláty klasické termodynamiky

Nejprve jste de�novali pojem termodynamické rovnováhy, jejíº sou£ástí je rovnováha te-
pelná; podle postulátu zvaného nultý termodynamický zákon1 platí, ºe relace �být
v rovnováze� je tranzitivní, tedy ºe

A = B ∧ B = C ⇒ A = C

kde symbol = zna£í �je v rovnováze� a A, B, C jsou systémy. Dále víme, ºe teplo te£e
z teplej²ího t¥lesa na studen¥j²í, takºe umíme systémy, které nejsou v tepelné rovnováze,
se°adit podle teploty. V tento okamºik nevíme o teplot¥ nic jiného, neº ºe to je jisté reálné
£íslo s vlastností, ºe teplo te£e ze systému s vy²²í teplotou do systému s niº²í; °íkáme tomu
�empirická teplota� . P°íkladem empirické teploty je teplota de�novaná pomocí rozpínání
plynu, nejlépe ideálního. Teplota T ve stavové rovnici ideálního plynu

pV = nRT

je tedy jednou z moºných empirických teplot. Dále jste p°eformulovali zákon zachování
energie do formy prvního termodynamického zákona, který praví, ºe existuje stavová
veli£ina (zvaná vnit°ní energie), pro jejíº zm¥nu platí

∆U = Q+W p°íp. dU = d̄Q+ d̄W (2.1)

kde Q energie ve form¥ tepla dodaná do systému aW práce dodaná do systému. Symbol d̄
zna£í, ºe malá zm¥na není úplným diferenciálem, tedy po integraci nap°. d̄Q p°es cyklický
d¥j (do stejného stavu) nemusíme dostat nulu, av²ak po integraci dU ano. Vnit°ní energie
tedy v sob¥ �skladuje� v²echny formy energie dodané do systému � ºádná se nem·ºe
ztratit.

Základem dal²ích úvah je empirický poznatek, ºe teplo je �mén¥ hodnotná� forma ener-
gie. Je totiº snadné u²lechtilou (mechanickou, chemickou, elektrickou) energii �promrhat�

1Tradi£n¥ �Nultá v¥ta termodynamická�
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0. zákon

↓
1. zákon

↓

id. plyn: pV = nRT → pV κ = konst

↑

id. plyn: U = U(T )

︸ ︷︷ ︸
↓

Carnot·v cyklus →
∮

d̄Q

T
= 0 ← 2. zákon

↓

∃S, dS =
d̄Q

T
←lim

T→0
S = 0←∆rG, K, . . .

↑

3. zákon

Obrázek 2.1: Schéma klasické termodynamiky

(t°ením, spálením) a p°evést na teplo, ale opa£ný proces je nesnadný. Byl vypracován
pojem tepelného stroje, coº je za°ízení, které pracuje vratn¥ mezi dv¥ma tepelnými
lázn¥mi (zásobníky, termostaty) o teplotách T1, T2, T2 > T1. Tepelný stroj pracuje cyk-
licky a odebírá teplo Q2 z teplej²ího zásobníku, £ást tepla, W , p°evede na práci (W < 0
podle znaménkové konvence) a zbytek odevzdá studen¥j²ímu zásobníku (Q1 < 0); celkem
Q1 +Q2 +W = 0.

P°íkladem tepelného stroje je Carnot·v cyklus sloºený z izotermické expanze ideálního
plynu o teplot¥ T2, adiabatické expanze na teplotu T1, izotermické komprese za teploty
T1 a adiabatické komprese na teplotu T2. Protoºe známe vlastnosti ideálního plynu, totiº
stavovou rovnici pV = nRT i kalorickou rovnici U = U(T ) (vnit°ní energie ideálního
plynu nezávisí na objemu), m·ºeme z diferenciální formy prvního zákona odvodit vztahy
jak pro vratný adiabatický d¥j tak izotermický d¥j. Z obou vzorc· pak odvodíme jednak
vztah pro ú£innost vratného Carnotova stroje, η = |W |/Q2 = (T2− T1)/T2, jednak vztah

Q1

T1
+
Q2

T2
= 0 (2.2)

Druhý termodynamický zákon (v Carnotov¥ formulaci) postuluje, ºe v²echny vratné
tepelné stroje pracující mezi dv¥ma stejnými zásobníky mají stejnou ú£innost, totiº η =
(T2−T1)/T2. Kdyby tomu tak nebylo a m¥li bychom dva stroje o r·zné ú£innosti, zapojili
bychom stroj o niº²í ú£innosti opa£n¥ (jako tepelné £erpadlo) a men²ím mnoºstvím práce
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Obrázek 2.2: Nadplochy konstantní entropie p°i vratných adiabatických procesech

bychom vy£erpali stejné mnoºství tepla zp¥t do teplej²ího zásobníku, p°itom by nám
zbyla n¥jaká práce získaná pouze z tepla; nemoºnost získat práce (cyklickým d¥jem pouze
z tepla) je ekvivalentní Clausiov¥ formulaci druhého zákona a je obsahem vágního tvrzení
�teplo je mén¥ hodnotná forma energie� .

Z rov. (2.2) pak vyplývá, ºe existuje jiná stavová veli£ina, zvaná entropie, pro jejíº
zm¥nu (p°i vratných d¥jích) platí

∆S =
Q

T
, p°íp. ∆S =

∫ T2

T1

d̄Q

T
dT

Entropie v sob¥ tedy �skladuje� v²echny výrazy typu Q/T resp. d̄Q/T a je to stavová
veli£ina; k tomu, abychom po integraci p°es cyklický d¥j dostali ∆S = 0, musí být v²echny
d¥je vratné.

Poznámka. Je²t¥ jinak. Uvaºujme vratné adiabatické d¥je v jistých sou°adnicích, nap°.
teplota, tlak a vnit°ní energie systému, viz obr. 2.2. Dokud nep°idáme nebo neodebereme
teplo, pohybujeme se po jisté plo²e (obecn¥ nadplo²e, pokud uvaºujeme systém popsaný
mnoha parametry). Tyto plochy se neprotínají; kdyby se protly a my bychom cestovali p°es
pr·se£ík správným sm¥rem, z tepla spojeného s p°echodem mezi plochami bychom získali
práci �jen z tepla� , coº odporuje druhému zákonu. Nyní sta£í plochy po °ad¥ o£íslovat a
toto o£íslování je entropie (p°esn¥ji jistá funkce entropie).
Uvaºujme nyní i nevratné adiabatické d¥je. Nevratnost znamená, ºe £ást práce se zm¥ní
na teplo, které je ov²em kladné, tedy ∆S = Q/T > 0. Mezi plochami se tedy nevratn¥
pohybujeme jen jedním sm¥rem, pohyb druhým sm¥rem je zakázaný. Toto je podstatou
dal²í formulace druhého zákona, tzv. Carathéodoryho formulace, ºe �v libovolné blízkosti
jakéhokoliv stavu existují stavy adiabaticky nedosaºitelné� . Nedosaºitelné stavy jsou práv¥
ty, kam bychom p°i²li zakázaným sm¥rem sniºování entropie. Matematickým zpracování
této my²lenky jsme schopni ukázat, ºe existuje jistá funkce empirické teploty, kterou kdyº
znásobíme d̄Q, tak dostaneme úplný diferenciál jisté stavové funkce, totiº entropie. Tato
formulace druhého zákona je obecn¥j²í v tom smyslu, ºe nemusíme p°edem znát správnou
absolutní teplotu T . P°edstavme si rybí obyvatele jiné planety, kte°í m¥°í teplotu pomocí
roztaºnosti vody. Pokud zárove¬ prom¥°í jak stavovou (vztah p = p(ρ, T )) tak energetickou
(vztah U = U(T, p)) rovnici vody, dostanou z Carathéodoryho principu stejnou (aº na
násobení konstantou) absolutní teplotu jako my ze stavové rovnice ideálního plynu.

Abychom mohli spo£ítat absolutní entropii, kterou budeme pot°ebovat níºe (pro vý-
po£et Gibbsovy energie), musíme znát její �p°irozenou nulu� (podobn¥ jako u objemu
� kaºdý ví, co je nulový objem). Ta je ur£ena t°etím termodynamickým zákonem,
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který praví, ºe entropie ideálního krystalu za teploty absolutní nuly (0 K) je nula (ve
smyslu limity � nulovou teplotu nelze kone£ným po£tem krok· dosáhnout).

2.2 Helmholtzova a Gibbsova energie

Uvaºujme nyní pouze objemovou práci, d̄W = −pdV , a vratné d¥je, takºe d̄Q = TdS.
Pak rov. 2.1 p°ejde na

dU = TdS − p dV , U = U(S, V )

kde U = U(S, V ) znamená, ºe nejjednodu²²í vyjád°ení zm¥ny U získáme v tzv. p°irozených
prom¥nných, zde S a V . To je v²ak nepohodlné. Proto jste zavedli dal²í termodynamické
potenciály:

Entalpie je de�novaná vztahem

H(S, p) = U + pV = U −
(
∂U

∂V

)
V ⇒ dH = TdS + V dp

a její p°irozené prom¥nné jsou entropie a tlak.

Helmholtzova energie (Helmholtzova funkce, ve fyzice volná energie)2

F (T , V ) = U − TS = U −
(
∂U

∂S

)
S ⇒ dF = −SdT − p dV

Gibbsova energie (Gibbsova funkce, v chemii volná energie)

G(T , p) = H − TS = H −
(
∂H

∂S

)
S ⇒ dG = −SdT + V dp

Nebo také:

G(T , p) = F + pV = F −
(
∂F

∂V

)
V ⇒ dG = −SdT + V dp

Poznámka. V²imn¥te si, ºe tyto transformace mají jednotný tvar, vºdy od jistého po-
tenciálu ode£ítáme derivaci podle jedné p°irozené prom¥nné násobenou touto prom¥nnou.
Tím zárove¬ p°echázíme ke sdruºené nezávisle prom¥nné (páry sdruºených prom¥nných jsou
objem�tlak a teplota�entropie; jindy to m·ºe být t°eba náboj�elektrický potenciál £i mag-
netické pole�magnetizace). Tato transformace se nazývá Legedreova, a pokud je daná funkce
konvexní (pak je sdruºená prom¥nná daná derivací monotonní), pak je výsledek transfor-
mace jednozna£n¥ ur£en a lze vypo£ítat i zp¥tnou transformaci3.

2�asto se zna£í A
3Termodynamické funkce systém· v rovnováze jsou obecn¥ pouze nekonkávní £i nekonvexní, p°i£emº

p°ímkové £ásti odpovídají fázím v rovnováze (viz obr. 17.6); zp¥tná transformace tam není jednozna£ná
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2.2.1 Výpo£et Gibbsovy energie z termochemických a stavových
dat

Gibbsova energie je základním termodynamickým potenciálem pro chemika, lze z ní spo-
£ítat nap°. rovnováºné konstanty reakcí. Ma²inerie termodynamiky nám dává návod, jak
ji spo£ítat z jiných veli£in � kalorimetrických dat a stavové rovnice. Spo£teme ji nap°. ze
vzorce G = H−TS, kde sloºky integrujeme p°es dv¥ prom¥nné � teplotu a tlak. Uvaºujme
pro jednoduchost výpo£et Gibbsovy energie kapaliny p°i T1 a p1.

Entropie krystalu za T = 0 je nula, entropie kapaliny za teploty T a jistého tlaku p je

S(T1, p) = 0 +

∫ Ttání

0

Cp
T

dT +
∆táníH

Ttání
+

∫ T1

Ttání

Cp
T

dT

Men²í potíºí je ²patná experimentální dostupnost tepelných kapacit za velmi nízkých
teplot, zde si pomáháme teorií � Debyeovým modelem krystalu, z n¥hoº vyplývá, ºe pro
nízké teploty (cca T < 15K) platí Cp(T ) ≈ konstT 3.

Entalpie krystalu za T = 0 je jistá konstanta, která závisí na volb¥ standardního stavu
(v¥t²inou volíme za �nulu� entalpie prvk· za teploty 25 ◦C a standardního tlaku, jak si
jist¥ pamatujete z termochemie), entalpie za teploty T1 je analogicky

H(T1, p) = H(0, p) +

∫ Ttání

0

CpdT +∆táníH +

∫ T1

Ttání

CpdT

K vý²e uvedeným výpo£t·m pot°ebujeme kalorimetrická data.
Pokud chceme stanovit Gibbsovu energii za jiného tlaku, lze pouºít vztah

G(T, p1) = G(T, p2) +

∫ p2

p1

V dp

k £emuº pot°ebujeme je²t¥ stavovou rovnici (i kdyº zde v nepraktickém tvaru V =
V (T, p)). Pro úplnost je²t¥ vztahy pro entalpii a entropii, které jste odvodili rámci FCH
1 za pouºití Maxwellových vztah·:

H(T, p2) = H(T, p1) +

∫ p2

p1

[
V − T

(
∂V

∂T

)
p

]
dp

S(T, p1) = S(T, p2)−
∫ p2

p1

(
∂V

∂T

)
p

dp

2.3 Helmholtzova a Gibbsova energie a práce pro vratné
d¥je

Jestliºe v rovnici
dU = TdS + d̄W

p°ejdeme od S k T (a tedy také od U k F ), dostaneme

dF = −SdT + d̄W ⇒ dF = d̄W [T ]
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Pro vratné d¥je tedy platí, ºe zm¥na Helmholtzovy energie za konstantní teploty je
rovna práci. P°edpokládá se p°itom, ºe k dispozici je energie ve form¥ tepla z termostatu
(tepelného zásobníku o teplot¥ T ) a ºe toto teplo je p°evedeno vratn¥.

Práci m·ºeme rozd¥lit na objemovou a jinou,

d̄W = −p dV + d̄Wjiná neº objemová

a pro Gibbsovu energii analogicky

dG = −SdT + V dp+ d̄Wjiná neº objemová

dG = d̄Wjiná neº objemová [T, p] (2.3)

Pro vratné d¥je tedy platí, ºe zm¥na Gibbsovy energie za konstantní teploty a
tlaku je rovna práci jiné neº objemové. P°edpokládá se, ºe k dispozici je teplo
z termostatu a objemová práce z barostatu (atmosféry o daném tlaku) a ºe k p°enosu
tepla a práce dochází vratn¥.

2.4 Nevratné d¥je a extenzivní podmínky rovnováhy

U systém· v rovnováze (probíhají pouze vratné d¥je) máme dob°e de�-
nované termodynamické veli£iny jako teplota a tlak. U nevratných d¥j·
tomu tak není. Uvaºujme nap°. oh°ívání �ºlutých molekul� na obr. vpravo.
Teplo te£e dovnit° (d̄Q > 0) proto, ºe systém ºlutých molekul má niº²í
teplotu neº termostat. Na rozdíl od zásobníku (termostatu), jehoº teplota
je alespo¬ v principu p°esn¥ de�novaná, je teplota uvnit° závislá na míst¥
a £ase � víme jen, ºe je men²í neº venku, Tin < T . I p°es omezenou znalost m·ºeme napsat
pro zm¥nu entropie p°i tomto d¥ji

dS ≈ d̄Q

Tin
>

d̄Q

T

Obdobn¥ p°i ochlazování ºlutých molekul platí

d̄Q < 0, T < Tin ⇒ dS ≈ d̄Q

Tin
>

d̄Q

T

V obou p°ípadech tedy rovnost dS = d̄Q/T , platná pro vratné d¥je, p°ejde v nerovnost

dS >
d̄Q

T

Podobn¥ uvaºujeme u d¥j· v mechanické nerovnováze. Nap°. je-li tlak
vn¥ v¥t²í neº tlak pod pístem ve válci, bude se píst pohybovat dol·. Zárove¬
se bude £ást práce m¥nit t°ením v teplo Qdis, které je vºdy kladné (disipace
energie). Dostaneme stejnou nerovnost:

d̄W = pin(−dV ) + d̄Qdis, dS ≈ d̄Qdis

T
> 0
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Obrázek 2.3: K odvození sm¥²ovací entropie ideálních plyn·

Obdobnou úvahu lze provést pro dal²í nerovnováºné d¥je, jako nap°. chemickou reakci
probíhající v systému.

Výraz pro zm¥nu vnit°ní energie pro nevratné d¥je je tedy

dU = d̄Q+ d̄W < TdS − p dV (nevr., jen obj. práce)

dU < 0 ([S, V ], nevr., jen obj. práce)

Tedy vnit°ní energie klesá pro nevratné d¥je probíhající za konstantní entropie a objemu.
To je velmi nepraktická formulace, protoºe neumíme realizovat nevratný d¥j za konstantní
entropie. Pokud v²ak p°ejdeme pomocí Legedreových transformací od prom¥nných S, V
k prom¥nným T, p, máme

dG < −SdT + V dp (nevr., jen obj. práce)

dG < 0 ([T, p], nevr., jen obj. práce)

Dostáváme d·leºité tvrzení: Gibbsova energie uzav°eného systému, kde se koná
jen objemová práce, p°i nerovnováºných d¥jích za konstantní teploty a kon-
stantního tlaku klesá; v rovnováze nabývá minima. Konstantní teplotu a tlak je
p°itom nutno interpretovat jako teplotu a tlak okolí (termostatu a barostatu), protoºe pro
vlastní systém v nerovnováze nemusí být p°esn¥ ur£itelné.

A je²t¥ jinak: Pokud p°i n¥jakém vratném procesu ze stavu 1 na stav 2 za konstantní
teploty a tlaku Gibbsova energie klesne, dostaneme ze systému uºite£nou práci danou
poklesem Gibbsovy energie; formáln¥ v£. znaménkové konvence W = G2 − G1 < 0, tedy
uºite£ná práce (téº zvaná exergie) Wex = G1 −G2 > 0

Reálné d¥je ov²em probíhají nevratn¥, a proto dostaneme mén¥, Wreal < Wex = G1 −
G2.Rozdíl Gibbsových energiíWex = G1−G2 tedy udává maximální práci, kterou
m·ºeme z daného d¥je dostat za konstantní teploty a tlaku.

2.5 Chemický potenciál a aktivita

2.5.1 Chemický potenciál

V kurzu FCH 1 jste odvodili vztah pro sm¥²ovací entropii ideálních plyn·. P°edpoklá-
dali jste, ºe proces nazna£ený na obr. 2.3, tj. odstran¥ní p°epáºky mezi dv¥ma plyny o
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id. plyn/sm¥s: sloºky se neovliv¬ují

↓

∆mixSm = −R
∑
i

xi lnxi, ∆mixHm = 0G = H − TS →

↓

µidi =

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

= µ•
i +RT lnxi

Obrázek 2.4: Schéma odvození vztahu pro chemický potenciál ideální sm¥si

stejné teplot¥ a tlaku, lze rozd¥lit na dv¥ izotermické expanze, pro n¥º jste zm¥nu entro-
pie spo£ítali na základ¥ Maxwellových vztah·; výsledek vidíte na obr. 2.4. Nadto se p°i
sm¥²ování ideálních plyn· nem¥ní ani vnit°ní energie ani entalpie, protoºe molekuly spolu
neinteragují a energie je tak daná pouze vlastnostmi (rychlostí, vnit°ními stupni volnosti)
jednotlivých molekul.

De�nici ideálního roztoku lze roz²í°it na kapaliny i pevné látky, kde molekuly spolu
interagují. P°edpoklad je, ºe molekuly spolu interagují stejn¥, tedy ºe molekula A nepozná,
zda je obklopena dal²ími molekulami A nebo molekulami B nebo jakoukoliv jejich sm¥sí.
To je do ur£ité míry spln¥no pro látky chemicky podobné, nap°. sm¥s pentanu a hexanu
nebo sm¥s ethylenglykolu a glycerolu. Pak platí vzorce pro sm¥²ovací entropii a entalpii
podle obr. 2.4.

Chemický potenciál je de�nován jako parciální molární Gibbsova energie. Parciální
molární veli£ina (∂X/∂ni)T,p,nj ̸=i (více viz FCH 1) udává zm¥nu extenzivní veli£iny X
velkého mnoºství sm¥si po p°idání 1 mol látky i za konstantní teploty a tlaku. Protoºe
Gibbsova energie je mírou schopnosti konat (vratn¥) práci, lze interpretovat chemický
potenciál jako schopnost molekuly látky i konat práci po vratném p°evedení (za konst.
p, T ) do jiného (nap°. standardního) stavu.

P°íklad. Kolik energie je minimáln¥ pot°eba k získání 1m3 sladké vody z mo°ské vody za teploty
300K? Mo°skou vodu aproximujte roztokem NaCl o koncentraci 3.5 hm.%.

�e²ení. Chemický potenciál vody v mo°ské vod¥ je men²í neº chemický potenciál £isté vody,
rozdíl je p°ibliºn¥ roven RT lnxH2O. Pouºití vzorce pro ideální sm¥s je zde oprávn¥né, protoºe
xH2O je blízko 1 a kaºdá molekula vody je v¥t²inou obklopena kamarády vodami a jen tu a
tam ionty. Minimální práce je rovna −RT lnxH2O. V 100 g mo°ské vody máme 96.5 g vody =
5.36mol, 3.5 g NaCl je 0.06mol NaCl, coº je 0.12mol iont· (v roztoku nejsou molekuly NaCl, ale
jednotlivé ionty). Proto xH2O = 5.36/(5.36 + 0.12) = 0.978 a −RT lnxH2O = 55 Jmol−1. V 1m3

vody je 55 500mol, a proto je minimální pot°ebná energie rovna 55× 55500 J = 3.1MJ.
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Tabulka 2.1: P°ehled standardních stav·. V neideálním p°ípad¥ (resp. v p°ípad¥ odchylek od
aproximace nekone£ného z°ed¥ní) násobíme uvedené �ideální� aktivity p°íslu²ným aktivitním
(pro ◦ fugacitním) koe�cientem

standardní stav �ideální� aktivita p°esné v limit¥

ideální plyn za teploty systému a standardního
tlaku

a◦i =
pi
pst

=
xip
pst

pi → 0

£istá látka za teploty a tlaku systému a•i = xi xi → 1

nekone£né z°ed¥ní (za teploty a tlaku systému)
pro sloºení vyjád°ené molárními zlomky

a
[x]
i = xi xi → 0

nekone£né z°ed¥ní (za teploty a tlaku systému)
pro sloºení vyjád°ené koncentracemi

a
[c]
i = ci

cst
ci → 0

nekone£né z°ed¥ní (za teploty a tlaku systému)
pro sloºení vyjád°ené molalitami

a
[m]
i =

mi

mst mi → 0

2.5.2 Aktivita

Abychom zachovali jednotný popis podobný ideální sm¥si i pro reálnou sm¥s, de�nujeme
aktivitu ai vztahem

µi = µ◦
i +RT ln ai (2.4)

kde exponent ◦ zna£í pouºitý standardní stav4. Nap°. pro ◦ = • (standardní stav £istá
látka za dané teploty a tlaku) platí podle obr. 2.4

µi = µ•
i +RT ln ai

id. sm¥s
= µ•

i +RT lnxi

V reálné sm¥si se ai a xi li²í, p°i£emº aproximace je tím lep²í, £ím blíºe je xi jedni£ce.
�asto naopak pot°ebujeme takový standardní stav, aby platilo ai = xi pro xi blízko

nuly (a t°eba látka za xi = 1 v·bec neexistuje). Takovému standardnímu stavu °íkáme
standardní stav nekone£ného z°ed¥ní a zna£íme ho [x]. Rozdíl µ[x]

i −µ•
i je roven rozdílu

Gibbsových energií látky i v kapalin¥ i (obklopená stejnými sousedy) od téºe molekuly i,
ale obklopené jinými molekulami (daným rozpou²t¥dlem de�novaným zlomky xj, j ̸= i).
Pokud chceme sloºení vyjad°ovat pomocí koncentrací a zachovat chování typu (2.4), nic
nám v tom nebrání, jen standardní stav zase trochu p°epo£ítáme.

Je-li látka ve svém standardním stavu, platí ai = 1.

2.6 Chemická rovnováha

2.6.1 Reak£ní Gibbsova energie

Základem °e²ení rovnováh je bilance (viz odd. 1.2.1):

n1 = n1,0 + ν1ξ, . . . , nk = nk,0 + νkξ

4Znak ◦ se jmenuje plimsoll
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Obrázek 2.5: Syntéza amoniaku N2+3H2 → 2NH3 za teploty 600K a tlaku 10.13MPa. Vlevo:
Závislost Gibbsovy energie reak£ní sm¥si G(ξ) = nNH3µNH3 +nH2µH2 +nN2µN2 = 2ξµNH3 +(3−
3ξ)µH2 + (1− ξ)µN2 na rozsahu reakce. Vpravo: Závislost reak£ní Gibbsovy energie ∆rGm(ξ) =
νNH3µNH3 + νH2µH2 + νN2µN2 = 2µNH3 − 3µH2 − µN2 pro tutéº reakci. Po£áte£ní sloºení: nN2,0

= 1mol, nH2,0 = 3mol, nNH3,0 = 0mol

kde ξ je rozsah reakce. Víme, ºe Gibbsova energie (za konstantních hodnot T, p) samovoln¥
klesá a v rovnováze dosáhne minima. Hledáme tedy minimum funkce

G(n1, . . . , nk) =
k∑
i=1

niµi

na intervalu ξ ∈ [ξmin, ξmax]; dá se ukázat, ºe pro rovnováhy v plynech a roztocích nemusíme
uvaºovat krajní body5. Nutno si v²ak dát pozor na to, ºe chemické potenciály závisí na
sloºení, µi = µi(n1, . . . , nk).

Minimum nastane pro(
∂G

∂ξ

)
p,T

=
k∑
i=1

νiµi ≡ ∆rGm = 0 (2.5)

kde ∆rGm se nazývá reak£ní Gibbsova energie.
Je-li nulová, nastává rovnováha, pro reak£ní sm¥s o
daném sloºení nám její znaménko udává sm¥r reakce.

sm¥r název
∆rGm reakce reakce

< 0 −→ exergonická

= 0 rovnováha isoergonická

> 0 ←− endergonická

2.6.2 Rovnováºná konstanta

Po dosazení (2.4) do (2.5) dostaneme rovnici pro rovnováhu

∆rG
◦
m +RT ln

k∏
i=1

aνi
i = 0

5Protoºe funkce x lnx skrytá v Gibbsov¥ energii má v nule nekone£nou derivaci
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která po de�nici rovnováºné konstanty:

K = exp

(
−∆rG

◦
m

RT

)
p°ejde v podmínku

K =
k∏
i=1

aνi
i

(
produkty
reaktanty

)

P°íklad. Rovnováºná konstanta reakce

Sn (l) +H2O (g)→ SnO (s) +H2 (g)

je p°i T = 928K rovna 0.435. Ur£ete, zda bude probíhat oxidace £i redukce cínu, jestliºe nad
ob¥ma samostatnými kondenzovanými fázemi je plynná sm¥s H2O + H2 obsahující 65 mol. %
vodní páry.

�e²ení.

∆rGm = ∆rG
◦
m +RT ln

k∏
i=1

aνi
i = −RT lnK +RT ln

aSnOaH2

aSnaH2O

= −RT lnK +RT ln
1 · pH2/p

st

1 · pH2O/p
st

= −RT ln 0.435 +RT ln
1 · 35%
1 · 65%

= 0.213RT > 0

Reakce tedy probíhá zprava doleva � SnO se redukuje na kovový cín.

Rozli²ujte standardní reak£ní Gibbsovu energii ∆rG
◦
m, tj. pro látky ve standardních

stavech (v roztoku za jisté koncentrace odpovídající jednotkové aktivit¥), a reak£ní Gibb-
sovu energii, která je funkcí stavu (v roztoku závisí na koncentracích látek).

2.6.3 Závislost na teplot¥

Vypo£t¥me si nejprve derivaci(
∂(G/T )

∂T

)
p

=

(
∂G
∂T

)
T −G

(
∂T
∂T

)
T 2

=
−ST −G

T 2
= −H

T 2

Stejná rovnice ov²em platí i pro jakékoliv �dekorace� G a H, a proto

d lnK

dT
= −d(∆rG

◦
m/T )

dT
=

∆rH
◦
m

RT 2

kde jsme pouºili symbol oby£ejné derivace, protoºe standardní stav ◦ pro plyny na tlaku
nezávisí a standardní stavy pro kondenzované látky za b¥ºných podmínek závisí jen málo.
Rovnice se n¥kdy nazývá van 't Ho�ova reak£ní izobara.

Endotermická reakce má kladnou standardní reak£ní entalpii ∆rH
◦
m, a proto zvý²ení

teploty zv¥t²í rovnáºnou konstantu � rovnováha se posune doprava. Je to p°íklad Le
Chatelierova(�Braunova) principu, který platí obecn¥ pro stabilní rovnováhy: �Soustava



52 KAPITOLA 2. OPAKOVÁNÍ TERMODYNAMIKY

ve (stabilní termodynamické) rovnováze se snaºí kompenzovat ú£inky vychýlení z rovno-
váhy� , p°ípadn¥ �Stav systému v rovnováze se zm¥ní tak, ºe kdyby se zm¥nil stejným zp·-
sobem bez p°edchozího vychýlení, zp·sobil by odchylku od rovnováhy opa£ného sm¥ru� .

Pamatujte

Gibbsova energie je nejd·leºitej²ím termodynamickým potenciálem pro chemika. Dostaneme ji
z vnit°ní energie dvojí zám¥nou prom¥nných (Legendreovou transformací): S → T a V → p.
Její zm¥na p°i vratných d¥jích pro uzav°ené systémy v termostatu a barostatu (zkrácen¥ �za
konstantní teploty a tlaku�) je rovna vratné práci jiné neº objemové.

Omezíme-li se jen na objemovou práci, pak p°i nevratných (samovoln¥ probíhajících) d¥jích
uzav°ených systém· za konstantní teploty a tlaku Gibbsova energie klesá a za rovnováhy
dosáhne minima.

Malá zm¥na Gibbsovy energie se rovná

dG = −SdT + V dp (uzav°ený systém, vratný d¥j, koná se jen objemová práce)

Chemický potenciál je parciální molární Gibbsovou energií. Je (vzhledem k jinému stavu)
vyjád°ením schopnosti látky konat (vratn¥) práci p°i p°echodu do tohoto stavu za konstantní
teploty a tlaku.

Pomocí rozdílu chemického potenciálu od standardního stavu de�nujeme aktivitu,

µi = µ◦
i +RT ln ai

která zp°es¬uje Guldberg·v�Waage·v koncept �aktivních hmot� a lze ji v roztocích aproximo-
vat koncentrací, molárním zlomkem aj. Rovnováºná konstanta je pak rovna

K = exp(−∆rG
◦
m
/RT )

kde standardní reak£ní Gibbsova energie je sloºena ze standardních chemických potenciál·
reakce, ∆rG

◦
m
=
∑k

i=1 νiµ
◦
i .



Kapitola 3

Roztoky elektrolyt·

�ást této kapitoly je op¥t opakováním Fyzikální chemie I, mnoho tohoto materiálu rov-
n¥º probíráte v Analytické chemii. Proto jsem se spí² snaºil akcentovat r·zné aspekty
problematiky.

3.1 Jednoduché rovnováhy

3.1.1 Základní pojmy

Silné elektrolyty jsou úpln¥ disociované alespo¬ do prvního stupn¥. V roztoku se tedy
nevyskytují neutrální molekuly silného elektrolytu. Nap°. kyselina sírová disociuje

H2SO4
100%→ H+ + HSO4

− £áste£n¥→ 2H+ + SO4
2−

Roztok slabého elektrolytu obsahuje nedisociované neutrální molekuly, p°íkladem jsou
organické kyseliny, aminy, amoniak.

V roztocích elektrolyt· budeme pouºívat pro rozpou²t¥dlo (zpravidla voda) standardní
stav £istá látka za dané teploty a tlaku, •. Pro ionty budeme pouºívat standardní stav
nekone£ného z°ed¥ní pro sloºení vyjád°ené látkovými koncentracemi, [c]; tyto stavy jiº
nebudeme dále vyzna£ovat. Standardní koncentrace bude cst = 1mol dm−3, aktivita iontu
pak je

ai = γi
ci
cst

nekone£né z°ed¥ní
=

ci
cst

=
[Ai]

cst
nepo°ádn¥

= [Ai]

Abychom zp°ehlednili vztahy, budeme cst £asto vynechávat, zpravidla p°i pouºití zápisu
koncentrace s hranatými závorkami (v aproximaci nekone£ného z°ed¥ní pak vlastn¥ ai =
[Ai], coº je bezrozm¥rné).

Disocia£ní konstanta (slabého elektrolytu) je rovnováºná konstanta disocia£ní reakce,
nap°.

CH3COOH → CH3COO− + H+, Kd =
aCH3 COO−aH+

aCH3 COOH

NH3 + H2O → NH4
+ +OH−, Kd =

aNH4
+aOH−

aNH3aH2O

kde dále ve z°ed¥ných roztocích aH2O ≈ 1.

53
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pH je záporný dekadický logaritmus aktivity proton·

pH = − log aH+

γH+=1
= − log

cH+

cst
= − log

cH+

mol dm−3 ≡ − log[H+]

Ve skute£nosti je proton navázán na molekulu vody, ve z°ed¥ných roztocích v²ak aH3O+ ≈
aH+ (p°esn¥ji aH3O+ = aH+aH2O).

Voda je slabý elektrolyt, nebo´ disociuje:

H2O→ H+ +OH−

Rovnováºná konstanta této reakce se jmenuje iontový sou£in vody (ionic product, au-
toionization constant)

Kw =
aH+aOH−

aH2O
≈ cH+cOH−

(cst)2
≡ [H+][OH−]

.
= 1.00×10−14 (25 ◦C)

Zapsáno pomocí minus logaritmu

pH + pOH = pKw = 14.00

Iontový sou£in vody závisí na teplot¥ (pKw(100 ◦C) = 12.29) i je citlivý na zám¥nu izotop·
(pro t¥ºkou vodu je pKw(25 ◦C) = 14.87), protoºe deuterium je pevn¥ji vázáno.

3.1.2 Disociace vody a konstanta kyselosti

V tabulkách se vyskytuje konstanta kyselosti (acidity constant, ionization constant),
coº je rovnováºná konstanta od²t¥pení protonu (deprotonizace). Ozna£uje se Ka. Pro
kyseliny je rovna disocia£ní konstant¥:

CH3COOH→ CH3COO− + H+, Ka = Kd

V p°ípad¥ zásad se uvádí konstanta kyselosti (disocia£ní konstanta) kyseliny konjugované
k dané zásad¥. Disocia£ní konstantu dostaneme kombinací s disociací vody:

NH4
+ → NH3 + H+ (Ka) ×(−1)

H2O → H+ +OH− (Kw) ×(+1)

NH3 + H2O → NH4
+ +OH− Kd = Kw/Ka

Nap°. konstanta kyselosti amonia je pKa = 9.25 (p°i 25 ◦C). Disocia£ní konstanta hydro-
xidu amonného (amoniaku ve vodném roztoku) je pak Kd = Kw/Ka = 10−14/10−9.25 =
1.78×10−5.

3.1.3 Disociace slabé kyseliny a slabé zásady

Kolik je pH roztoku slabé kyseliny o dané koncentraci?

Typickou v praxi pot°ebnou úlohou je výpo£et pH roztoku slabé kyseliny, je-li známa
její analytická koncentrace c0 a konstanta acidity Ka. Budeme p°edpokládat, ºe kyselina
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je natolik silná, ºe cOH− ≪ cH+ , nebudeme proto zárove¬ uvaºovat disociaci vody. Dále
pouºijeme aproximaci nekone£ného z°ed¥ní, γi = 1. Pro rovnici disociace

HA→ H+ + A−

Napí²eme bilanci pomocí rozsahu x vý²e uvedené reakce a podmínku rovnováhy:

bilance

látka za£. rovn.

HA c0 c0 − x
A− 0 x

H+ 0 x

podmínka rovnováhy

[H+][A−]

[HA]
=

x2

c0 − x
= Ka (3.1)

kde jsme pro zjednodu²ení zápisu vynechali cst, správn¥ je rovnice x2/[(c0 − x)cst] = Ka.
Standardní koncentraci cst budeme v podobných p°ípadech vynechávat � koncentrace
nutno �dosazovat v mol dm−3 � . Toto je kvadratická rovnice, která má jediné kladné °e²ení
(druhé °e²ení je záporné):

cH+ = x =

√(
Ka

2

)2

+Kac0 −
Ka

2

c0≫Ka≈
√
Kac0

V posledním kroku jsme p°edpokládali1, ºe koncentrace kyseliny je natolik vysoká, ºe v¥t-
²ina kyseliny je nedisociovaná. Protoºe typický rozsah konstant acidity je 3 aº 6, pro b¥ºné
koncentrace to platí. Stupe¬ disociace je pak nep°ímo úm¥rný odmocnin¥ koncentrace,

α ≈
√
Ka

c0

a pro pH platí
pH = 1

2 (pKa + pcA)

kde operátor p není nic jiného neº − log10.

Kolik je pH roztoku slabé kyseliny o dané aktivit¥?

M·ºe se stát, ºe koncentraci (aktivitu) látky máme ur£enu dal²ími podmínkami. Nap°.
kyselina benzoová má malou rozpustnost; máme-li její krystaly v rovnováze s roztokem,
známe koncentraci nedisociované formy2. Po p°idání NaOH se rozpustí ekvimolární £ást
kyseliny benzoové a zm¥ní se na ionty, ale koncentrace (p°esn¥ aktivita) nedisociované
formy z·stane stejná, protoºe je ur£ena rovnováhou s krystalem. Jako jiný p°íklad uva-
ºujme disociaci v pufrech. Pak p°edpokládáme, ºe pufr udrºuje konstantní koncentraci
(aktivitu) H+. Takovou látku nebilancujeme. Postup si procvi£íme na p°íkladu s rozto-
kem oxidu uhli£itého.

1Zcela správn¥ je podmínka c0 ≫ Kac
st

2Není p°esn¥ rovna tabulkové koncentraci nasyceného roztoku, protoºe v roztoku máme i disociovanou
formu
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P°íklad.
Vypo£t¥te pH de²´ové vody p°i 25 ◦C a tlaku 1 bar. Henryho konstanta pro rozpou²t¥ní CO2

je Kh = 0.033mol dm−3 bar−1. Konstanta acidity CO2 je pKa1 = 6.37 (jiné zdroje 6.3). To je
sumární pro reakci

CO2 +H2O→ [H2CO3]→ H+ +HCO3
−

Ve vzduchu je ppmCOTWOppm CO2 (únor 2019 Maua Loa; v 18. století 280 ppm, v druhohorách
n¥kolikanásobn¥ víc).
�e²ení.

Roztok bude (mírn¥) kyselý, a proto lze disociaci do 2. stupn¥ zanedbat (pKa2 = 10.32).
Rovn¥º koncentraci OH− lze zanedbat proti H+. Koncentrace CO2 (nedisociované formy) je
daná rovnováhou se vzduchem. Z Henryho zákona vypo£teme

cCO2 = KhyCO2p = 0.033mol dm−3 bar−1 × 0.000400× 1 bar = 1.36×10−5mol dm−3

Bilance je pouze cH+ = cHCO3
− (náboj), protoºe jakýkoliv úbytek nedisociovaného CO2 je dopl-

n¥n z atmosféry, CO2 tedy nebilancujeme (neplatí cCO2
?
= cCO2,0 − cH+ , jak by bylo v p°ípad¥,

kdyby byla zadaná po£áte£ní koncentrace CO2.)
Z rovnice pro rovnováhu

[H+][HCO3
−]

[CO2]
= Ka1

vyjád°íme [H+]

[H+] =
√
Ka1[CO2], pH = 1

2(pKa1 + p[CO2]) =
1
2 [6.37− log(1.36×10−5)] = 5.62

V 18. století to bylo 5.70. Skute£né pH bývá niº²í, protoºe z atmosféry se vymývají i oxidy dusíky
a síry, které reagují na HNO3 a H2SO4.

Kolik je pH roztoku slabé zásady o dané koncentraci?

Postup pro slabou zásadu je podobný jako pro slabou kyselinu. Uvedeme si jej na p°íkladu.

P°íklad. Spo£t¥te pH vodného roztoku ethylaminu p°i vstupní koncentraci c0 = 0.01 mol dm−3

a pokojové teplot¥. Konstanta kyselosti ethylamonia je rovna Ka = 1.6×10−11.
�e²ení. Nejprve si spo£teme disocia£ní konstantu reakce

C2H5NH2 +H2O→ C2H5NH3
+ +OH−

postupem podle odd. 3.1.2:

Kd =
Kw

Ka
=

1×10−14

1.6×10−11 = 0.000 625

Dále pokra£ujeme stejn¥ jako pro kyseliny, p°edpokládajíce [H+]≪ [OH−] a γ = 1. Vyjde

[OH−] =

√(
Kd

2

)2

+Kdc0 −
Kd

2

c0≫Kd≈
√
Kdc0

P°i posledním zjednodu²ení dále p°edpokládáme dost vysokou koncentraci zásady (v porovnání
s Kd). Pro pH vyjde

pH = 1
2(pKa + pKw − pc0)

Numericky vyjde pH=11.40 podle p°ibliºného vzorce, podle p°esn¥j²ího pak pH=11.34.
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3.1.4 Protonace a deprotonace v roztoku

Mnohé p°írodní látky, typicky proteiny, obsahují funk£ní skupiny, které mohou bu¤ uvol-
¬ovat proton (-COOH) nebo ho vázat (-NH2). Chemicky jsou to slabé kyseliny a zásady.
Jsou obvykle umíst¥ny v roztoku (krev, ºalude£ní ²´ávy), který má ur£ité pH, jehoº hod-
nota je výsledkem p·sobení v²ech rozpu²t¥nc· (v£etn¥ zkoumaného proteinu). Zajímá nás,
kolik skupin je disociováno a kolik ne a ve výsledku jaký je náboj dané (makro)molekuly.
Náboj proteinu ovliv¬uje jeho sbalení, chemické vlastnosti (aktivitu enzymu) a schopnost
koagulace s ostatními proteiny.

Nábojové stavy slabé jednosytné kyseliny

Pro jednoduchost uvaºujme nejprve slabou kyselinu HA, která disociuje podle rovnice

HA→ H+ + A−

V roztoku se vyskytuje ve dvou formách: protonované (nedisociované, HA) a deprotono-
vané (A−). Spo£ítáme, kolik je které v roztoku o daném pH. To zpravidla znamená, ºe
slabou kyselinu HA nebo n¥jakou její s·l rozpustíme ve vhodném pufru. Aby m¥ly dal²í
výpo£ty smysl, nesmí být pufr zdrojem dal²ích aniont· A−.

Rovnice pro rovnováhu v aproximaci nekone£ného z°ed¥ní je

[H+][A−]

[HA]
= Ka (3.2)

Známe-li pH, pak známe koncentraci proton· v roztoku3,

[H+] = 10−pH

Pom¥r koncentrací obou forem vypo£teme z (3.2)

[A−]

[HA]
=

Ka

[H+]

Je-li pKa = pH, pak je obou forem stejn¥. P°i niº²ím pH (více proton· v roztoku) je více
HA, p°i vy²²ím pH je naopak více A−. Bilance pro A znamená, ºe

[HA] + [A−] = c0

Z (3.1.4) pak vypo£teme

[A−] =
c0Ka

[H+] +Ka
, [HA] =

c0[H+]

[H+] +Ka

coº je znázorn¥no na obr. 3.1 pro p°íklad kyseliny octové.

3P°ipom¥¬me pro po°ádek, ºe správn¥ bychom m¥li napsat cH+ = cst10−pH
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Obrázek 3.1: Zastoupení protonované a deprotonované formy kyseliny octové v roztoku o daném
pH. Celková koncentrace kyseliny octové a octan· je 0.01mol dm−3. Svislá £ára odpovídá pH =
pKa, kdy je obou forem stejn¥

Speciace iont·

Pro sloºit¥j²í molekuly je typické, ºe obsahují více funk£ních skupin a mohou se vyskyto-
vat ve více nábojových stavech, nap°. aminokyseliny lysin a histidin ve t°ech. Kaºdému
od²t¥pení protonu p°íslu²í jiná konstanta acidity,

AH3
2+ → AH2

+ + H+ (Ka1)

AH2
+ → AH+ H+ (Ka2)

AH→ A− + H+ (Ka3)

Platí Ka1 > Ka2 > Ka3, tj. pKa1 < pKa2 < pKa3 (nejsnáze se od²t¥pí proton z AH3
2+,

nejh·° to jde z AH). Obecné °e²ení vychází jednak z bilance

[A−] + [AH] + [AH2
+] + [AH3

2+] = c0

kde c0 je celková (analytická) koncentrace, jednak z rovnic pro rovnováhu

[AH2
+][H+]

[AH3
2+]

= Ka1

[AH][H+]

[AH2
+]

= Ka2

[A−][H+]

[AH]
= Ka3

Jako p°íklad je na obr. 3.2 uvedeno zastoupení nábojových forem lysinu (speciace)
NH2-(CH2)4-CH(NH2)-COOH (pKa1 = 2.15, pKa2 = 9.16, pKa3 = 10.67). K výpo£tu byl
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Obrázek 3.2: Speciace nábojových stav· lysinu v závislosti na pH v roztoku s celkovou koncen-
trací lysinu 1mmol dm−3. Svislé £áry odpovídají pH = pKai

pouºit program Maple. Vidíme, ºe v nejkyselej²ím roztoku (pH < pHa1 = 2.15) je nejvíce
dvakrát nabitého kationtu, pokud pH stoupne nad pHa1 = 2.15, rovnováha se obrátí ve
prosp¥ch jednou nabitého kationtu aº v nejzásadit¥j²ím roztoku (pH > pHa1 = 10.67)
p°evládne anionická forma.

Pokud chceme bez pouºití matematických asistent· p°ibliºn¥ spo£ítat koncentrace
nábojových stav·, musíme provést vhodné aproximace. Zkusme to spo£ítat pro pH = 3 a
c0 = 1mmol dm−3. Rovnice pro pom¥ry nábojových stav· jsou

[AH2
+]

[AH3
2+]

=
Ka1

[H+]
= 7.08 (3.3)

[AH]
[AH2

+]
=

Ka2

[H+]
= 6.9×10−7 (3.4)

[A−]

[AH]
=

Ka3

[H+]
= 2.1×10−8 (3.5)

Z (3.4) a (3.5) vyplývá, ºe koncentrace AH a A− lze zanedbat. Zjednodu²ená bilance je
pak

[AH2
+] + [AH3

2+] = 1mmol dm−3 (3.6)

Z rovnic (3.3) a (3.6) pak vypo£teme

[AH2
+] = 0.88mmol dm−3, [AH3

2+] = 0.12mmol dm−3

Pamatujte

Konstanta acidity je rovnováºná konstanta od²t¥pení protonu. Pro slabou kyselinu se rovná
disocia£ní konstant¥, zatímco disocia£ní konstanta slabé zásady je Kd = Kw/Ka, kde Ka je
konstanta acidity konjugované kyseliny (protonovaného stavu).
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P°i °e²ení jednoduchých rovnováh v roztocích za£neme bilancí podle chemické rovnice;
nutno vzít v úvahu, které látky bilacujeme (bylo jich v roztoku rozpu²t¥no známé mnoºství) a
které ne (nap°. m·ºeme mít zadané pH udrºované pufrem). Napí²eme rovnici pro rovnováhu
a vy°e²íme ji, p°i£emº si ºivot m·ºeme zjednodu²it vhodnými aproximacemi.

Pro koncentrace nábojových stav· slabých kyselin a zásad platí (v aproximaci nekone£ného
z°ed¥ní):

Slabá kyselina (nap°. karboxylová): Slabá zásada (nap°. amin):

pH < pKa: [R-COOH] > [R-COO−] pH < pKa: [R-NH3
+] > [R-NH2]

pH = pKa: [R-COOH] = [R-COO−] pH = pKa: [R-NH3
+] = [R-NH2]

pH > pKa: [R-COOH] < [R-COO−] pH > pKa: [R-NH3
+] < [R-NH2]

3.2 Simultánní rovnováhy

�e²ení rovnováh v p°ípad¥, ºe je pot°eba uvaºovat n¥kolik chemických reakcí, si vysv¥tlíme
na p°íkladu výpo£tu pH velmi slabé kyseliny ve velmi z°ed¥ném roztoku. Potom totiº
musíme navíc uvaºovat disociaci vody:

HA → H+ + A− (rozsah reakce = x, rovnováºná konstanta = Ka)

H2O → H+ +OH− (rozsah reakce = y, rovnováºná konstanta = Kw)

Tento úkol m·ºeme °e²it bu¤ �explicitní bilancí� , tedy roz²í°ením postupu, který uº znáte.
Pro vý²e uvedené dv¥ reakce máme

Bilance

látka za£. rovn.

HA c0 c0 − x
A− 0 x

H+ 0 x+ y

OH− 0 y

Rovnice

(x+ y)x

c0 − x
= Ka

(x+ y)y = Kw

To jsou dv¥ rovnice pro dv¥ neznámé, x, y. �e²ení s kalkula£kou je pracné, snadno je
lze °e²it pouºitím vhodného matematického asistenta (Maple, Mathematica, MatLab,
octave. . . ).

Pro v¥t²í systémy a vhodný software k dispozici je vhodné nechat co nejvíc práce na
po£íta£i. Jednodu²e proto sepí²eme v²echny známé vztahy a �str£íme je do stroje� , nap°:

Bilance

látka zachování

A [A−] + [HA] = c0

náboj [H+]− ([A−] + [OH−]) = 0

Rovnice

[H+][A−]

[HA]
= Ka

[H+][OH−] = Kw

Dostali jsme 4 rovnice o 4 neznámých ([H+], [HA], [A−], [OH−]), °e²ení v systému Maple
je na obr. 3.3, numerické výsledky pro kyselinu octovou pak na obr. 3.4. Vidíme, ºe pro
b¥ºné koncentrace nejjednodu²²í vzorec vyhovuje.
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Obrázek 3.3: pH slabé kyseliny ve velmi z°ed¥ném roztoku v systému Maple (jen MIKRO)

Pro velmi velké systémy se místo °e²ení soustav mnoha rovnic pouºívá minimalizace
Gibbsovy energie (jako funkce mnoha prom¥nných vázaných podmínkami), protoºe nu-
merické algoritmy pro minimalizaci jsou stabiln¥j²í.

3.2.1 S·l slabé kyseliny a silné zásady nebo silné kyseliny a slabé
zásady

Rozpus´me ve vod¥ s·l slabé kyseliny a silné zásady (nap°. octan sodný, CH3COONa)
a ozna£me obecn¥ kation jako M+ a anion jako A−. Po rozpadu na ionty anion (slabé
kyseliny) hydrolyzuje:

MA → M+ + A− (100%)

A− + H2O → AH+OH− x (hydrolýza)

Bilance

látka za£. rovn. podmínky

M+ c0 c0

A− c0 c0 − x
OH− 0 x

HA 0 x

H+ 0 Kw/x pro [OH−]≫ [H+]

Rovnice pro rovnováhu

Ka =
[H+][A−]

[HA]
=

Kw

x
(c0 − x)
x

Roztok bude zásaditý, a proto v bilanci m·ºeme zanedbat [H+] proti [OH−]. V rovnici pro
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Obrázek 3.4: Závislost pH kyseliny octové (pKa = 4.76) na koncentraci.

rovnováhu pak pouºijeme [H+] vypo£tené z [OH−], tedy [H+] = Kw/x. To je kvadratická
rovnice, která má °e²ení

x =

√
c0Kw

Ka
+

(
Kw

2Ka

)2

− Kw

2Ka
≈
√
c0Kw

Ka
⇒ pH ≈ 1

2(pKw + pKa − pc0)

kde poslední aproximace je pro c0 ≫ Kw

Ka
∧ x≫

√
Kw, tj. c0 ≫ Ka.

Obdobn¥ °e²íme hydrolýzu soli silné kyseliny a slabé zásady, jako je nap°. roztok
salmiaku NH4Cl.

3.3 Málo rozpustné soli

U málo rozpustných solí studujeme jejich rozpustnost, tedy rovnováhu mezi solí v krysta-
lickém stavu (aktivita = 1) a roztokem. Sou£in rozpustnosti je de�nován jako rovnováºná
konstanta rozpou²t¥ní a zárove¬ disociace. Jako obvykle budeme je²t¥ p°edpokládat plat-
nost aproximace nekone£ného z°ed¥ní (γi = 1). P°íklady:

BaSO4 → Ba2+ + SO4
2−, Ks =

aBa2+aSO4
2−

aBaSO4

= [Ba2+][SO4
2−]

Mg(OH)2 → Mg2+ + 2OH−, Ks = [Mg2+][OH−]2

As2S3 → 2As3+ + 3 S2−, Ks = [As3+]2[S2−]3 (3.7)

P°íklad. Kolik mg Mg(OH)2 se rozpustí v litru £isté vody? Data: Ks = 2.6×10−11,
M(Mg(OH)2) = 58.3 gmol−1

�e²ení.
Bilance: [OH−] = 2[Mg2+] = 2c
Rovnice: Ks = [Mg2+][OH−]2 = c(2c)2 = 4c3
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Koncentrace: c = [Mg(OH)2] = (Ks/4)
1/3 = 0.0001866mol dm−3,

cw = cMMg(OH)2 = 11mgdm−3

V²imn¥te si, ºe [OH−] = 0.0003732mol dm−3 ≫ [H+] = 2.7×10−11, takºe výsledek není ovlivn¥n
disociací vody.

Ne vºdy je výpo£et takto jednoduchý z d·vodu hydrolýzy, komplexace aj. Nap°. v (3.7)
dále hydrolyzují oba ionty, S2− + H2O→ HS− +OH−, As3+ + 4OH− → H2AsO4

2−, atd.

3.3.1 P°ítomnost dal²ích iont·

P°íklad. Sou£in rozpustnosti ²´avelanu (oxalátu) vápenatého (CaC2O4) je 3.9×10−9.
a) kolik se rozpustí v £isté vod¥?
b) kolik se rozpustí v krevní plazm¥ ([Ca2+] = 2.4mmol dm−3)
�e²ení. a)

CaC2O4 → Ca2+ + C2O4
2−, Ks = [Ca2+][C2O4

2−]

⇒ [C2O4
2−] = [Ca2+] =

√
Ks

.
= 62.45µmol dm−3 .

= 62µmol dm−3

Kyselina ²´avelová je relativn¥ silná (pKa1 = 1.27, pKa2 = 4.28), takºe vliv hydrolýzy je nepatrný
(s uvaºováním hydrolýzy vyjde 62.49µmol dm−3).
b)
Je t°eba si uv¥domit, ºe v roztoku je podle zadání p°ebytek [Ca2+], dal²í [Ca2+] z ²´avelanu
jeho koncentraci prakticky neovlivní. Sou£in koncentrací je ov²em konstantní, takºe [C2O4

2−] =
Ks/[Ca2+]

.
= 1.6µmol dm−3, coº je tedy rovno rozpustnosti ²´avelanu v tomto roztoku. Vidíme,

ºe 1.6µmol dm−3 je zanedbatelné proti [Ca2+].

Obecn¥ platí, ºe po p°idání jednoho z iont· k roztoku takové soli (zde nap°. ve form¥
CaCl2 nebo Na2C2O4) rozpustnost klesne. P°ítomnost neinteragujících iont· (nap°. NaCl)
zp·sobí mírné zvý²ení rozpustnosti vzhledem ke sníºení aktivitních koe�cient·, ale o tom
více pozd¥ji. Pro úplnost dodejme, ºe po p°idání H2C2O4 rozpustnost mírn¥ stoupne,
protoºe klesne pH a C2O4

2− se protonuje.

3.3.2 Case study: systém CaCO3(s,aq.) + CO2(g,aq)

Mo°ská voda je (podobn¥ jako krev) mírn¥ zásaditá, její pH se pohybuje v rozmezí 7.5
aº 8.4. Hlavními ionty, které pH mo°ské vody udrºují, jsou Ca2+ a HCO3

−. Zv¥t²ující
se obsah CO2 v atmosfé°e zp·sobuje okyselování mo°ské vody, coº má vliv na stabilitu
pevného CaCO3 v lasturách a ulitách m¥kký²·. Obsah CO2 v de²´ové vod¥ ovliv¬uje také
rozpou²t¥ní vápence a vznik krasových jev·.

Zkusme spo£ítat rozpustnost CaCO3 ve vod¥, která je v rovnováze se vzduchem ob-
sahujícím ur£ité mnoºství CO2. Rovnováha v tomto systému je popsána následujícími
rovnicemi

CaCO3(s) → Ca2+ + CO3
2− pKs = 8.35 (kalcit)

CO2 + H2O → H2CO3 → H+ + HCO3
− pKa1 = 6.37

HCO3
− → H+ + CO3

2− pKa2 = 10.25

H2O → H+ +OH− pKw = 14
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Obrázek 3.5: Hmotnostní koncentrace Ca2+ a pH v roztoku, který je v rovnováze s pevným
kalcitem, v závislosti na mnoºství vzdu²ného CO2

Henryho konstanta pro rozpou²t¥ní CO2 je Kh = 0.033mol dm−3 bar−1; CO2 a H2CO3

nebudeme pro tyto ú£ely rozli²ovat, protoºe se mezi nimi rovnováha ustavuje relativn¥
rychle (°ádov¥ sekundy).

Základní bilancí je nábojová bilance

2 [Ca2+] + [H+]− 2 [CO3
2−]− [HCO3

−]− [OH−] = 0

Koncentrace CO2 je dána parciálním tlakem ve vzduchu, a proto jej nebilancujeme. P°ed-
pokládáme p°ebytek CaCO3(s), a proto vápník také nebilancujeme.

Rovnice pro rovnováhu jsou

[CO2] = yCO2pKh p°ímý výpo£et ze zadání

[Ca2+][CO3
2−] = Ks

[H+][HCO3
−]

[CO2]
= Ka1

[H+][CO3
2−]

[HCO3
−]

= Ka2

[H+][OH−] = Kw

K výpo£tu zbývajících p¥ti koncentrací ([Ca2+], [CO3
2−], [H+], [HCO3

2−], [OH−]) máme
k dispozici p¥t rovnic. To není pro vhodný software (Mathematica, Maple) ºádný pro-
blém. Výsledky vidíte na obr. 3.5. Rozpustnost CaCO3 je nejniº²í pro asi 0.7 ppm CO2 ve
vzduchu. Pro niº²í koncentrace bude roztok zásaditý a rozpustnost vápence stoupne (v ex-
trémním p°ípad¥ nulového parciálního tlaku se v²echen CO2 uvolní, by´ velmi pomalu;
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zbyde Ca(OH)2). Sou£asný (2015) obsah CO2 ve vzduchu je 400 ppm (v p°edindustri-
ální dob¥ to bylo 280 ppm, p°ed stovkami milión· let v²ak mnohonásobn¥ více), coº je
v oblasti, kdy rozpustnost CaCO3 s obsahem CO2 stoupá.

Pamatujte

Rovnováºná konstanta rozpou²t¥ní a disociace soli se nazývá sou£in rozpustnosti. Pokud s·l
rozpou²tíme v roztoku, který jiº obsahuje jeden z iont· obsaºený v soli, rozpustnost klesne.
Vºdy je v²ak nutné dát pozor na moºné dal²í reakce iont· (hydrolýza, komplexace), které
mohou jednoduchá pravidla a výpo£ty zm¥nit.

3.4 Pufry

Pufr (angl. bu�er), téº tlumivý roztok, je roztok schopný udrºovat p°ibliºn¥ konstantní
pH p°i p°idání kyseliny nebo zásady (i silné). Nejjednodu²²í, nicmén¥ typický, p°íklad
pufru je roztok slabé kyseliny HA o koncentraci cacid a její soli MA o koncentraci cbase,
kde M+ nehydrolyzuje (MOH je silná zásada); s·l MA zde nazýváme zásadou, protoºe
její roztok je zásaditý.

P°íkladem je octanový pufr, CH3COOH + CH3COONa. Pokud k takovému pufru
p°idáme ur£ité mnoºství ∆c silné zásady, nap°. NaOH, je výsledek stejný, jako kdyby
koncentrace CH3COOH klesla (neutralizací) o ∆c a koncentrace CH3COONa vzrostla o
∆c vzniklého neutralizací CH3COOH + NaOH. Pokud jsou cacid a cbase dostate£né, p°íli²
se jejich koncentrace nezm¥ní a málo se zm¥ní i pH. Kdybychom stejné mnoºství NaOH
nalili do £isté vody, zmení se pH podstatn¥. Podobn¥ po p°idání ∆c silné kyseliny (nap°.
HCl) dojde k neutralizaci báze CH3COONa (ubyde ∆c) a uvolní se ∆c slabé kyseliny
CH3COOH; NaCl vzniký neutralizací pH (prakticky) neovliv¬uje.

3.4.1 Hendersonova�Hasselbalchova rovnice

Pro výpo£et pH pufru si napí²eme bilanci,

látka za£. rovn.

M+ cbase cbase

A− cbase cbase + x

H+ 0 x

HA cacid cacid − x

zanedbáme [OH−] proti [H+] (roztok bude kyselý, resp. budeme pro jednoduchost uvaºovat
takové koncentrace sloºek, aby byl; to je oblast koncentrací, kdy pufr funguje jako pufr).
Rovnice pro rovnováhu je

Ka =
[H+][A−]

[HA]
=
x(cbase + x)

cacid − x
(3.8)

Tuto kvadratickou rovnici sice umíme °e²it, nicmén¥ je vhodné vzorec zjednodu²it. V ty-
pických situacích budou koncentrace cacid a cbase pom¥rn¥ velké, tj. v¥t²í neº koncentrace
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proton· [H+]. Pak m·ºeme aproximovat

[H+] = x = Ka
cacid − x
cbase + x

≈ Ka
cacid
cbase

(3.9)

Výsledný vztah rovnice se nazývá Hendersonova�Hasselbalchova rovnice:

[H+] = Ka
cacid
cbase

(3.10)

Lze ji zapsat také jako
pH = pKa + log10

cbase
cacid

Opakuji, ºe rovnice platí, jen pokud jsou koncentrace [OH−] i [H+] malé ve srovnání
s cacid a cbase. Toto bude spln¥no, pokud roztok není extrémn¥ zásaditý nebo kyselý,

pokud cacid
zhruba
≈ cbase a také pokud cacid, cbase ≫ Ka (kyselina HA je dost slabá).

Rovnice platí i pro sm¥s slabé zásady B, která hydrolyzuje

B + H2O→ BH+ +OH−

(p°edstavte si t°eba B = NH3) a její soli BX (od silné kyseliny), nap°. NH4Cl. Pak cacid =
[BX] = [X−] (roztok BX je kyselý) a cbase = [B].

3.4.2 Pufra£ní kapacita (jen KOL)

Mírou schopnosti pufru udrºovat konstantní pH je tzv. pufra£ní kapacita. Do roztoku
p°idáme in�nitezimální4 mnoºství dc silné zásady. Mnoºství �acid� a �base� se zm¥ní:

cacid → cacid − dc

cbase → cbase + dc

Kapacita pufru je de�nována jako

β =
dc

d(pH)

P°ibliºn¥ °e£eno �kolik zásady pufr snese, aby se pH zv¥t²ilo o 1� (v in�nitezimálním
smyslu).

Pufra£ní kapacitu vypo£ítáme za stejných zjednodu²ujících p°edpoklad·, které vedly
k Hendersonov¥�Hasselbalchov¥ rovnici. Nejprve p°evedeme pH na koncentraci5

β =
dc

d(pH)
= − ln 10 [H+]

dc

d[H+]
(3.11)

Jestliºe p°idáme dc silné zásady (t°eba NaOH) ke sm¥si HA a NaA, ubyde nám dc ky-
seliny HA (zneutralizuje se) a tím p°ibyde stejné dc zásady NaA; analogicky uvaºujeme

4nekone£n¥ malé
5log x = lnx/ ln 10 (ln 10 .

= 2.3026)
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u pufru ze slabé zásady a silné kyseliny. Pro p·vodní koncentraci proton· platí podle
Hendersonovy�Hasselbalchovy rovnice:

[H+](c) = Ka
cacid
cbase

Výraz [H+](c) je t°eba interpretovat tak, ºe koncentrace proton· je funkcí mnoºství c silné
zásady (NaOH) p°idané do slabé kyseliny. Po p°idání dal²í tro²ky dc silné zásady

[H+](c+dc) = Ka
cacid − dc

cbase + dc
= Ka

cacid
cbase

[
1− dc/cacid
1 + dc/cbase

]
= Ka

cacid
cbase

[
1− dc

(
1

cacid
+

1

cbase

)]
P°i výpo£tu jsme pouºili vztah 1/(1 + x) = 1 − x + x2 · · · , roznásobili a zanedbali jsme
x2 proti x. Proto

d[H+]

dc
=

[H+](c+ dc)− [H+](c)

dc
= −Ka

cacid
cbase

(
1

cacid
+

1

cbase

)
= −cacid + cbase

cacidcbase
[H+]

a z de�nice pufra£ní kapacity
β = ln 10

cacidcbase
cacid + cbase

Je-li dáno celkové mnoºství látky A, c0 = cacid + cbase, je pufra£ní kapacita rovna β =
ln 10 cacid(c0−cacid). Hledáme maximum této funkce. Derivace dβ/dcacid = ln 10(cA,celkem−
2 cacid) je rovna nule pro cacid = c0/2, tj. cacid = cbase; snadno ov¥°íme, ºe se jedná o
maximum.Maximální pufra£ní kapacity je tedy dosaºeno pro ekvimolární sm¥s.
Z Hendersonovy�Hasselbalchovy rovnice pak vyplývá, ºe pH = pKa.

Na obr. 3.6 jsou jako p°íklad uvedeny výsledky výpo£t·6 pro octanový pufr (sm¥s
0.1mol dm−3 CH3COOH a 0.1mol dm−3 CH3COONa). K°ivka vpravo je p°evrácenou
hodnotou derivace k°ivky vlevo. Maximální pufra£ní kapacita tedy odpovídá nejmen²í
sm¥rnici k°ivky vlevo, coº nastane pro ∆cbase = 0, tj. cacid = cbase.

Pamatujte

Pro koncentraci [H+] v pufru platí Hendersonova�Hasselbalchova rovnice:

[H+] = Ka

cacid
cbase

nap°. cacid = [R-COOH], cbase = [R-COONa] nebo cacid = [RNH3Cl], cbase = [RNH2]. Pro
cacid = cbase platí pH = pKa a pufra£ní kapacita je maximální.

Vztahy platí, pokud jsou koncentrace °ádov¥ v¥t²í neº Ka a také Kw (a tedy [H+] a [OH−]
lze proti cbase a cacid zanedbat) a pokud jsou cbase a cacid alespo¬ °ádov¥ stejné. To je v b¥ºných
p°ípadech spln¥no.

6Bez Hendersonovy�Hasselbalchovy aproximace, av²ak stále s γ = 1
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Obrázek 3.6: Vlevo: pH octanového pufru (cacid = cbase = 0.1mol dm−3) v závislosti na
mnoºství p°idané báze ∆cbase. Vpravo: pufra£ní kapacita za stejných podmínek



Kapitola 4

Statistická termodynamika light

Odv¥tví, které se systematicky zabývá výpo£tem makroskopických vlastností ze znalosti
p·sobení (interakce) jednotlivých £ástic, je statistická termodynamika nebo statis-
tická fyzika. Budeme se zde zabývat pouze rovnováºnou statistickou termodynamikou,
tedy budeme p°edpokládat, ºe makroskopické vlastnosti systému se £asem nem¥ní.

4.1 Ideální plyn

V kurzu Fyzikální chemie 1 jste stavovou i kalorickou rovnici ideálního plynu p°ijali na
základ¥ experimentu:

pV = nRT stavová rovnice
U(V, T ) = U(T ) kalorická rovnice

V tomto oddíle ob¥ rovnice odvodíme ze zákon· mechaniky na základ¥ p°edstav tzv.
kinetické teorie plyn·. Ta byla formulována v moderní form¥ r. 1738 Danielem Bernoullim
a rozpracována v druhé polovin¥ 19. století Rudolfem Clausiem, Jamesem Clerkem Max-
wellem a Ludwigem Boltzmannem. Kinetická teorie plyn· vychází z p°edstavy atom· nebo
molekul, které se pohybují prostorem. Zde se budeme zabývat pouze ideálním plynem.
Jeho molekuly jsou tak malé, ºe se (tém¥°) nesráºejí (jsou to hmotné body) a nemají
vnit°ní stupn¥ volnosti. (Kinetická teorie plyn· se ov²em zabývá i sráºkami molekul a
umí z nich spo£ítat t°eba viskozitu nebo tepelnou vodivost plynu.) Pohyb molekul je
neuspo°ádaný (chaotický), a proto je moºné jej popisovat pouze statisticky.

4.1.1 Stavová rovnice ideálního plynu a interpretace teploty

Tlak plynu je zp·soben nárazy molekul plynu na st¥nu. P°i odvození vztahu pro výpo£et
tlaku budeme uvaºovat N molekul plynu o hmotnosti m uzav°ených v krychli o stran¥
L, kterou umístíme do po£átku sou°adnicového systému tak, aby její st¥ny byly kolmé
na sou°adnicové osy. Rychlost libovolné i-té molekuly je vektor v⃗i = (vi,x, vi,y, vi,z), její
hmotnost mi.

69
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Sledujme nyní molekulu i a její nárazy do st¥n krychle kolmých
k vektoru (1, 0, 0), viz obr. vpravo. K tomu nám sta£í x-ová sloºka
rychlosti. Molekula p°ekoná vzdálenost L mezi kolmými st¥nami
za £as L/vi,x. O sráºkách molekul se st¥nou p°edpokládáme, ºe
jsou dokonale pruºné, tedy ºe úhel dopadu se rovná úhlu odrazu
a m¥ní se pouze sm¥r rychlosti, nikoli její velikost. Po odrazu je
tedy vi,x stejn¥ veliké s opa£ným znaménkem. Sloºky vi,y a vi,z
se nem¥ní. Molekula podruhé do stejné st¥ny tedy narazí za £as
τ = 2L/vi,x.

-

6

i

��*

HHH
HHH

HHY

���*

x

y

L

Síla je rovna zm¥n¥ hybnosti za jednotku £asu. Hybnost molekuly i je P⃗ = mv⃗. Protoºe
se molekula odrazí opa£ným sm¥rem, je zm¥na hybnosti p°i nárazu ve sm¥ru osy x rovna
∆Px = 2mivi,x. Pr·m¥rná síla zp·sobená nárazy jedné molekuly je tedy

Fi,x =
∆Px
τ

=
2mivi,x
2L/vi,x

=
miv

2
i,x

L

Tlak je síla ode v²ech N molekul d¥lená plochou, tedy

p =

∑N
i=1 Fi
L2

=

∑N
i=1miv

2
i,x

L3

Kinetická energie jedné molekuly je

1

2
miv

2
i =

1

2
mi(v

2
i,x + v2i,y + v2i,z)

Protoºe p°edpokládáme, ºe se molekuly pohybují náhodn¥ ve v²ech sm¥rech, jsou p°í-
sp¥vky od v²ech t°í sou°adnic stejné. Kinetická energie plynu (v²ech N molekul) je tedy

Ekin =
1

2

N∑
i=1

miv
2
i =

3

2

N∑
i=1

miv
2
i,x

a tlak m·ºeme vyjád°it jako

p =

∑N
i=1miv

2
i,x

L3
=

2

3

Ekin

V

Jinak napsáno

pV =
2

3
E kin (4.1)

Ale kde je teplota? Jak tento vztah souvisí se stavovou rovnicí ideálního plynu, kterou
znáte ve tvaru pV = nRT? Potíº je v tom, ºe mechanika sama o sob¥ nezná pojem teploty.
Teplota je pojem termodynamiky. Srovnáním (4.1) s pV = nRT dostaneme tvrzení, ºe
teplota je mírou kinetické energie molekul. Vyrobíme-li teplom¥r z ideálního plynu,
umíme zm¥°it (v energetických jednotkách) teplotu jakéhokoliv systému.
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4.1.2 Ekviparti£ní princip

Rozeberme vztah (4.1) podrobn¥ji. Zave¤me nejprve pojem po£et mechanických
stup¬· volnosti f . To je po£et mechanických prom¥nných (sou°adnic), kterými je sou-
stava popsána. V na²em p°ípad¥ je f = 3N , protoºe kaºdá molekula je popsána trojroz-
m¥rným vektorem. Pak

pV = nRT =
N

NA
RT =

f

3
kBT =

2

3
Ekin

kde kB = R/NA = 1.38065×10−23 JK−1 je Boltzmannova konstanta. Výraz Ekin je sloºen
celkem z f £len· tvaru 1

2
miv

2
i,k, kde k je x, y nebo z. V pr·m¥ru tedy na kaºdý stupe¬

volnosti p°ipadá energie
Ekin

f
=

1

2
kBT (4.2)

To je speciální p°ípad tzv. ekviparti£ního principu. Výraz kBT se n¥kdy interpretuje
jako �tepelné kvantum� neboli mnoºství energie, které má atom (resp. stupe¬ volnosti)
snadno k dispozici za dané teploty.

Vrátíme-li se zp¥t k molárním jednotkám (f = 3NA), máme pro izochorickou molární
tepelnou kapacitu jednoatomového plynu

CVm =

(
∂Um

∂T

)
V

=

(
∂Ekin

∂T

)
V

=
3

2
R (4.3)

coº dob°e souhlasí s experimentem pro vzácné plyny.
Ideálního plyn (v chemii) se neskládá jen z bodových £ástic, ale uvaºují se i vnit°ní

stupn¥ volnosti � rotace, vibrace, p°íp. elektronové p°echody.
U lineárních molekul jako N2 máme rotaci, která je popsána dv¥ma stupni volnosti,

tedy CVm = 5
2
R. Ve skute£nosti jsou dva atomy N popsány celkem ²esti stupni volnosti,

kaºdý atom t°emi. Vzhledem k síle vazby lze v²ak ukázat, ºe stupe¬ volnosti odpovída-
jící vibracím nejen ºe nelze popisovat klasickou mechanikou, ale za b¥ºných teplot budou
prakticky v²echny molekuly v základním stavu. Proto ho neuvaºujeme. Práv¥ vzhledem
k významnosti kvantových efekt· je pouºitelnost ekviparti£ního teorému omezena na nej-
jednodu²²í molekuly (a omezený obor teplot).

Poznámka. Kdybychom vibra£ní stupn¥ volnosti (nap°. pro t¥º²í atomy a vy²²í teploty)
mohli popisovat klasicky a kdyby tyto stupn¥ volnosti byly popsány dostate£n¥ p°esn¥ kvad-
ratickou funkcí (harmonickým potenciálem), dostali bychom kBT na kaºdý vibra£ní stupe¬
volnosti. To je proto, ºe £len 1

2kBT se po£ítá za kaºdý kvadratický £len v energii. V p°ipad¥
translací a rotací máme jeden kvadratický £len, nap°. 1

2mv
2
x, na stupe¬ volnosti v kinetické

energii, v p°ípad¥ harmonických vibrací máme dva, jeden pro kinetickou a jeden pro poten-
ciální energii.

4.1.3 Kalorická rovnice

Pro úplný termodynamický popis látky nám stavová rovnice nesta£í. Jednotlivé molekuly
ideálního plynu navzájem neinteragují, a proto je jedno, jak jsou daleko od sebe; vnit°ní
energie ideálního plynu proto nezávisí na objemu (ani tlaku). Závisí v²ak na teplot¥,
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Obrázek 4.1: Mikrostav, makrostav a soubor

Uid. plyn = U(T ); pro jednoatomové molekuly bez vnit°ních stup¬· volnosti dokonce víme,
jak, protoºe z (4.1) dostaneme

U = Ekin =
3

2
pV =

3

2
nRT

Jak si jist¥ pamatujete z p°edná²ek fyzikální chemie, z obou rovnic (stavové a kalo-
rické) za pouºití druhého termodynamického zákona (p°es Carnot·v cyklus) dostaneme,
ºe kinetická teplota T zavedená vý²e je tzv. absolutní termodynamická teplota. To zna-
mená, ºe po d¥lení elementárního vym¥n¥ného tepla d̄Q touto teplotou dostaneme úplný
diferenciál stavové funkce (totiº entropie): dS = d̄Q/T .

4.2 Pravd¥podobnost

4.2.1 Mikrostav, makrostav, soubor

Kaºdý v¥dní obor si zavádí vlastní terminologii. Nejinak je tomu ve statistické termody-
namice.

Termínem mikrostav (téº jen stav nebo kon�gurace) ozna£ujeme úplný okamºitý
stav (popis) systému. P°i kvantovém popisu reality to m·ºe být vlnová funkce, ψ. V p°í-
pad¥ pouºití klasické mechaniky si p°edstavte polohy a rychlosti1 v²ech £ástic v daném
okamºiku, pro N bodových £ástic tedy ψ = (r⃗1, . . . , r⃗N , v⃗1 . . . , v⃗N). Mikrostav je statický
pojem, v £ase se systém vyvíjí; tomuto £asovému vývoji °íkáme trajektorie.

Makrostav je to, co pozorujeme (nap°. tekutou vodu o ur£ité hustot¥ a vnit°ní ener-
gii). Základní my²lenkou statistické termodynamiky je, ºe makrostav vzniká jako pr·m¥r
obrovského mnoºství mikrostav·. Nap°. o tlaku plynu lze hovo°it pouze tehdy, jestliºe
náraz· molekul na st¥nu nasbíráme dostate£né mnoºství, tj. m¥°íme dost dlouho. Jinými
slovy, tlak je £asovou st°ední hodnotou okamºitého tlaku.

Jestliºe známe pro kaºdý mikrostav jeho pravd¥podobnost, mluvíme o statistickém
souboru. M·ºeme si ho p°edstavit jako nesmírn¥ velikou hromadu mikrostav· takovou,
ºe pravd¥podobnost, se kterou z této hromady vybereme mikrostav, je stejná jako prav-
d¥podobnost, ze které v náhodném £ase vybereme mikrostav z trajektorie.

Úkolem statistické termodynamiky je cesta od souboru k makrostavu, tedy popsat
vlastnosti statistického souboru a vypo£ítat z n¥j makroskopické m¥°itelné veli£iny,

1z teoretických d·vod· je²t¥ lépe hybnosti
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4.2.2 Mikrokanonický soubor

Z p°edná²ek o kvantové teorii víte, ºe systému v pevném objemu V lze p°i°adit vlastní
kvantové stavy ψ tak, ºe kaºdému stavu (tedy mikrostavu) odpovídá hodnota vlastní
energie E(ψ). Je-li v systému mnoho £ástic, je po£et t¥chto stav· t¥ºko p°edstavitelné
obrovské £íslo, kterého se v²ak ºádný správný teoretik nezalekne. Krom¥ toho jsou stavy
zpravidla degenerované, tedy jedné hodnot¥ energie vyhovuje mnoho stav· ψ.

Uvaºujme nyní izolovaný systém. Krom¥ toho, ºe po£et £ástic se nem¥ní, nedochází
ani k vým¥n¥ energie v ºádné form¥ (teplo, práce). Energie systému E je tedy konstantou
a je rovna (aº na p°ípadnou aditivní konstantu) vnit°ní energii systému. Stále v²ak m·ºe
existovat mnoho zp·sob· (stav·), jak tuto energii dosáhnout. Základním p°edpokladem
statistické termodynamiky je demokracie: jestliºe nemáme ºádný d·vod, pro£ n¥jaký stav
preferovat, jsou v²echny stavy stejn¥ pravd¥podobné, coº zapí²eme takto

π(ψ) =
1

W
pro v²echny stavy ψ takové, ºe E(ψ) = E

kde π(ψ) ozna£uje pravd¥podobnost stavu ψ, E(ψ) je energie stavu a W je po£et stav·.
Tento p°edpoklad se nazývá ergodická hypotéza. Neplatí pro n¥které jednoduché sys-
témy, av²ak pro dostate£n¥ sloºité systémy, které se vyvíjejí chaoticky, vyhovuje dob°e.

Makrostav (to, co pozorujeme v p°írod¥) si m·ºeme p°edstavit tak, ºe tyto mikrostavy
rychle p°echázejí jeden na druhý. Pozorujeme-li systém dost dlouho, zjistíme, ºe pravd¥-
podobnost výskytu v²ech stav· je stejná.

Z kvantové teorie víte, co je to hodnota pozorovatelné (veli£iny) X ve stavu ψ, X(ψ);
nejjednodu²²ím p°íkladem je energie E , jiným t°eba vý²ka molekuly nad hladinou mo°e.
Makroskopická hodnota libovolné veli£inyX (tedy to, co nakonec m¥°íme v laborato°i jako
výsledek sloºený ze v²ech moºných stav·) je dána aritmetickým pr·m¥rem p°es v²echny
moºné stavy, tedy

⟨X⟩ =
∑

ψX(ψ)

W
(4.4)

kde symbolem ⟨X⟩ je ozna£ena st°ední hodnota aX(ψ) je hodnota veli£inyX v kvantovém
stavu ψ; W =

∑
ψ 1 je po£et stav·.

P°íklad. �Kvantový� systém hrací kostka se po hodu vyskytuje v jednom z W = 6 stav·, které
m·ºeme symbolicky zapsat jako {1, 2, 3, 4, 5, 6}. P°edpokládejme, ºe hrajeme velmi primitivní
hru: hrá£ vsadí (dá banké°i) 1 korunu a hodí; padne-li 6, bere 5 K£, jinak nic. Kolik hrá£ v pr·m¥ru
vyhraje nebo prohraje v jednom kole?

�e²ení. Pozorovatelnou veli£inu �výhra� ozna£me symbolem X. Hodnoty této veli£iny v jed-
notlivých stavech jsou X(1) = X(2) = X(3) = X(4) = X(5) = −1 (nic nevyhraje, odevzdal ale
1 K£) a X(6) = 4 (vyhraje 5, ale 1 vsadil). Pr·m¥rná výhra je

⟨X⟩ =
∑

ψX(ψ)

W
=
−1− 1− 1− 1− 1 + 4

6
= −1

6

Hrá£ tedy v pr·m¥ru prohraje 1/6 K£ v jednom kole. Samoz°ejm¥ m·ºe náhodou vyhrát. Ale sedí-
-li u hracího stolu celý ve£er a sehraje celkem 1200 her, bude se jeho pr·m¥rná výhra pohybovat
kolem 1200× ⟨X⟩ = −200 K£.
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Poznámka. Kvantová mechanika jiº obsahuje pojem pravd¥podobnosti, takºe formulace
ergodické hypotézy jako �pravd¥podobnosti stav· jsou stejné� je p°irozená. Pokud v²ak po-
uºíváme klasickou mechaniku, pak místo vlastní funkce ψ máme polohy a hybnosti v²ech
molekul, které tvo°í tzv. fázový prostor. P°ímým d·sledkem pohybových rovnic klasické
mechaniky (ve form¥ tzv. Hamiltonových rovnic) je, ºe se p°i £asovém vývoji zachovává ob-
jem (elementu) fázového prostoru (Liouville·v teorém). To si lze p°edstavit tak, ºe budeme
uvaºovat mrak blízkých bod· ve fázovém prostoru, tedy n¥kolik systém· s velmi podobnými
po£áte£ními polohami a hybnostmi. Systémy necháme vyvíjet v £ase. Toto je mechanická
verze vý²e uvedeného tvrzení �mikrostavy rychle p°echázejí jeden na druhý� . Liouville·v
teorém °íká, ºe mrak bod· bude m¥nit tvar, ale hustota bod· z·stane stejná. Je-li sys-
tém dostate£n¥ chaotický, nav²tíví v²echny body nadplochy fázového prostoru odpovídající
stejné energii stejn¥ £asto.

V systému s nulovou potenciální energií to znamená, ºe trajektorie
£ástic vyplní prostor stejn¥ hust¥ (na obr. jsou trajektorie p¥ti £ástic
v boxu s odpudivými st¥nami). Statistická termodynamika vzniklá v 19.
století pouºívala jazyk klasické mechaniky, místo pravd¥podobnosti se
pouºívala hustota pravd¥podobnosti a místo rov. (4.4) byl jistý integrál.
Jazyk kvantové teorie se sumami je pro studenty jednodu²²í.

4.2.3 Kanonický soubor

P°edpokládejme nyní, ºe dovolíme systému vym¥¬ovat teplo
s okolím, tedy pono°íme ho do termostatu (který si m·ºeme
p°edstavit jako jiný mnohem v¥t²í systém). Energie systému
jiº nebude p°esn¥ konstantní, ale bude �uktuovat okolo jisté
st°ední hodnoty. (Pokud je vám tato p°edstava cizí, p°edstavte
si, ºe ná² systém je tvo°en jen jednou molekulou. Ta bude ob-
£as naráºet do molekul termostatu a jednou bude mít energii
vy²²í, jednou niº²í.) Poznamenejme je²t¥, ºe p°í£ina �uktuace energie na²eho systému je
v tom, ºe systém p°echází z jedné energetické hladiny na jinou, protoºe za konstantního
objemu jsou vlastní funkce ψ i energetické hladiny nem¥nné. Nem·ºeme v²ak jiº p°edpo-
kládat, ºe v²echny stavy (s r·znou energií) jsou stejn¥ pravd¥podobné, ale naopak jejich
zastoupení je dáno jistou funkcí π(E), která je v²ak jiº jen funkcí energie, nebo´ stavy se
stejnou energií mají stejnou pravd¥podobnost.

Pokusme se nyní odvodit tvar funkce π(E). K tomu p°edpokládejme, ºe ve styku s ter-
mostatem máme dva (nikoliv nutn¥ stejné) systémy, 1 a 2. Pravd¥podobnost, ºe systém
1 má energii E1, je π(E1), pravd¥podobnost, ºe systém 2 má energii E2, je π(E2). Nyní
systémy spojíme do jednoho, ale tak, aby se minimáln¥ ovliv¬ovaly. Energie spojeného
systému bude sou£tem energií obou subsystém·, E1+2 = E1 + E2. Pravd¥podobnost, ºe
systém 1 nalezneme ve stavu s energií E1 a zárove¬ systém 2 nalezneme ve stavu s energií
E2, je dána sou£inem obou pravd¥podobností,

π(E1+2) = π(E1 + E2) = π(E1)π(E2)

Je to podobné, jako kdyº pravd¥podobnost padnutí ²estky p°i hodu jednou kostkou je 1/6
a padnutí dvou ²estek p°i hody dv¥ma kostkami je 1/36. Po zlogaritmování máme

lnπ(E1 + E2) = lnπ(E1) + lnπ(E2) (4.5)
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Pokud má tato rovnice platit pro jakékoliv hodnoty E1 a E2, musí být lnπ(E) lineární
funkcí E, tedy

lnπ(Ei) = αi − βEi ⇒ π(Ei) = eαi−βEi (4.6)

kde αi a β jsou konstanty. Konstanta αi je p°itom aditivní, tedy α1+2 = α1+α2, a závisí jak
na systému tak na (zatím neznámé) teplot¥. Je dána normalizací, sou£et pravd¥podobností
se totiº musí rovnat jedni£ce,

1 =
∑
ψ

π(ψ) =
∑
ψ

eα−βE(ψ) = eα
∑
ψ

e−βE(ψ) ⇒ e−α =
∑
ψ

e−βE(ψ)

Její fyzikální význam odvodíme aº v odd. 4.3.
Konstanta β je daná vlastnostmi termostatu. Veli£ina, která je stejná v termostatu

i v systému (jsou v rovnováze), je podle 0. v¥ty empirická teplota, tedy β bude souviset
s teplotu. �íslo eα−βE(ψ) se nazývá Boltzmannova pravd¥podobnost. Bez normalizace,
tj. pouze

π(ψ) ∝ e−βE(ψ)

se nazývá Boltzmannova váha £i faktor.
Stav· se stejnou hodnotou energie m·ºe být (a obvykle je) mnoho. Kaºdý z nich

má danou Boltzmannovu pravd¥podobnost. Pravd¥podobnost toho, ºe systém má danou
energii, je daná sou£inem Boltzmannovy pravd¥podobnosti a po£tu takových stav·; po-
£et kvantových stav· se stejnou energií se nazývá (stupe¬) degenerace dané energetické
hladiny, p°íp. statistická váha.

Vztah (4.4) pro st°ední hodnotu musíme zobecnit. V (4.4) byla pravd¥podobnost stavu
π(ψ) = 1/W , nyní je dána funkcí energie (4.6), π(ψ) = π(E(ψ)). Kaºdý stav zapo£teme
s pravd¥podobností, se kterou se vyskytuje,

⟨X⟩ =
∑
ψ

X(ψ)π(E(ψ)) =
∑
ψ

X(ψ)eα−βE(ψ) =

∑
ψX(ψ)e−βE(ψ)∑

ψ e
−βE(ψ) (4.7)

Nap°. vnit°ní energie je nyní dána st°ední hodnotou

U = ⟨E⟩ (4.8)

Poznámka. Moºná je na míst¥ pon¥kud ukecaná vsuvka ilustrující princip st°ední hodnoty.
�ekn¥me, ºe studujeme vliv nadmo°ské vý²ky na obsah hemoglobinu v krvi. Zajistíme si
vzorek obyvatel, kte°í ºijí ve vý²ce h = 0m nad mo°em (dejme tomu p°esn¥ji v rozsahu
vý²ek 0 aº 1m) a zjistíme, ºe mají v krvi ur£ité mnoºství hemoglobinu, které ozna£íme X(0).
Známe tedy funkci X(h), která udává pr·m¥rné mnoºství hemoglobinu v krvi (tato funkce
s vý²kou roste). Jaké je ale pr·m¥rné mnoºství hemoglobinu v krvi náhodn¥ vybraného
£lov¥ka? Jist¥ nem·ºeme pr·m¥rovat jen funkci X(h), protoºe na pob°eºí ºije víc lidí neº
ve velehorách. Ozna£me po£et lidí ºijící ve vý²ce h symbolem N(h). Tímto £íslem budeme
váºit zji²t¥né mnoºství hemoglobinu. St°ední obsah hemoglobinu v krvi je

⟨X⟩ =
∑
hX(h)N(h)∑

hN(h)

Toto je analogií pravé strany rov. (4.7). V²imn¥te si také, ºe
∑
hN(h) je celkový po£et lidí.

Ve spojitém p°ípad¥ (vý²ky ned¥líme po metru) p°ejdou sumy na integrály:

⟨X⟩ =
∫
X(h)N(h)dh∫
N(h)dh
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Dále si m·ºeme de�novat pravd¥podobnost, ºe £lov¥k ºije ve vý²ce h, vztahem π(h) =
N(h)/

∑
hN(h). Pak

⟨X⟩ =
∑
h

X(h)π(h) p°ípadn¥ ⟨X⟩ =
∫
X(h)π(h)dh

coº ov²em není nic jiného neº rov.(4.7).

Zbývá ur£it konstantu β. Protoºe vztahy platí pro libovolné systémy, zvolíme si ta-
kový, který umíme spo£ítat. Nejjednodu²²ím systémem je asi jednoatomový ideální plyn
(sloºený z hmotných bod·, viz odd. 4.1). Vypo£t¥me st°ední hodnotu energie jedné jeho
molekuly. Je-li v⃗ = (vx, vy, vz) rychlost molekuly (vektor) a m její hmotnost, je její energie
E = 1

2
mv⃗2 = 1

2
m(v2x + v2y + v2z). Podle (4.7) máme (pro spojité hodnoty v⃗ p°ejde sou£et

na integrál)

⟨E⟩ =
∑

ψ E(ψ)π(E(ψ))∑
ψ π(E(ψ))

=

∫
1
2
mv⃗2π(1

2
mv⃗2) dv⃗∫

π(1
2
mv⃗2) dv⃗

(4.9)

kde
∫
dv⃗ =

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dvxdvydvz (integruje se p°es v²echny moºné hodnoty rychlosti).

Po pon¥kud nep°íjemném výpo£tu dostaneme

⟨E⟩ = 3

2

1

β
(4.10)

Poznámka. Tento výpo£et bohuºel vyºaduje trochu matematiky. Snad si je²t¥ vzpomenete
na vzorec (Gauss·v integrál) ∫ ∞

−∞
exp(−Ax2)dx =

√
π

A
(4.11)

Uºite£ným trikem nejen ve statistické termodynamice je derivace podle parametru. Vztah
(4.11) zderivujeme podle parametru A,

∂

∂A

∫ ∞

−∞
exp(−Ax2)dx =

∂

∂A

√
π

A∫ ∞

−∞
(−x2) exp(−Ax2)dx = −1

2

√
π

A3

Tento vztah spolu s (4.11) pouºijeme v (4.9) a dostaneme výsledek (4.10).

Energie jednoho molu je NA krát v¥t²í neº energie jedné molekuly, U = NA
3
2
1
β
, coº se

má rovnat U = 3
2
RT podle rovnice (4.3). Z toho dostaneme hledaný vztah pro β

β =
1

kBT

kde
kB = R/NA = 1.38065×10−23 JK−1

je tzv. Boltzmannova konstanta. Boltzmann·v faktor je tedy

e−E(ψ)/kBT (4.12)
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Ale to uº jsme n¥kde vid¥li!

Ve vý²e uvedených vztazích je E(ψ) resp. E skute£ná energie daného systému molekul
(vyjád°ená v J); je-li systém jedna molekula, pak je to její energie. Budeme-li, jak je
v chemii zvykem, vyjad°ovat energii na jeden mol, tedy v Jmol−1, bude β = 1/RT a
p°íslu²né výrazy budou mít tvar

e−energie/RT

Ale to uº jste p°i studiu fyzikální chemie vid¥li!

� Aby mohla prob¥hnout chemická reakce, musí reagující látky mít ur£itou minimální
energii, tzv. aktiva£ní energii E∗. Podíl molekul, které získají tuto energii a zreagují
za jednotku £asu, je úm¥rný Boltzmannovu faktoru exp(−E∗/RT ). Pro rychlostní
konstantu pak dostaneme Arrheni·v vztah k = A exp(−E∗/RT ), kde A je konstanta
(ve skute£nosti na teplot¥ slab¥ závisí, viz odd. 1.4.2). Vidíme, ºe je-li aktiva£ní
energie srovnatelná s �tepelným kvantem� kBT , m·ºe reakce snadno prob¥hnout,
naopak je-li aktiva£ní energie mnohokrát v¥t²í neº kBT , bude hodnota exponenciály
extrémn¥ malá a rychlost reakce zanedbatelná.

� Energie pot°ebná k p°enesení molekuly (v �chemických� jednotkách jednoho molu)
z kapaliny do páry je ∆výpHm, pravd¥podobnost nalezení molekuly v pá°e je pak
úm¥rná exp(−∆výpHm/RT ). Pravd¥podobnost nalezení molekuly je úm¥rná hustot¥
a ta je v ideálním plynu úm¥rná tlaku. Výsledek souhlasí s integrovaným tvarem
Clausiovy�Clapeyronovy rovnice

p = p0 exp

[
−∆výpHm

R

(
1

T
− 1

T0

)]
= const · exp

(
−∆výpHm

RT

)
který jste odvodili ve Fyzikální chemii I za p°edpokladu, ºe ∆výpHm nezávisí na
teplot¥.

A je²t¥ jednou jinak: barometrická rovnice

P°íklad. Vypo£t¥te tlak vzduchu ve vý²ce h = 8850m za teploty 0 ◦C, je-li na hladin¥ mo°e
normální tlak. P°edpokládejte, ºe zemská atmosféra je v rovnováze, tedy zanedbejte vítr, vliv
slune£ního zá°ení atd.

�e²ení. Energie molekuly o rychlosti v je dána vztahem

E = mgh+
1

2
mv⃗2

kde g je tíhové zrychlení. Druhý £len je (v pr·m¥ru) pro v²echny molekuly stejný, protoºe teplota
v rovnováze je nezávislá na vý²ce, a nemusíme jej proto uvaºovat (tj. £leny jej obsahující se
vykrátí). Hustota (po£et molekul v objemu) je úm¥rná pravd¥podobnosti π(E) = exp(−βmgh).
Tlak je úm¥rný pro ideální plyn hustot¥, tedy této pravd¥podobnosti, a hledaná závislost tlaku
na vý²ce (tzv. barometrická rovnice) je

p = pst exp(−βmgh) = pst exp

(
−mgh
kBT

)
= pst exp

(
−Mgh

RT

)
(4.13)
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Dosadíme st°ední molární hmotnost vzduchu M = 29 gmol−1 a máme

p = 101.325 kPa exp
(
−29×10−3 kgmol−1 · 9.81ms−2 · 8850m

8.314 JK−1mol−1 · 273K

)
= 33.4 kPa

(Jednotky v argumentu exponenciály se pokrátily, protoºe J = kgm2 s−2.)

Barometrickou rovnici m·ºeme také získat ze stavové rovnice ideálního plynu a pod-
mínky, ºe tlak v ur£ité vý²ce je dán tíhou ve²kerého vzduchu nad danýmmístem. Uvaºujme
pokles tlaku dp = p(h + dh) − p(h) p°i zm¥n¥ vý²ky o dh. Hydrostatický tlak sloupce
vzduchu o vý²ce dh je −dh gϱ (tlak s vý²kou klesá, proto záporné znaménko). Hustota je
podle stavové rovnice ideálního plynu rovna ϱ =Mp/(RT ), a proto

dp = −dh gϱ = −dhgMp

RT

po separaci prom¥nných a integraci s podmínkou p(0) = pst∫ p

pst

dp

p
= −

∫ h

0

dh
gM

RT

dostaneme op¥t barometrickou rovnici (4.13).
Nad vzorcem je uºite£né se zamyslet. Nech´ je molekula v ur£ité vý²ce. Pod vlivem

náraz· ostatních molekul a tíhové síly se m·ºe pohybovat nahoru i dol·; pravd¥podobnost,
ºe se bude pohybovat nahoru, je vºdy men²í, neº ºe se bude pohybovat dol·. Máme-li
molekulu u hladiny mo°e, dol· jiº ov²em utéci nem·ºe. Po dosazení h = 80 m snadno
zjistíme, ºe ve vý²ce 80 m je pravd¥podobost výskytu molekuly o 1 % men²í neº u hladiny
(tedy je 0.99), stejn¥ tak ve vý²ce 160 m je pravd¥podobost výskytu molekuly o 1 %
men²í neº ve vý²ce 80 m, celkem tedy 0.992 hodnoty u hladiny, protoºe na kaºdém míst¥
se m·ºe nezávisle �rozhodnout� , zda poputuje nahoru £i dol·, p°i£emº preference sm¥ru
dol· je v kaºdém míst¥ stejná. Jinými slovy, pravd¥podobost výskytu molekuly ve vý²ce
160 m je sou£inem pravd¥podobností, ºe popoleze dvakrát o 80 m, zatímco její energie
je dvojnásobná.

P°edstavme si nyní, ºe máme molekuly dv¥; jsou ob¥ v ideálním plynu, takºe se neo-
vliv¬ují. Pravd¥podobnost, ºe nalezneme ob¥ dv¥ ve vý²ce 80 m, je rovna druhé mocnin¥
pravd¥podobnosti, ºe tam nalezneme jednu, totiº 0.992 násobku pravd¥podobnosti mo-
lekul u hladiny mo°e. Faktor 0.992 je stejný jako pro jednu molekulu u hladiny mo°e a
druhou ve vý²ce 160 m � protoºe v obou p°ípadech má spojený systém obou molekul
stejnou energii, a pravd¥podobnost závisí jen na energii.

4.3 Termodynamika

Vztahy p°edchozího oddílu nám umoº¬ují pracovat s pravd¥podobnostmi stav· a po£ítat
st°ední hodnoty veli£in, které lze vyjád°it jako funkce kon�gurace. Takovými funkcemi jsou
nap°íklad tlak a energie (a tedy i entalpie). Neumoº¬ují v²ak spo£ítat entropii a odvozené
veli£iny (Helmholtzova a Gibbsova energie2, které tvo°í jádro chemické termodynamiky.

2V chemii se (nep°esn¥) pouºívá termín �volná energie� pro Gibbsovu nebo Helmholtzovu energii
(podle podmínek). Fe fyzice znamená termín �volná energie� pouze Helmholtzovu energii; Gibbsova
energie je �volná entalpie�
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Abychom odvodili korespondenci s termodynamikou, napi²me vnit°ní energii, která je
st°ední hodnotou energie

U =
∑
ψ

π(ψ)E(ψ)

Malá zm¥na této veli£iny je

dU =
∑
ψ

π(ψ) · dE(ψ) +
∑
ψ

dπ(ψ) · E(ψ) (4.14)

�len dE(ψ) znamená, ºe se zm¥nila energetická hladina (energie stavu ψ), £len dπ(ψ)
znamená, ºe se zm¥nila pravd¥podobnost výskytu stavu ψ. Z termodynamiky víme, ºe se
tato zm¥na má rovnat

dU = −p dV + TdS (4.15)

Rovnají se oba vztahy?
První £len v (4.14) odpovídá vlivu zm¥ny energetických hladin E(ψ). Aby se tyto

hladiny zm¥nily, musíme zm¥nit vn¥j²í podmínky, nap°íklad objem. P°edstavme si proto,
ºe máme ve válci s pístem systém ve stavu ψ a tento píst posuneme o malé dx. Tím se
zm¥ní vlastní funkce ψ a následn¥ se energie zm¥ní o dE(ψ). Tato zm¥na energie se rovná
mechanické práci, tedy aº na znaménko sou£inu síly F a dráhy dx, tedy dE(ψ) = −Fdx =
−F/A · d(Ax) = −p(ψ) dV , je to tedy práce objemová (A je plocha pístu). Veli£ina p(ψ)
je tlak daného stavu, skute£ný tlak dostaneme jako st°ední hodnotu (váºený pr·m¥r) p°es
v²echny stavy, tedy p =

∑
ψ π(ψ)p(ψ). První £len v (4.14) je tedy objemová práce −p dV .

Druhý £len v (4.14) naopak zahrnuje vliv zm¥ny pravd¥podobnostního rozd¥lení π(ψ)
za konstantního objemu (a tedy nem¥nných stav· ψ i hladin energie E(ψ)). Bude tedy
odpovídat vým¥n¥ tepla; nap°. p°i dodání tepla vzroste zastoupení stav· s vy²²í energií na
úkor stav· s energií niº²í. Tento £len by tedy m¥l odpovídat £lenu TdS ve vztahu (4.15).
Abychom hledanou korespondenci dostali, vyjád°eme nejprve E(ψ) pomocí pravd¥podob-
nosti z (4.6),

E(ψ) = 1

β
[α− lnπ(ψ)]

a dosa¤me do druhého £lenu v (4.14),∑
ψ

dπ(ψ)E(ψ) =
∑
ψ

dπ(ψ)
1

β
[α− lnπ(ψ)] = − 1

β

∑
ψ

dπ(ψ) · lnπ(ψ)

P°i úprav¥ jsme pouºili vztah ∑
ψ

dπ(ψ) = 0 (4.16)

který snadno odvodíme diferencováním normovací podmínky
∑

ψ π(ψ) = 1 (vyjád°eno
slovy, abyste se nebáli derivací: kdyº π(ψ) vzroste, dπ(ψ) je kladné, kdyº π(ψ) klesne,
je dπ(ψ) záporné; protoºe sou£et je jedna, musejí n¥které dπ(ψ) vzr·st a jiné klesnout).
Rovnici (4.16) pouºijeme nyní je²t¥ jednou, abychom ukázali, ºe∑

ψ

dπ(ψ) · lnπ(ψ) = d
∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ)
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Druhý s£ítanec v (4.14) je tedy

∑
ψ

dπ(ψ) · E(ψ) = −kBT d

[∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ)

]

Porovnáním s TdS dostaneme entropii3 jako funkci pravd¥podobnosti stav·,

S = −kB
∑
ψ

π(ψ) lnπ(ψ) (4.17)

Vrátíme-li se zpátky k izolovanému systému, je π(ψ) = 1/W pro E = E(ψ) a π(ψ) = 0
pro E ̸= E(ψ) a máme

S = kB lnW (4.18)

kdeW je po£et stav·. Toto je slavná Boltzmannova rovnice pro entropii. Entropie je
tedy tím v¥t²í, £ím více zp·soby lze daný stav realizovat, p°i£emº závislost je logaritmická.
To souvisí s aditivitou entropie: Uvaºujeme-li op¥t spojené systémy 1+2, platí W1+2 =
W1W2, a proto S1+2 = S1 + S2.

Poznámka. Zbývá ur£it fyzikální význam parametru α. Z (4.17) po dosazení za lnπ z (4.6)
dostaneme

S = −kB
∑
ψ

π(ψ)[α− βE(ψ)] = −kBα+
U

T
(4.19)

a tedy

α =
U − TS
kBT

=
F

kBT

kde F je vám dob°e známá Helmholtzova energie. Z toho zárove¬ plyne d·leºitý vztah

F = −kBT ln

∑
ψ

e−βE(ψ)

 (4.20)

kde suma v hranatých závorkách je stejná jako ve jmenovateli (4.7), nazývá se kanonická
parti£ní funkce nebo statistická suma a obvykle se zna£í Q nebo Z. Její význam je
podobný po£tu v²ech kon�gurací W v mikrokanonickém souboru s tím, ºe jednotlivé mi-
krostavy zde zapo£ítáváme s váhou úm¥rnou Boltzmannovu faktoru. Mikrostavy s malou
energií4 mají vy²²í zastoupení, mikrostavy s vysokou energií vzhledem k kBT jsou málo
populované (jsou ²patn¥ dostupné). Parti£ní funkci m·ºeme tedy interpretovat jako �po£et
dostupných mikrostav·� .
Z (4.20) lze alespo¬ v principu spo£ítat libovolnou termodynamickou veli£inu (je to opako-
vání Fyzikální chemie pro bakalá°e)

p = −
(
∂F

∂V

)
T

, S = −
(
∂F

∂T

)
V

U = F + TS, H = U + pV, G = F + pV

Výpo£ty parti£ní funkce jsou jádrem statistické termodynamiky. V tomto kurzu se v²ak jimi
jiº zabývat nebudeme.

3P°esn¥ji: aº na aditivní konstantu, kterou poloºíme rovnu nule nap°. z toho d·vodu, aby byla entropie
aditivní

4Zpravidla de�nujeme E(ψ) = 0 pro základní stav (s nejniº²í energií)
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4.4 Je²t¥ n¥co o entropii

4.4.1 Ideální roztok

S ideálním roztokem jste se setkali v kurzu Fyzikální chemie 1.
Je to taková sm¥s, kde molekula nepozná, zda je obklopena kama-
rády stejného £i jiného druhu, v obou p°ípadech má stejnou energii i
�volnost pohybu� (entropii). Dostate£n¥ °ídká sm¥s ideálních plyn· je
ideální, protoºe kaºdá molekula je obklopena stejným vakuem. V ideál-
ním sm¥sném krystalu je energie v²ech kon�gurací stejná, pro energie
soused· platí E11 = E12 = E22.

S mícháním je v²ak spojena sm¥²ovací entropie. Pokusme se ji spo£ítat z Boltzmannovy
rovnice pro sm¥sný krystal. Pouºijeme vzorec pro mikrokanonický soubor, protoºe podle
p°edpokladu se mícháním energie nem¥ní.

Smícháme N1 molekul látky 1 a N2 molekul látky 2. Po£et moºností, jak molekuly po
m°íºce rozmístit, je dán kombina£ním £íslem

W =

(
N

N1

)
=

N !

N1!N2!

Pro úpravy výraz· pouºijeme tzv. Stirling·v vzorec, lnN ! ≈ N lnN − N , viz Dodatek
A.12:

lnW = N lnN −N −N1 lnN1 +N1 −N2 lnN2 +N2

= (N1 +N2) lnN − (N1 +N2)−N1 lnN1 +N1 −N2 lnN2 +N2

a po reorganizaci £len·

S = kB lnW ≈ −kB
(
N1 ln

N1

N
+N2 ln

N2

N

)
nebo chcete-li pro jeden mol (x1 = N1/N)

Sm = −R (x1 lnx1 + x2 lnx2)

coº jste odvodili ve Fyzikální chemii 1 pro sm¥s ideálních plyn·. V²imn¥te si podobnosti
s rov. (4.17).

4.4.2 Reziduální entropie krystal·

Ve Fyzikální chemii 1 jste se dov¥d¥li, jak vypo£ítat entropii t°eba vodní páry z termoche-
mických dat integrací tepelné kapacity,

∫
dT Cp/T , od absolutní nuly s p°i£tením ∆H/T

za kaºdý fázový p°echod. To byl stav v¥d¥ní v 19. století. Ale ve t°icátých letech 20.
století umoºnila nová kvantová teorie nakrmit Boltzmannovu rovnici pro entropii údaji
odvozenými ze spektroskopických dat a kvantových výpo£t·.

Problém byl v tom, ºe ob¥ hodnoty nesouhlasily.
Nesoulad vy°e²il nositel Nobelovy ceny Linus Pauling. V²iml si, ºe krystal ledu za nu-

lové teploty není jedna p°esn¥ ur£ená kon�gurace, ale obsahuje chaotické pozice proton·
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Obrázek 4.2: Reziduální entropie.Vlevo: krystal hexagonálního ledu za nulové teploty obsahuje
chaotické uspo°ádání proton·, jeho entropie tedy není nulová. Vpravo: v krystalu CO má kaºdá
molekula náhodnou orientaci a tedy entropii kB ln 2

mezi atomy kyslíku, viz obr. 4.2. Po výpo£tu entropie odpovídající této neuspo°ádanosti
(reziduální neboli kon�gura£ní entropie) jiº ob¥ hodnoty souhlasily. Proto také t°etí zá-
kon termodynamiky vyºaduje, aby základní stav za nulové teploty byl jen jeden (ideální
krystal).

Jednodu²²ím p°íkladem reziduální entropie je krystal oxidu uhelnatého. Tato molekula
má malý dipólový moment a za dostate£n¥ nízké teploty v krystalu nerotuje. V krystalu
tak �zamrzne� chaos. Kaºdá molekula má dv¥ moºnosti orientace, které jsou (tém¥°)
stejn¥ pravd¥podobné. Reziduální entropie na jednu molekulu je tedy kB ln 2, molární
reziduální entropie je Sm = NAkB ln 2 = R ln 2. Podobn¥ se chová oxid dusný NNO
(lineární molekula).

Poznámka. Výpo£et reziduální entropie ledu je sloºit¥j²í. V krystalu ledu je kaºdá mole-
kula vázaná £ty°mi vodíkovými vazbami k sousedním molekulám. Na kaºdé spojnici soused-
ních kyslík· je tedy jeden vodík; k jednomu z t¥chto kyslík· je vázán kovaletn¥, k druhému
vodíkovou vazbou. Molekula ledu v m°íºce m·ºe nabývat 6 =

(
4
2

)
orientací. Pokud by ale

byly v²echny molekuly oto£eny náhodn¥, v mnoha p°ípadech by se mezi sousedními kys-
líky setkaly bu¤ dva vodíky nebo dva elektronové páry a nedo²lo by k vytvo°ení vodíkové
vazby. Podle Paulinga m·ºeme °íci, ºe kaºdá vazba by byla s pravd¥podobností 1

2 ²patn¥.
Na jednu molekulu vody p°ipadají v m°íºce dv¥ vazby (nikoliv £ty°i, protoºe vazba spojuje
dv¥ molekuly). Entropii p°ipadající na molekulu vody m·ºeme proto odhadnout výrazem
kB ln(6/22), coº po znásobení NA dává molární reziduální entropii Sm = R ln 1.5. P°esn¥j²í
výpo£et (p°edpokládající stále, ºe energie v²ech kon�gurací jsou stejné, coº je také aproxi-
mace) dává Sm = R ln 1.50747.

4.4.3 Informa£ní entropie

Entropie je vyjád°ením chaosu. Udrºování °ádu v chaotickém prost°edí n¥co stojí � tím
více, £ím vy²²í je teplota. Vzpome¬te si na de�nici Gibbsovy energie

G = H − TS

Za teploty T tedy sníºení entropie o∆S stojí alespo¬ T∆S energie resp. reverzibilní práce.
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Jako p°íklad uvaºujme informa£ní entropii DNA. Za p°edpokladu zcela náhodného
uspo°ádání pár· bází je molární informa£ní entropie rovnaR ln 4, protoºe máme £ty°i báze.
V ºivém organismu je ale pot°eba mít na daném míst¥ p°esn¥ danou bázi. Odpovídající
Gibbsova energie (p°i 37 ◦C) je

∆G = −RT ln 4 = −3.6 kJmol−1

To znamená, ºe p°i syntéze DNA pot°ebujeme krom¥ vlastní chemické energie vazeb na-
víc energii alespo¬ 3.6 kJmol−1 na jeden pár bází, abychom zajistili bezchybnou replikaci
genetického kódu � ve skute£nosti ov²em mnohem více, protoºe procesy neprobíhají s te-
oreticky maximální ú£inností. Pro srovnání, dostupná Gibbsova energie reakce ATP →
ADP je (za b¥ºných podmínek v bu¬ce) rovna ∆rGm = −57 kJmol−1.

Poznámka. Tato úvaha je ilustrací obecného Landauerova principu: Jakákoliv logicky
nevratná operace, jako vymazání bitu, je doprovázena zvý²ením entropie minimáln¥ o kB ln 2
na bit v t¥ch stupních volnosti systému (za°ízení zpracovávajícím informace nebo okolí),
které nenesou informaci.

Pamatujte

V mikrokanonickém souboru mají v²echny mikrostavy (kon�gurace) stejnou energii a pravd¥-
podobnost. Entropie tohoto souboru je rovna kB lnW , kde W je po£et mikrostav·.

V kanonickém souboru o teplot¥ T je pravd¥podobnost nalezení mikrostavu ψ úm¥rná
Boltzmannovu faktoru exp(−E/kBT ). Entropie je daná rov. (4.17). I v tomto p°ípad¥ entropie
vyjad°uje neuspo°ádanost systému, tj. po£et mikrostav· (se zapo£tením jejich pravd¥podob-
ností), které m·ºe systém zaujmout.

Ke zvý²ení po°ádku (nap°. k výb¥ru jednoho mikrostavu z mnoha moºných), je nutno
vynaloºit (za konstantní teploty a tlaku za p°edpokladu nulové zm¥ny entalpie) práci alespo¬
rovnou sou£inu teploty a p°íslu²né zm¥ny (kon�gura£ní £i informa£ní) entropie.
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Kapitola 5

Transportní jevy

Transportem v nerovnováºné termodynamice rozumíme tok zp·sobený jistou termody-
namickou silou, která se dá vyjád°it jako gradient (zobecn¥ného) chemického potenciálu.
Nap°. tok tepla je zp·soben rozdílem teplot, termodynamickou silou je gradient teploty
(který lze p°evést na gradient chemického potenciálu molekul za r·zných teplot); elek-
trický proud je zp·soben elektrickým polem (gradientem elektrochemického potenciálu,
odd. 8.2.1), tok hybnosti gradientem rychlosti (je p°í£inou viskozity). Obecn¥ je tok vy-
jád°en vektorem J⃗ , který vyjad°uje, kolik veli£iny prote£e jednotkovou plochou (kolmo)
za jednotku £asu1. Pro malé toky p°edpokládáme lineární úm¥rnost

J⃗ = −ξF⃗ (5.1)

kde F je termodynamická síla a ξ p°íslu²ný transportní koe�cient.
Princip si probereme na p°íkladu difuze.

5.1 Difuze

5.1.1 První Fick·v zákon

P°edstavte si, ºe nalijete do sklenice sirup a opatrn¥ p°evrstvíte vodou. I kdyº vodu se
sirupem nezamícháte, £asem dostane homogenní sm¥s � sladkou obarvenou vodu. P°í£inou
je difuze, £ili pohyb molekul z místa s vy²²í koncentraci do místa s niº²í koncentrací. Difuzi
je t°eba odli²ovat od konvekce, kdy proudí kapalina jako celek; p°enos hmoty (tepla ap.)
pomocí konvekce je u makroskopických systém· obecn¥ mnohem efektivn¥j²í. P°i difuzi
se pohybují náhodn¥ jednotlivé molekuly. Tento pohyb lze pozorovat v mikroskopu i u
pon¥kud v¥t²ích objekt· (pylová zrnka, krvinky) jako tzv. Brown·v pohyb � t°esení £i
chaotické pohyby sem a tam. I kdyº jsou pohyby neuspo°ádané v²emi sm¥ry, v pr·m¥ru
jak £ástice pylu tak molekuly za n¥jaký £as odcestují na jiné místo, tj. difundují.

Na makroskopické (spojité) úrovni popisujeme rychlost difuze látky i vektorem J⃗i,
který vyjad°uje mnoºství látky, které prote£e jednotkovou plochou (kolmo ke sm¥ru vek-
toru) za jednotku £asu. Pokud mnoºství látky vyjád°íme v molech, bude v SI jednotkou

1Názvosloví se li²í obor od oboru. N¥kdy tok je de�nován jako integrální veli£ina = v²e co projde
danou plochou (pr·°ezem), vý²e de�novaná diferenciální veli£ina (vektor) se pak nazývá bu¤ hustota

toku (�ux density) nebo intenzita toku.
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toku molm−2 s−1 a jednotkou koncentrace molm−3; pro hmotnostní vyjád°ení jsou jed-
notky kgm−2 s−1 a kgm−3.

P°í£inou difuzního toku je gradient koncentrace, který zapisujeme r·znými symboly

∇⃗ci = grad ci =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ci =

(
∂ci
∂x

,
∂ci
∂y

,
∂ci
∂z

)
(∇ se nazývá �nabla�). Gradient koncentrace je vektor, který mí°í ve sm¥ru zvy²ování
koncentrace a jehoº velikost je úm¥rná tomu, jak rychle se koncentrace se vzdáleností
zvy²uje.

Tok J⃗i látky i je v nejjednodu²²ím p°ípad¥ úm¥rný minus gradientu koncentrace,

J⃗i = −Di∇⃗ci

Veli£ina Di se nazývá koe�cient difuze (téº difuzivita). Její jednotka je m2 s−1, a´ pouºí-
váme jednotky zaloºené na látkovém mnoºství nebo hmotnosti.

P°íklad. Trubice tvaru U délky l = 20 cm a pr·°ezu A = 0.3 cm2 má na obou koncích fritu. Jeden
konec je pono°en v Coca-Cole (11 hm.% cukru) a druhý v £isté vod¥. Kolik cukru prodifunduje
za den? Dsacharoza(25

◦C) = 5.2×10−6 cm2 s−1.

�e²ení. Hmotnost 110 g cukru v litru odpovídá hmotnostní koncentraci cw = 110 g dm−3

= 110 kgm−3. Gradient koncentrace je grad cw = cw/l = 550 kgm−4. Difuzivitu p°evedeme na
SI: D = 5.2×10−6 cm2 s−1 = 5.2×10−10m2 s−1. Tok je tedy (bez znaménka) J = D grad cw =
2.86×10−7 kgm−2 s−1. Po znásobení plochou A = 0.3 cm2 a £asem 1 den vyjde mnoºství cukru
jako

m = JAt = 2.86×10−7 kgm−2 s−1 × 0.3×10−4m2 × 24× 602 s = 7.4×10−7 kg = 0.74mg

Vidíme, ºe difuze na makroskopické vzdálenosti je dosti pomalý proces.

5.1.2 Einsteinova�Smoluchowského rovnice

Zkusme se na empirický první Fick·v zákon podívat z hlediska termodynamické síly a
molekul. Tok látky je dán st°ední rychlostí molekul v⃗i:

J⃗i = v⃗ici

Termodynamická síla je gradientem chemického potenciálu2:

F⃗i = −∇⃗
(
µi
NA

)
= −kBT

ci
∇⃗ci

kde jsme pouºili vztah pro ideální roztok, µi = µ◦
i + RT ln(ci/c

st), a ∇⃗ ln ci = (1/ci)∇⃗ci
(derivace sloºené funkce). Dále kB = R/NA je Boltzmannova konstanta.

2Pamatuj: Rozdíl chemických potenciál· = reverzibilní práce, kterou musíme vykonat, abychom £ástici
(nebo mol látky) p°enesli z jednoho stavu (místa) do jiného
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Obrázek 5.1: Plo²kou dy × dz prote£e do krychli£ky zleva
Jx(x)dydz látky za jednotku £asu, zprava odte£e Jx(x + dx)dydz.
Rozdíl obou mnoºství je Jx(x + dx)dydz − Jx(x)dydz =
(∂Jx/∂x)dxdydz, které se v krychli£ce akumuluje

Pohybuje-li se molekula rychlostí v⃗i, p·sobí na ní síla odporu prost°edí (p°ibliºn¥)
úm¥rná rychlosti:

F⃗ t°ení
i = −fiv⃗i

kde fi je koe�cient t°ení. V ustáleném stavu jsou ob¥ síly v rovnováze,

F⃗ t°ení
i + Fi = 0 tj. fiv⃗i = fi

J⃗i
ci

= −kBT
ci
∇⃗ci

Odvodili jsme první Fick·v zákon, jen konstantu nazýváme jinak. Porovnáním s Fickovým
zákonem ve tvaru J⃗i = −Di∇⃗ci dostaneme hledaný vztah mezi (makroskopickou) difu-
zivitou a (mikroskopickým) koe�cientem t°ení molekuly v prost°edí, tzv. Einsteinovu
rovnici (téº Einsteinovu�Smoluchowského):

Di =
kBT

fi
(5.2)

Pro velké kulovité molekuly o polom¥ru ri v kapalin¥ o viskozit¥ η platí Stokes·v vzorec
pro koe�cient t°ení, λi = 6πηri, a proto F⃗i = 6πηriv⃗i, a Einsteinova rovnice p°ejde na
Einsteinovu�Stokesovu rovnici

Di =
kBT

6πηri

Pro malé molekuly platí tato rovnice jen p°ibliºn¥, protoºe kapalina není v tomto rozli²ení
kontinuum, molekula nemusí být kulatá a vrstvi£ka kapaliny t¥sn¥ p°iléhající k molekule
�klouºe� . P°esn¥j²í je tato rovnice pro v¥t²í kulovité koloidní £ástice.

P°íklad. Odhadn¥te velikost molekuly sacharozy. Viskozita vody je
0.891×10−3m−1 kg s−1 p°i 25 ◦C.

�e²ení. Obrácením Einsteinovy�Stokesovy rovnice dostaneme

ri =
kBT

6πηDi
=

1.38×10−23 JK−1 × 298K
6π×0.891×10−3m−1 kg s−1×5.2×10−10m2 s−1 = 0.47 nm

5.1.3 Druhý Fick·v zákon

Uvaºujme krychli£ku dx×dy×dz. Tok plo²kou dydz v poloze x (viz obr. 5.1) je malinko
jiný neº v poloze x+dx, to samé platí pro ostatní dva sm¥ry. Po se£tení dostaneme zm¥nu
látkového mnoºství za jednotku £asu (rovnici kontinuity)

dn

dτ
=

(
∂Jx
∂x

)
dxdydz +

(
∂Jy
∂y

)
dxdydz +

(
∂Jz
∂z

)
dxdydz
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Obrázek 5.2: Difuze inkoustu ve vod¥ £i gelu

= −D
(
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2
+
∂2c

∂z2

)
dxdydz

Protoºe n/(dxdydz) = c, dostaneme tzv. druhý Fick·v zákon

∂ci
∂τ

= Di∇2ci (5.3)

kde ∇2 = ∇⃗ · ∇⃗ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
se nazývá Laplace·v operátor3. Matematici znají tento

typ rovnice pod termínem rovnice pro vedení tepla (protoºe teplo se ²í°í podle stejné
rovnice). Je to parciální diferenciální rovnice. Typickou úlohou popsanou rovnicí (5.3) je
nap°. úloha, jak rychle se ochladí horká ocelová koule vhozená do kapaliny £i za jak dlouho
prodifunduje lék do nitra bu¬ky. Matematické postupy pouºívané p°i °e²ení rovnice (5.3)
jsou mimo rozsah t¥chto skript krom¥ jedné výjimky, kterou si probereme.

P°edstavme si, ºe do vody (£i je²t¥ lépe do gelu, abychom omezili konvekci) kápneme
kapku inkoustu. Inkoust se bude £asem �rozpíjet� , p°esn¥ji difundovat (viz obr. 5.2).
Na za£átku máme nekone£nou koncentraci v po£átku, tj. zvlá²tní �funkci� , které se °íká
Diracova delta-funkce4. Ta má má v nule nekone£nou hodnotu a v²ude jinde nulovou, ale
její integrál je kone£ný, totiº rovný mnoºství inkoustu. Snadno se p°ímým derivováním
ov¥°í, ºe

1D: c(x, τ) = nπ(x, τ), kde π(x, τ) = (4πDτ)−1/2 exp

(
− x2

4Dτ

)
(5.4)

°e²í (5.3) v jedné dimenzi a

3D: c(x, τ) = nπ(x, τ), kde π(r⃗, τ) = (4πDτ)−3/2 exp

(
− r2

4Dτ

)
(5.5)

ve t°ech dimenzích (n je celkové mnoºství látky). Pravd¥podobnostní rozd¥lení π(x, τ) a
π(r⃗, τ) jsou normalizovaná (pro kaºdé τ); nap°. v 1D:∫ ∞

−∞
π(x, τ) dx = 1

K ov¥°ení pot°ebujete znát vzore£ek (Gauss·v integrál)
∫∞
−∞ exp(−x2) dx = π1/2, po sub-

stituci
∫∞
−∞ exp(−Ax2) dx = (π/A)1/2. Ve smyslu limity má funkce stejný integrál i pro

τ → 0.
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Obrázek 5.3: Brown·v pohyb. Vlevo: t°i trajektorie za£ínající v bod¥ (0, 0); koncové body
jsou vyzna£eny zeleným kole£kem. Uprost°ed: koncové body 10 000 trajektorií. Vpravo: závislost
koncentrace v ose x na £ase (c(0, 0) =∞) resp. pravd¥podobnosti výskytu (£ástice je v po£átku
pro t = 0)

5.1.4 Einsteinova teorie Brownova pohybu

Sledujme nyní trajektorii jedné £ástice b¥hem ur£itého £asu, viz obr. 5.3. P°edstavme si,
ºe ten samý experiment provedeme mnohokrát a vºdy zaznamenáme koncový bod.

Dostaneme �mrak� bod·. M·ºeme se ptát, jak jsou tyto body rozloºeny, neboli jaká
je hustota pravd¥podobnosti, ºe se za daný £as £ástice dostane do daného místa. To je ale
p°esn¥ hustota pravd¥podobnosti π(x, τ). Pro st°ední kvadratické posunutí pak platí5

1D: ⟨x2⟩ =
∫
x2π(x, τ)dx = 2Dτ, 3D: ⟨r2⟩ = 6Dτ (5.6)

Tento výsledek je významný. Znamená, o kolik se v pr·m¥ru (lépe °e£eno �kvadratickém
pr·m¥ru�) posune difundující £ástice za £as τ . Za £ty°násobek £asu nalezneme £ástici
v pr·m¥ru dvakrát tak daleko.

P°íklad. Olivy obsahují zdravé ω-3-nenasycené mastné kyseliny. Ale protoºe pojídání soli
v mnoºství v¥t²ím neº 5 g za den je nezdravé, má£í si Pepa Nesoli£ nakládané p°esolené olivy
ve vod¥, neº je sní. Odhadn¥te, jak dlouho je nutno olivy má£et, aby obsah soli podstatn¥ klesl.
Limitní molární vodivosti jsou 0.005 Sm2mol−1 pro Na+ a 0.0076 Sm2mol−1 pro Cl−.

�e²ení. P°esné °e²ení by znamenalo °e²it diferenciální rovnici (5.3) pro sloºitý objekt � olivu.
�ádov¥ správný výsledek v²ak dostaneme z (5.6), kde za r vezmeme t°eba polom¥r olivy. Difu-
zivitu odhadneme z molárních vodivostí (viz (5.10) níºe)

D =
λRT

F 2
=

0.0063× 8.314× 298

964852
m2 s−1 = 1.7×10−9m2 s−1

kde jsme za λ dosadili pr·m¥r z obou iont·. Je-li oliva velká cca centimetr, vyjde

τ ≈ r2

6D
=

0.012

6× 1.7×10−9 s ≈ 3 h

3Obvykle se zna£í ∆, to by se nám ale pletlo s diferencí
4P°esn¥ji zobecn¥ná funkce nebo distribuce
5Integrál spo£ítáme nap°. per partes, xe−x

2

= (− 1
2e

−x2

)′
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P°esným výpo£tem (metodami mimo poºadavky t¥chto skript) vyjde pro kouli o polom¥ru r za
rovnom¥rné po£áte£ní koncentrace a nulové koncentrace na povrchu (okolo olivy proudí £erstvá
voda), ºe obsah soli klesne na polovinu za 0.0305 r2/D, na desetinu za 0.183 r2/D.

5.1.5 Difuze jako náhodná procházka

Rovnici (5.4) lze dostat i pomocí modelu náhodné pocházky. Uvaºujme pohyb jen v jedné
dimenzi (ose x). Místo molekul, na které p·sobí náhodné síly, si m·ºeme p°edstavit opilce,
který doklopýtal k °ad¥ kandelábr· a jednoho se chytil. Rozhlédne se a zamí°í k prvnímu
kandelábru, který spat°í, tj. s pravd¥podobností 1/2 doprava a s pravd¥podobností 1/2
doleva. Jakmile se kandelábru chytí, neví, odkud p°i²el, a situace se opakuje � s pravd¥-
podobností 1/2 se potácí vpravo, s pravd¥podobností 1/2 vlevo.

Nech´ je vzdálenost kandelábr· rovna ∆x a doba cesty od jed-
noho kandelábru k druhému ∆τ . Tedy za £as ∆τ je opilec s prav-
d¥podobností 1/2 v míst¥ x = −∆x a se stejnou pravd¥podobností
v x = +∆x. Za £as 2∆τ je s pravd¥podobností 1/4 v x = −2∆x,
s pravd¥podobností 1/2 zpátky u hospody (x = 0 � m·ºe tam p°ijít
zprava i zleva) a s pravd¥podobností 1/4 v x = +2∆x, atd.

Z p°edná²ek z matematické statistiky nebo zpracování dat patrn¥ znáte tzv. centrální
limitní v¥tu6. Ta praví, ºe se£teme-li velké mnoºství stejných (za ur£itých podmínek i
r·zných) nezávislých náhodných veli£in s kone£nou st°ední hodnotou i kone£ným rozpty-
lem, dostaneme Gaussovo rozd¥lení. Je významná pro zpracování experimentálních dat;
nap°. pokud zm¥°íme n¥jakou veli£inu nezávisle mnohokrát, bude mít chyba aritmetického
pr·m¥ru této veli£iny Gaussovo rozd¥lení. Asi si také pamatujete, ºe pokud stanovíme
standardní odchylku σ tohoto aritmetického pr·m¥ru (tj. standardní chybu odhadu dané
veli£iny), bude výsledek v mezích (−σ, σ) s pravd¥podobností 68%, v mezích (−2σ, 2σ)
s pravd¥podobností 95%.

Protoºe v jednom kroku náhodné procházky je �uktuace neboli variance neboli rozptyl
(kvadrát sm¥rodatné odchylky) σ2 = ∆x2, dostaneme po n krocích rozptyl σ2 = n∆x2;
pro velká n je Gaussovo rozd¥lení s tímto rozptylem a nulovou st°ední hodnotou rovno

1

σ
√
2π

exp

(
− x2

2σ2

)
(5.7)

Porovnáním s c(x, t) dle (5.4), kde n = t/∆τ , dostaneme, ºe pro D = 1
2
∆x2/∆τ je funkce

(5.4) totoºná s (5.7).
Je²t¥ pro po°ádek zade�nujme pojem autodifuze (téº samodifuze, angl. self-

-di�usion). Je to Brown·v pohyb molekuly v tekutin¥ ze stejných molekul. Je z°ejmé, ºe
na makroskopické úrovni (Fickovy zákony) tento jev nemá smysl. Na mikroskopické úrovni
v²ak smysl má a nap°. vzorec ⟨r2⟩ = 6Dτ platí. Experimentáln¥ lze koe�cient autodifuze
stanovit pomocí NMR. Koe�cient autodifuze vody za teploty 25 ◦C je 2.3×10−9m2 s−1,
za teploty 100 ◦C stoupne na 8.6×10−9m2 s−1.

6Pokud ne, najdete jiné odvození téhoº v Dodatku A.3.
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Tabulka 5.1: M¥rná vodivost vybraných látek

látka κ/(Sm−1)

st°íbro 63×106

mo°ská voda 5

pitná voda 0.005 aº 0.05

destilovaná voda (obsahuje CO2) 7.5×10−5

deionizovaná (vodivostní) voda 5.5×10−6

5.2 Iontová vodivost

Zatímco v kovech, gra�tu aj. je elektrický proud veden p°ímo elektrony (v polovodi£ích
také dírami), v iontových roztocích a roztavených solích (a £áste£n¥ i v plazmatu) proud
vedou ionty. Pohyb iont· zp·sobený elektrickým polem (makroskopicky se projevující
jako elektrický proud) se nazývá migrace. Zatímco p°í£inou pohybu iont· p°i difuzi je
gradient chemického potenciálu (a tedy koncentrace), v p°ípad¥ elektrické vodivosti je
to gradient elektrického potenciálu. Proto existuje mezi migrací a difuzí úzká souvislost,
které si v²imneme na konci této kapitoly. Za£neme ale fenomenologickým popisem.

5.2.1 Elektrická vodivost

Z fyziky si jist¥ pamatujete Ohm·v zákon

R =
U

I

kde R elektrický odpor (sou£ástky, nap°. vodivostní nádobky), U nap¥tí a a I proud.
Abychom zd·raznili, ºe p°í£inou proudu je nap¥tí (rozdíl potenciál·) na koncích sou£ástky,
napí²eme si Ohm·v zákon �opa£n¥�

I =
1

R
U

kde 1/R je elektrická vodivost. Jednotkou vodivosti je Siemens, S = 1/Ω, kde Ω je SI
jednotka odporu Ohm7.

Vodivost je vlastností t¥lesa (sou£ástky). Vlastnosti materiálu popisuje intenzivní ve-
li£ina zvaná m¥rná vodivost neboli konduktivita. Je to vlastn¥ vodivost jednotkové
krychle. Vodivost je úm¥rná plo²e pr·°ezu vodi£e A, ale nep°ímo úm¥rná tlou²´ce l (pro-
toºe intenzita pole je nep°ímo úm¥rná tlou²´ce), tedy

1

R
= κ
A
l

Konstantou úm¥rnosti je konduktivita κ, dal²í b¥ºné symboly pro ni jsou σ a γ. Jednotkou
konduktivity je Sm−1, £ast¥ji se pouºívá S cm−1 = 100 Sm−1.

7Ve star²í literatu°e se místo S m·ºete setkat s jednotkou Mho, 1 Mho = 1

Ω

= 1/Ω
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Tabulka 5.2: Limitní molární vodivosti vybraných iont·

kation λ∞/(Sm2mol−1) anion λ∞/(Sm2mol−1)

H+ 0.035 OH− 0.020

Na+ 0.0050 Cl− 0.0076

Ca2+ 0.012 SO4
2− 0.016

Jestliºe p°ejdeme na vektorový popis, je p°íslu²ným tokem proudová hustota, j⃗,
jeho velikost je j = I/A. P°í£inou toku je elektrické pole, jehoº intenzita je rovna minus
gradientu elektrického potenciálu Φ, E⃗ = −∇⃗Φ = −gradΦ, velikost pole je E = U/l. Platí

j⃗ = κE⃗

U z°ed¥ných iontových roztok· je p°irozené p°edpokládat, ºe m¥rná vodivost je úm¥rná
koncentraci. De�nujeme proto molární vodivost λ:

λ =
κ

c
(5.8)

Jednotkou molární vodivosti je Sm2mol−1. Vzhledem k tomu, ºe látková koncentrace se
zpravidla udává v mol dm−3, je p°i výpo£tech nutno správn¥ p°evést jednotky, nejlépe
koncentraci vyjád°it v molm−3.

P°íklad. Konduktivita roztoku HCl o koncentraci 0.1mol dm−3 je 4 Sm−1. Jaká je molární
vodivost HCl?

�e²ení.

λ =
κ

c
=

4 Sm−1

100molm−3 = 0.04 Sm2mol−1

I kdyº motivace zavedení molární vodivosti je v tom, ºe za nízkých koncentrací je
konstantní (tj. vodivost je úm¥rná koncentraci iont·), nic není ideální. Zavádíme proto
limitní molární vodivost, coº je limita (molární vodivost v nekone£ném z°ed¥ní)

λ∞i = lim
c→0

λi

Pohyblivost a molární vodivost klesá zpravidla s velikostí iontu, viz tab. 5.2. Velké ionty
(Cl−) jsou pomalé. V °ad¥ alkalických kov· klesá limitní molární vodivost s rostoucím
atomovým £íslem. Výjimkou je velmi malý Li+, jehoº solvata£ní slupka (£ty°) molekul
vody je tak pevn¥ vázaná, ºe se pohybuje jako velký kation. Ionty H+, OH− mají velké
pohyblivosti, zde ale p°í£ina není ve velikosti, ale v tom, ºe se nepohybuje proton £i
hydroxidový anion fyzicky, ale náboj ská£e z molekuly na molekulu, viz obr. 5.4.

Chceme-li být p°esní, musíme si v²imnout i odchylek od limitního chování. Pro uni-
-univalentní elektrolyty jsou odchylky v prvním p°iblíºení obdobného tvaru jako v Debye-
ov¥�Hückelov¥ teorii, viz obr. 5.5

λ = λ(c) = λ∞ − const
√
c nebo λ = λ∞ − const

√
Ic
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→

Obrázek 5.4: Grotthuss·v mechanismus p°eskoku proton· ve vod¥. �árkovaná £ára zna£í
vodíkovou vazbu. Obdobným zp·sobem se rychle p°emis´uje záporný náboj, OH−· · ·H2O →
H2O· · ·OH−
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Obrázek 5.5: Závislost molární vodivosti na odmocnin¥ koncentrace pro vybrané roztoky elek-
trolyt·

U vícemocných iont·, kde dochází k vzniku pár· iont· aj., je závislost sloºit¥j²í.
K°ivka pro kyselinu octovou na obr. 5.5 vypadá zvlá²´ o²kliv¥. Je zde snad n¥co v ne-

po°ádku s teorií? Není, tvar k°ivky je dán tím, ºe v de�nici molární vodivosti (5.8)
jsme pouºili analytickou koncentraci kyseliny a ne koncentraci iont·. Pro koncentraci
x = [H+] = [A−], kde A− = CH3COO−, platí rovnice (3.1), z níº vypo£teme x, na£eº

κ = λ∞(H+)[H+] + λ∞(A−)[A−] = λ∞x

kde λ∞ = λ∞(kation)+λ∞(anion). De�nujeme-li λexptl = κ/c podle (5.8), m·ºeme napsat
tzv. Ostwald·v z°e¤ovací zákon:

K =
c

cst
α2

1− α
=

c

cst
(λexptl)2

λ∞(λ∞ − λexptl)

kde α = λexptl/λ∞ = x/c je stupe¬ disociace.

P°íklad. Vodný roztok kyseliny benzoové o koncentraci 0.01mol dm−3 m¥l konduktivitu
3.302×10−2 Sm−1. Konduktivita pouºité vody byla 1.6×10−4 Sm−1. Vypo£ítejte rovnováº-
nou konstantu disociace kyseliny benzoové. Limitní molární vodivosti iont· jsou: λ∞(H+) =
0.03497 Sm2mol−1, λ∞(C6H5COO−) = 0.00323 Sm2mol−1.
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�e²ení.

cionty =
κ⊙ − κvoda

λ∞(H+) + λ∞(C6H5COO−)
= 0.86molm−3 = 0.00086mol L−1

α =
cionty
c

= 0.086, K =
c2ionty

cst(c− cionty)
=

α2cst

s(1− α)
= 8.1×10−5

5.2.2 Molekulární pohled na migraci iont·

Difuze a migrace (tj. pohyb iont· zp·sobený elektrickým polem, iontová vodivost) spolu
úzce souvisí. De�nujme si nejprve pojmy. Nech´ na ion i v roztoku p·sobí elektrické pole
o intenzit¥ E (E = U/l, kde U je elektrické nap¥tí a l tlou²´ka materiálu). Fenomenolo-
gicky pozorujeme, ºe ion v tomto poli migruje ur£itou pr·m¥rnou rychlostí vi; pr·m¥rnou
proto, ºe neuvaºujeme neustálý chaotický pohyb molekul. V nep°íli² silných polích lze
p°edpokládat, ºe platí p°ímá úm¥ra, srov. (5.1):

vi = uiE

Veli£ina ui se nazývá pohyblivost (mobilita) iontu i. Má význam pr·m¥rné rychlosti
v jednotkovém elektrickém poli.8 Jednotkou pohyblivosti je m2V−1 s−1 = Sm2C−1, p°í-
padn¥ cm2V−1 s−1.

Náboje zie o koncentraci ci pohybující se rychlostí vi a zp·sobí proudovou hustotu
(mnoºství náboje proteklé jednotkovou plochou za jednotku £asu)

ji =
Ii
A

=
qi
Aτ

= viciFzi

Pro z°ed¥ný elektrolyt KzK+
νK

AzA−
νA

m·ºeme p°edpokládat, ºe jednotlivé proudové p°ísp¥vky
se neovliv¬ují, proto je se£teme

j =
FcU

l
(νA|zA|uA + νKzKuK)

To je Kohlrausch·v zákon o nezávislé migraci iont·. Matematicky

λ =
∑
i

νiλi, λi = ui|zi|F (5.9)

Molární vodivost iontu λi zpravidla nahrazujeme limitní molární vodivostí λ∞i .
Nyní aplikujeme Einsteinovu rovnici,Di = kBT/fi. Koe�cient t°ení je roven fi = Fi/vi,

kde elektrická síla je Fi = |zi|eE . Po dosazení máme

Di =
kBT

fi
=

kBT

Fi/vi
=

kBT

|zi|eE/(uiE)
=

kBT

|zi|e/ui
=
RTui
|zi|F

8�ast¥ji se zna£í µi, to by se nám ale pletlo s chemickým potenciálem
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Tento vztah se nazývá Nernstova�Einsteinova (nebo jen Einsteinova) rovnice. Chemici ale
mají rad¥ji (limitní) molární vodivost. Z (5.9) dostaneme

λi =
z2i F

2

RT
Di (5.10)

Shr¬me si nyní oba jevy. Elektrický proud v roztoku m·ºe být zp·soben bu¤ difuzí
(hnací silou je gradient koncentrace nebo lépe chemického potenciálu):

j⃗i = ziF J⃗i = −ci
ziFDi

RT
∇⃗µi = −ciui∇⃗µi

nebo migrací (hnací silou je elektrické pole, £ili gradient elektrického potenciálu):

j⃗i = −κi∇⃗ϕ = −ciλi∇⃗ϕ = −ciuiziF ∇⃗ϕ

De�nujeme-li tzv. elektrochemický potenciál

µ̃i = µi + ziFϕ (5.11)

m·ºeme sou£et obou proud· vyjád°it jednotn¥ pomocí jeho gradientu

j⃗i = −ciui∇⃗µ̃i = −ci
DiziF

RT
∇⃗µ̃i = −ci

λi
ziF
∇⃗µ̃i

P°íklad. Jaká by byla m¥rná vodivost roztoku uni-univalentního elektrolytu MA o koncentraci
0.01mol dm−3, pokud jak M tak A jsou zhruba stejn¥ velké jako molekula sacharozy (D =
5.2×10−6 cm2 s−1)?

�e²ení. Pro oba ionty platí

λ± =
F 2

RT
D± =

964852C2mol−2

8.314 JK−1mol−1 × 298K
× 5.2×10−10m2 s−1 = 0.002 Sm2mol−1

Vodivost celkem

κ = (λ+ + λ−)c = 0.002 Sm2mol−1 × 10molm−3 = 0.04 Sm−1

Pro srovnání: roztok KCl o této koncentraci má vodivost 0.14 Sm−1.

P°íklad. Jakou rychlostí se pohybují ionty M+, A− mezi elektrodami vzdálenými 1 cm, je-li
mezi nimi nap¥tí 2 V?

�e²ení.

E =
2V

0.01m
= 200Vm−1

v = uE =
λ±
F
E =

0.002 Sm2mol−1

96485Cmol−1 × 200Vm−1 = 4×10−6ms−1 = 15mmh−1
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5.2.3 P°evodová £ísla

Prochází-li proud roztokem soli, ionty se pod vlivem stejného elektrického pole pohy-
bují r·zn¥ rychle. Proto se celkový proud procházející roztokem rozd¥lí na proud nesený
kationty a proud nesený anionty. Tyto proudy jsou obecn¥ r·zné. Proto de�nujeme p°evo-
dové £íslo iontu (transport number, transference number) jako podíl z celkového proudu
p°eneseného danými ionty p°i migraci:

t⊖ =
I⊖

I⊖ + I⊕
, t⊕ =

I⊕
I⊖ + I⊕

kde I⊖ je proud nesený anionty a I⊕ proud nesený kationty. Pro s·l Kz⊕+
ν⊕ Az⊖−

ν⊖ o analytické
koncentraci c platí

t⊖ =
j⊖

j⊖ + j⊕
=

v⊖c⊖z⊖F

v⊖c⊖z⊖F + v⊕c⊕z⊕F
=

u⊖
u⊖ + u⊕

=
z⊖D⊖

z⊖D⊖ + z⊕D⊕
=

ν⊖λ⊖
ν⊖λ⊖ + ν⊕λ⊕

kde ci = νic, ji je proudová hustota iont· i, vi jejich rychlost a p°i úprav¥ jsme pouºili
podmínku elektroneutrality, z⊖c⊖ = z⊕c⊕, kde zde z⊖ > 0. Zjevn¥ platí

t⊖ + t⊕ = 1 a
t⊖
t⊕

=
u⊖
u⊕

P°evodová £ísla stejného iontu v r·zných solích jsou r·zná. Za nízkých koncentrací ne-
závisejí na koncentraci, p°i vy²²ích koncentracích se objevují odchylky podobn¥ jako u
Kohlrauschova zákona.

P°evodová £ísla lze pom¥rn¥ snadno experimentáln¥ stanovit. Jednou z metod je tzv.
Hittorfova metoda. P°i ní elektrolyzujeme roztok soli v Hittorfov¥ p°ístroji, který má
(fritou aj.) rozd¥len elektrolyt na t°i zhruba stejné oddíly: anodový, st°ední a katodový;
dobu pokusu volíme tak, aby se ve st°edním prostoru koncentrace nezm¥nila. Pomocí
coulometru zm¥°íme pro²lý náboj a titrací zm¥°íme zm¥ny koncentrací iont· v katodovém
a anodovém prostoru. Z nich lze vypo£ítat p°evodová £ísla. Jinou metodou je metoda
pohyblivého rozhraní. P°edstavme si, ºe k soli KA, jejíº p°evodová £ísla hledáme, najdeme
s·l KA, kde K je t¥º²í a pomalej²í kation. Opatrn¥ p°evrstvíme roztok soli KA roztokem
KA a zapneme proud, zápornou katodu nahoru a kladnou anodu dol·. Rozhraní se bude
udrºovat, protoºe pomalej²í ionty K+ nep°edhoní ionty K+; ba co dím, rozhraní se bude
dokonce stabilizovat, protoºe nem·ºe vzniknout £ást roztoku jen s anionty. Z rychlosti
pohybu rozhraní, proudu a dal²ích údaj· lze spo£ítat p°evodová £ísla.

Pro roztok modré skalice p°ibliºn¥ platí, ºe tCu2+ = 40%, tSO4
2− = 60%. Pokud pro-

jdou obvodem dva moly elementárního náboje, vylou£í se mol m¥di. Tedy u katody musel
p°istát 1 mol iont· Cu2+ a ne jen 40% z tohoto mnoºství. Kde se vzalo zbývajících 60%
m¥¤natých kationt·? Odpov¥¤ je jednoduchá, milé d¥ti � p°idifundovalo, viz obr. 5.6.
V objemové fázi je proud sloºen ze 40% migrace Cu2+a 60% migrace SO4

2−. V p°echo-
dové vrstv¥ u katody (Nernstov¥ vrstv¥) se k tomu p°idává difuze, která p°ená²í 60%
CuSO4 sm¥rem ke katod¥; samotné Cu2+ nemohou difundovat, protoºe z d·vod· zacho-
vání elektroneutrality je musí doprovázet anionty (elektrický proud odpovídající difuzi
CuSO4 je nulový). Celkov¥ se pohybuje ke katod¥ 100% m¥¤natých iont· (z toho 40%
migruje a 60% difunduje). Síranové anionty se nepohybují, totiº 60% migruje ke katod¥,
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katoda

⊖
Cu

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nernstova vrstva

celkem←− Cu2+ 100%I←−
difuze←− Cu2+ 60%I←−
difuze←− SO4

2− 60%I−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

objemová fáze

migrace←− Cu2+ 40%I←−
migrace−→ SO4

2− 60%I←−

Obrázek 5.6: Nernstova vrstva u katody p°i elektrolýze roztoku modré skalice

ale zárove¬ stejné mnoºství difunduje od ní. Protoºe difuze je pom¥rn¥ málo ú£inná,
vzniká snadno koncentra£ní polarizace elektrody.

Pamatujte

� Makroskopicky je difuze popsaná Fickovými zákony. Difuzní koe�cient je konstanta úm¥r-
nosti mezi tokem a gradientem koncentrace (první Fick·v zákon, J⃗i = −Di∇⃗ci). Po
kombinaci s rovnicí kontinuity dostaneme druhý Fick·v zákon, který popisuje vývoj kon-
centrace difundující látky v £ase.

� Z mikroskopického hlediska je difuze zp·sobena náhodným pohybem molekul. Vztah
mezi mikro- a makroskopickým popisem vede k Einsteinov¥ vztahu D = kBT/fi, kde fi
je (lineární) koe�cient t°ení pro pohyb £ástice v kapalin¥.

� Difuzi lze popsat i jako náhodnou procházku zp·sobenou náhodnými nárazy okolních
molekul. Molekula se v (kvadratickém) pr·m¥ru vzdálí od po£átku za £as τ o vzdálenost
úm¥rnou

√
τ .

� Obecn¥ je p°í£inou pohybu molekul ne p°ímo gradient koncentrace, ale jistá zobecn¥ná
síla � nap°. gradient chemického nebo elektrického potenciálu. T°i veli£iny (difuzivita,
pohyblivost a limitní molární vodivost) pak vyjad°ují r·zným zp·sobem stejnou schopnost
pohybu iont· ve z°ed¥ném roztoku a lze je na sebe lehce p°epo£ítat.
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Kapitola 6

Elektrická dvojvrstva

Rozhraní roztoku s pevnou látkou, nemísitelnou kapalinou nebo vzduchem se m·ºe nabít
v d·sledku r·zné a�nity iont· r·zného znaménka k rozhraní, nap°.:

� ionizace (disociace/protonizace) skupin (-COOH se nabije záporn¥, -NH2 kladn¥),
� p°ednostní rozpou²t¥ní £i adsorpce iont· (AgCl v ⊙ NaCl se nabije záporn¥)1,
� p°ednostní adsorpce povrchov¥ aktivní látky (povrch mýdlové vody je záporný),
� izomorfní substituce (Al3+/Si4+ na povrchu jílu),
� roz²típnutí krystalu.

Velikost náboje se popisuje veli£inou zvanou povrchový náboj,

σ =
Q

A

kde Q je náboj a A plocha, na níº je náboj rovnom¥rn¥ rozprost°en. Rozm¥r povrchového
náboje je Cm−2.

Je-li nabitá plocha pono°ena v iontovém roztoku, p°itahují se k ní ionty opa£ného
znaménka (protionty, counterions) tak, aby byla v oblasti v¥t²ího rozsahu zachována elek-
trická neutralita. Je-li náboj a tedy potenciál velký, mohou se protionty adsorbovat. Za
mírn¥j²ích podmínek se jen shromaº¤ují poblíº nabitého povrchu. Zkusme tento d¥j po-
psat matematicky. Uvaºujme nejprve pro jednoduchost roztok univalentních iont· (nap°.

1Náboj ur£íme pomocí tzv. Panethova-Fajansova[-Hahnova] pravidla: Ionty se adsorbují z ⊙ na po-
vrchu krystalu, jestliºe tvo°í s iontem opa£ného znaménka málo rozpustnou slou£eninu (podle: Kazimierz
Fajans, Friedrich Paneth, Otto Hahn)

Obrázek 6.1: Vlevo: Povrch AgCl se v roztoku NaCl nabije záporn¥ vzhledem k a�nit¥ Cl−

k Ag+ v krystalu. Vpravo: Povrch mýdlové vody je nabit záporn¥.
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Obrázek 6.2: Pr·b¥h koncentrace iont· NaCl mezi rovinnými elektrodami vzdálenými 50 nm
p°i nap¥tí 50 mV. �árkované k°ivky odpovídají ²patnému °e²ení pouze na základ¥ Boltzmannovy
pravd¥podobnosti. Ob¥ °e²ení jsou normalizovaná na elektroneutrální roztok (nulový potenciál)
uprost°ed.

NaCl), který se nachází mezi elektrodami (tj. máme povrchy dva). Obvykle snadno m¥°íme
nap¥tí (rozdíl potenciál·) a ne náboj; p°edpokládejme tedy, ºe známe nap¥tí mezi elek-
trodami. Intenzitu elektrostatického pole ozna£me E . Ionty se na elektrod¥ neadsorbují.
Zajímá nás, jak se bude m¥nit koncentrace Na+ a Cl− mezi elektrodami.

Poznámka. Naivní (av²ak nesprávné) °e²ení by mohlo být: roztok je homogenní, a proto
je elektrické pole také homogenní. Potenciál ve vzdálenosti x od záporné elektrody je proto
ϕ(x) = Ex, potenciální energie kationtu je eϕ(x), pravd¥podobnost nalezení kationtu je
úm¥rná Boltzmannov¥ pravd¥podobnosti exp[−eϕ(x)/kBT ] = exp(−eEx/kBT ), koncentrace
pak bude dána k°ivkou tvaru c+(x) = c0 exp(−eEx/kBT ) (kde c0 ur£íme nap°. tak, aby se
zachovalo celkové mnoºství iont·). Podobn¥ pro anionty c−(x) = c0 exp(eEx/kBT ). Toto
°e²ení je v²ak správné jen pro extrémn¥ z°ed¥né roztoky p°íp. velmi krátké vzdálenosti.
Za obvyklých koncentrací totiº jakékoliv p°emíst¥ní náboje zp·sobí zm¥nu potenciálu �
zm¥na potenciálu ov²em zase zp·sobí zm¥nu koncentrace iont·. Elektrické síly jsou totiº
silné. K popisu tohoto jevu pot°ebujeme vztah mezi potenciálem a hustotou náboje. Tímto
vztahem je z elektrostatiky známá Poissonova rovnice.

6.1 Poissonova rovnice

Nejprve si zopakujme pole bodového náboje Q umíst¥ného v dielektriku o permitivit¥ ε.
Intenzita pole je

E⃗ = −∇⃗ϕ =
1

4πε

Q

r2
r⃗

r

kde ϕ je potenciál a symbol

∇⃗ =
∂

∂r⃗
= grad =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
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ozna£uje gradient. Výraz r⃗
r
= r⃗

|r⃗| je jednotkový vektor ve sm¥ru r⃗.
Z r·zných d·vod· se obvykle pracuje s veli£inou zvanou elektrická indukce, která je

rovna
D⃗ = εE⃗ =

1

4π

Q

r2
r⃗

r

(její výhody by se naplno projevily, kdyby permitivita nebyla konstantou,
coº v²ak zde nebudeme uvaºovat). Silo£áry indukce vycházejí z bodového
náboje a po jejich �se£tení� , tj. integraci p°es kulovou plochu (povrch
koule je 4πr2) okolo náboje, dostaneme tento náboj:∫

kul. plocha

D⃗ · ds⃗ = 1

4π

Q

r2
× 4πr2 = Q

kde ds⃗ je orientovaný element plochy, vektor je kolmý na plochu. Výsledek Q nezávisí
na polom¥ru. Dá se ukázat, ºe dokonce m·ºeme integrovat p°es jakoukoliv plochu okolo
náboje a dostaneme totéº Q. Obecn¥ dostaneme integrací indukce p°es uzav°enou plochu
celkový náboj uvnit° plochy,

Q =

∮
S

D⃗ · ds⃗

Zkusme tedy spo£ítat tento integrál p°es povrch nekone£n¥
malé krychli£ky dx× dy × dz:

dQ =

∮
S

D⃗ · ds⃗ = dydz[Dx(x+ dx)−Dx(x)]

+ dxdz[Dy(y + dy)−Dy(y)]

+ dxdy[Dz(z + dz)−Dz(z)]

kde ov²em Dx(x+ dx)−Dx(x) = dx∂Dx

∂x
. Pak tedy

dQ = dV ρ =

∮
S

D⃗ · ds⃗ = dxdydz

(
∂Dx

∂x
+
∂Dy

∂y
+
∂Dz

∂z

)
= −dV ε

(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2

)
kde ρ = dQ/dV je hustota náboje a permitivitu povaºujeme za konstantu. Symbol pro
sou£et druhých derivací se jmenuje Laplace·v operátor a op¥t se zna£í r·zn¥,(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
≡ ∇2 ≡ ∆

Symbol ∆ zde nebudeme pouºívat, aby se nepletl s rozdílem dvou hodnot. Stru£n¥ tedy

∇2ϕ = −ρ
ε

nebo v jedné dimenzi
d2ϕ

dx2
= −ρ

ε

6.2 Difuzní vrstva: Gouy�Chapman

Uvaºujme roztok uni-univalentního elektrolytu (nap°. NaCl) u jedné nabité st¥ny. Shr¬me
si modelové p°edpoklady a aproximace výpo£tu:
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� Rozpou²t¥dlo je homogenní dielektrické kontinuum o permitivit¥ ε; neuvaºujeme, ºe
je sloºeno z molekul.

� Ionty jsou aproximovány bodovými náboji.
� Rozloºení iont· nahradíme pr·m¥rnou hodnotou nábojové hustoty. (To také zna-
mená, ºe zanedbáváme korelace iont·, tj. ºe je-li n¥kde ion, bude mít poblíº rád
kamaráda opa£ného znaménka.)2.

� St¥na je tuhá bezstrukturní ze¤.
� Elektrický potenciál ϕ daleko od st¥ny je ϕ(∞) = 0.
� Elektrický potenciál na elektrod¥ je ϕ0.
Pro 1:1 elektrolyt je objemová hustota náboje (mnoºství náboje v jednotce objemu)

ve vzdálenosti x od st¥ny rovna

ρ(x) =
∑
i

ziFci(x) = ρ+(x)− ρ−(x)

kde ρ+(x) je hustota kladného náboje a ρ−(x) záporného. Daleko od elektrody je roztok
neutrální a ρ+ = ρ− = cF . V elektrickém poli

ρ+ = cF exp

[
−ϕ(x)e
kBT

]
ρ− = cF exp

[
ϕ(x)e

kBT

]
Kombinací Poissonovy rovnice a vý²e uvedeného vztahu dostaneme tzv. Poissonovu�
�Boltzmannovu rovnici

d2ϕ

dx2
=
cF

ε

[
eϕe/kBT − e−ϕe/kBT

]
(6.1)

kterou °e²íme spolu s okrajovými podmínkami ϕ(0) = ϕ0 a ϕ(∞) = 0. Abychom si
usnadnili °e²ení, rovnici si je²t¥ zjednodu²íme p°edpokladem, ºe potenciály jsou pom¥rn¥
malé, totiº ϕe/kBT ≪ 1. To za teploty 25 ◦C znamená, ºe ϕ ≪ 26 mV. Pak lze rovnici
(6.1) linearizovat3, tj. na pravé stran¥ pouºijeme exp(x) ≈ 1+x. Linearizovaná rovnice je

d2ϕ

dx2
=

2cF

ε

ϕe

kBT

�e²ení je snadné,

ϕ = ϕ0e
−x/λ (6.2)

kde

λ =

√
εkBT

2cFe
=

√
εRT

2cF 2
(6.3)

je tzv. Debyeova délka (téº Debyeova stínící délka). �e²ení lze interpretovat tak, ºe
ionty opa£ného znaménka se s v¥t²í pravd¥podobností shromaº¤ují u st¥ny a stíní její
náboj. S rostoucí vzdáleností p°ebytek jednoho typu iont· klesá, aº ve velké vzdálenosti
od elektrody máme neutrální roztok.

2Model·m toho typu se °íká �teorie st°edního pole� , srov. odd. 17.3.1
3�e²ení bez linearizace viz Dodatek A.2
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Vý²e uvedené °e²ení lze roz²í°it pro libovolný iontový roztok. Platí

λ =

√
εRT

2IcF 2
(6.4)

kde Ic je tzv. iontová síla de�novaná vztahem4

Ic =
1

2

∑
i

z2i ci (6.5)

kde se s£ítá p°es v²echny ionty v roztoku.

P°íklad. Vypo£t¥te Debyeovu délku pro roztok NaCl o koncentraci 0.1mol L−1. Relativní per-
mitivita vody za teploty 25 ◦C je 78.3.
�e²ení. Ic = 1

2(1
2c + 12c) = c = 0.1mol dm−3 = 100molm−3, ε = 78.3 × ε0 =

6.933×10−10 Fm−1, po dosazení vyjde λ = 0.96 nm.

Tuto hodnotu je dobré porovnat s typickou vzdáleností O�O v kapalné vod¥, která
je 0.28 nm. Vidíme, ºe p°edpoklad vody jako kontinua je taktak spln¥n. Kvantitativní
popis tedy nebude super p°esný, kvalitativn¥ je v²ak pojem stín¥ní uºite£ný a je klí£em
k výkladu mnoha jev· v roztocích elektrolyt·

Dále je uºite£né srovnat Debyeovu délku s tzv. Bjerrumovou délkou,

λB =
e2

4πϵkBT

voda
≈ 0.7 nm

která udává vzdálenost, p°i které je energie páru elementárních náboj· rovna �tepelnému
kvantu� kBT . Aby Gouyovy�Chapmanovy (a Debyeovy�Hückelovy) výsledky byly správn¥,
m¥lo by být λ≫ λB, coº je pro roztok NaCl o koncentraci 0.1mol L−1 taktak spln¥no.

Jev lze ekvivalentn¥ popsat jako dynamickou rovnováhu (stacionární stav) mezi difuzí
iontu a jeho p°itahováním k elektrod¥, z £ehoº pramení název �difuzní vrstva� .

Pro velké hodnoty potenciálu nejen ºe nelze pouºít linearizovanou verzi rovnice, ale
p°estávají platit i p°edpoklady odvození (voda jako kontinuum, ionty jako bodové £ás-
tice). Vhodn¥j²í je pak pouºití tzv. Sternova modelu, v kterém je první vrstva protiont·
adsorbovaná na povrchu elektrody. Tato vrstva stíní £ást náboje (pokud stíní celý náboj,
jedná se o tzv. Helmholtz·v model). Difuzní vrstva pak jiº stíní jen zbytek náboje.

Vzorce (6.2) a (A.5) udávají závislost potenciálu v roztoku na potenciálu ϕ0 na po-
vrchu. P°í£inou je povrchový náboj. Ten získáme jako mínus náboj Gouyovy�Chapmanovy
vrstvy (celkov¥ je systém neutrální),

σ = −
∫ ∞

0

(ρ+ − ρ−)dx = −
∫ ∞

0

cF

{
exp

[
−ϕ(x)e
kBT

]
− exp

[
ϕ(x)e

kBT

]}
dx

Pouºijeme linearizovanou teorii, (6.2), a ve stejné aproximaci rozvineme exp(x) ≈ 1 + x,
protoºe ϕ(x)e/kBT je dle p°edpokladu malé. Dostaneme

σ ≈
∫ ∞

0

2cF
ϕ(x)e

kBT
dx = 2λcFϕ0

e

kBT
=
ε

λ
ϕ0 (6.6)

4�asto se pouºívají molality, I = 1
2

∑
i z

2
imi; z praktického hlediska není mezi ob¥ma vzorci roz-

díl, protoºe tato teorie i následující Debyeova�Hückelova teorie platí jen pro z°ed¥né roztoky, kde jsou
koncentrace v mol L−1 £íseln¥ rovny molalitám v mol kg−1
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Obrázek 6.3: Závislost potenciálu na vzdálenosti od elektrody pro Gouyovu�Chapmanovu
vrstvu pro ϕ0 = 50 mV (vlevo) a ϕ0 = 100 mV (vpravo). P°esné °e²ení je (A.5), p°ibliºné
°e²ení podle linearizované rovnice je (6.2). Potenciál (pro v¥t²í vzdálenosti) ubývá exponenciáln¥
v d·sledku stín¥ní náboje ionty opa£ného znaménka.

P°i výpo£tu jsme pouºili vztahy R = NAk a F = NAe. V této aproximaci je tedy ε/λ rovno
kapacit¥ Gouyovy�Chapmanovy dvojvrstvy (na jednotku plochy) jako kondenzátoru, λ je
tedy �vzdálenost desek� . Rovn¥º znaménka mají smysl: je-li náboj záporný (σ < 0), je
také potenciál záporný (ϕ0 < 0). Vzhledem k nelineární závislosti σ na ϕ se v²ak zpravidla
m¥°í diferenciální kapacita, dσ/dϕ.

6.3 Aktivitní koe�cienty v roztocích elektrolyt·:
Debye�Hückel

V¥t²ina mezimolekulárních interakcí je krátkodosahových � ubývají se vzdáleností rychle.
Nap°. odpuzování elektronových obal· exponenciáln¥, Londonovy (disperzní) síly i dal²í
interakce van der Waalsova typu (nap°. rotující dipóly) jako u(r) = r−6. Ale interakce ná-
boj�náboj jsou silné � energie ubývá jako r−1, viz obr. 6.4. Proto nem·ºe být objemová fáze
nabitá (náboje se rozute£ou) a u povrchu dochází ke stín¥ní (viz Gouyova�Chapmanova
vrstva).

Podobn¥ jako náboj nabitého povrchu je stín¥n i náboj kaºdého iontu. Matematickou
teorii tohoto jevu podali Debye a Hückel. Zjednodu²ující p°edpoklady této teorie jsou
podobné jako u Gouyova�Chapmanova modelu:

� Rozpou²t¥dlo je homogenní dielektrické kontinuum.
� Ionty (m·ºe být n¥kolik druh·) aproximujeme tuhou nabitou kuli£kou o pr·m¥ru
D (stejný pro v²echny ionty); jiné interakce zanedbáváme.

� Rozloºení iont· v okolí vybraného iontu popisujeme pravd¥podobnostn¥ jako spojité
rozloºení náboje (iontová atmosféra); korelace iont· v atmosfé°e zanedbáváme.

� Platí zeϕ ≪ kBT alespo¬ �pro v¥t²inu iont·� ; pro 1:1 elektrolyt to nastane pro
dostate£n¥ z°ed¥ný roztok (< 0.1mol dm−3), pro |z| > 1 aº pro mnohem z°ed¥n¥j²í
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helium T=300K helium T=10 000K

Obrázek 6.4: Ilustrace velikosti elektrostatických sil. Zatímco atomy helia za nízké teploty se
pohybují v¥t²inu £asu po úse£kách a jen ob£as se srazí, v plazmatu se ionty pohybují po k°ivých
trajektoriích, protoºe síly náboj-náboj jsou veliké

roztoky.
Výpo£et je podobný jako odvození Gouyovy�Chapmanovy vrstvy, jen probíhá ve sfé-

rických sou°adnicích okolo kulatého iontu. Rovn¥º výsledek je podobný, elektrostatický
potenciál je stín¥n faktorem exp(−r/λ):

ϕ(r) =


1

4πε

ze

r
bez stín¥ní

1

4πε

ze

r
exp(−r/λ) se stín¥ním

kde Debyeova délka (velikost iontové atmosféry) λ je dána vztahem (6.4).

P°íklad. Kolik molekul vody je v iontové atmosfé°e v roztoku NaCl o koncentraci 0.1mol L−1?
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Obrázek 6.5: Stín¥ný a nestín¥ný potenciál iont· ve vod¥ podle Debyeovy�Hückelovy teorie
pro ionty o pr·m¥ru 0.3 nm
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�e²ení. V minulém oddíle jsme spo£ítali λ = 0.96 nm.
�íselná hustota vody je N = ρ/M ×NA = 3.33×1028, tedy po£et molekul = 4

3πλ
3N = 124.

To není mnoho, koncentrace c = 0.1mol dm−3 je na hranici pouºitelnosti metody.

Iontová atmosféra je k iontu vºdy p°itahována, a proto je podle Debyeovy�Hückelovy
teorie dodatková parciální Gibbsova energie (dodatkový chemický potenciál) záporná,
aktivitní koe�cient je tedy men²í neº jedna. Za vysokých koncentrací iont·, kdy Debyeova�
�Hückelova teorie jiº neplatí, mohou být aktivitní koe�ciently v¥t²í neº 1.

Pro výpo£et aktivitního koe�cientu γi iontu uvaºujme nejprve ion v £istém rozpou²t¥-
dle (γi = 1). Ion vybijeme (integrujeme p°es náboj k nule), p°i£emº stanovíme reverzibilní
práci. Neutrální £ástici vloºíme do iontového roztoku; v rámci dané aproximace z·stane
aktivitní koe�cient roven jedni£ce. Pak £ástici nabijeme, tentokrát se zahrnutím energie
ion�iontová atmosféra. Výsledný vztah pro aktivitní koe�cient iontu i je

ln γi = −Az2i
√
Ic

1 + a
√
Ic

(6.7)

kde Debyeova�Hückelova konstanta A je teplotn¥ závislý parametr daný vlastnostmi roz-
pou²t¥dla,

A =
e3N2

A

√
2

8π(εRT )3/2
(
.
= 1.176 dm3/2mol−1/2 pro vodu 25 ◦C) (6.8)

a parametr a krom¥ rozpou²t¥dla závisí na velikostech iont· (p°edpokládáme, ºe v²echny
jsou stejn¥ velké, jinak by vzorce vy²ly mnohem sloºit¥j²í)

a =

√
2F 2

εRT
D (

.
= 1 dm3/2mol−1/2 pro D = 0.3 nm a vodu 25 ◦C) (6.9)

Pouºitelnost rovnic je do cca Ic = 0.1mol dm−3 pro jednomocné ionty. Aplikace pro více-
mocné ionty je omezena na je²t¥ men²í koncentrace a pro mnoho systém· (s párováním
iont· aj.) selhává úpln¥.

Zjednodu²ená a mén¥ p°esná varianta vztahu pro D = 0 (ionty jsou bodové náboje),
ln γi = −Az2i

√
Ic, se nazývá Debye·v-Hückel·v limitní zákon.

6.3.1 Roztok silného elektrolytu

Uvaºujme vodný roztok soli, nap°.

Al2(SO4)3 → 2Al3+ + 3 SO2−
4

Obecn¥ zapí²eme
Kν⊕Aν⊖ → ν⊕K

z⊕+ + ν⊖A
z⊖−

kde K a A symbolicky zna£í kation a anion, ν jsou stechiometrické koe�cienty a z nábojová
£ísla v absolutní hodot¥ (tedy z⊖ > 0).

S·l i roztok musí být neutrální, tedy musí platit

ν⊕z⊕ = ν⊖z⊖ (6.10)
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Obrázek 6.6: Závislost logaritmu st°edního aktivitního koe�cientu NaCl na odmocnin¥ iontové
síly (podle FCH II)

Pokud m¥°íme vlastnosti takového roztoku b¥ºnými metodami (nap°. tlak nasycených par
nad roztokem, rozpustnost aj.), nem·ºeme stanovit zvlá²´ aktivity jednotlivých iont·, ale
pouze jejich váºený pr·m¥r. Nap°. st°ední chemický potenciál soli v roztoku je

µ± =
ν⊕µ⊕ + ν⊖µ⊖

ν⊕ + ν⊖

a st°ední aktivita

a± = exp[(µ± − µ◦
±)/RT ] =

ν

√
a
ν⊕
⊕ a

ν⊖
⊖ , kde ν = ν⊕ + ν⊖

St°ední aktivitní koe�cient je

γ± = a±/(c/c
st) = ν

√
γ
ν⊕
⊕ γ

ν⊖
⊖

kde c je analytická koncentrace soli Kν⊕Aν⊖ . Po dosazení aktivitních koe�cient· iont·
z (6.7) a pouºití nábojové neutrality (6.10) dostaneme vztah, který nám pom·ºe zjedno-
du²it n¥které výpo£ty

ln γ±
Debye�Hückel

= −z⊖z⊕A
√
Ic

1 + a
√
Ic

Opakuji, ºe zde z⊖ > 0. Aktivitní koe�cient podle Debyeovy�Hückelovy teorie je vºdy
men²í neº 1.

Poznámka. Vyjad°ování sloºení pomocí koncentrací ci = ni/V n¥kdy komplikuje výpo£ty,
protoºe objem V se m¥ní jak p°i sm¥²ování £i rozpou²t¥ní tak i s teplotou. Tyto problémy
odstra¬uje pouºití molalit, které proto najdete ve speciální elektrochemické literatu°e. Nap°.
iontová síla je pak de�novaná vztahem

I =
1

2

∑
j

z2jmj (6.11)

a nezávisí na teplot¥. P°i nízkých koncentracích platí Ic/(mol dm−3) ≈ I/(mol kg−1).

http://www.vscht.cz/fch/cz/pomucky/FCH4Mgr.pdf
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6.3.2 Aplikace

P°íklad. Vypo£t¥te:
a) st°ední aktivitní koe�cient iont· v ⊙ CaCl2, c = 0.01mol dm−3;
b) st°ední aktivitní koe�cient iont· v ⊙ CH3COOH, c = 0.1mol dm−3, je-li stupe¬ disociace

α = 0.013;
c) aktivitní koe�cient proton· v ⊙ H2SO4, c = 0.01mol dm−3, je-li disociace do 1. stupn¥

úplná a do 2. stupn¥ 60%

�e²ení. a) 0.71; b) 0.960; c) 0.859.

Jiº víte, ºe rozpustnost málo rozpustné soli (nap°. BaSO4) klesne v roztoku obsa-
hujícím jeden z iont· (nap°. Ba(NO3)2 nebo Na2SO4). Rozpustnost málo rozpustné soli
v roztoku obsahujícím jiné ionty (nap°. BaSO4 v roztoku NaCl) bude naopak v¥t²í. To je
proto, ºe ostatní ionty prost°ednictvím iontové atmosféry stabilizují ionty málo rozpustné
soli v roztoku, tj. klesne jejich aktivitní koe�cient a pro dosaºení téhoº sou£inu aktivit je
pot°eba iont· víc. P°ipome¬me, ºe rozpustnost se také m·ºe zm¥nit v d·sledku zm¥ny
pH, dochází-li k hydrolýze, nap°. pro ²´avelan (oxalát) vápenatý v ⊙ kyseliny ²´avelové,
vápenec a oxid uhli£itý aj.

P°íklad. Sou£in rozpustnosti síranu barnatého je 1.0×10−10. Vypo£t¥te rozpustnost BaSO4 a)
v £isté vod¥ a b) v 0.01 M roztoku NaCl.

�e²ení. a) Bilance je jednoduchá, platí [Ba2+] = [SO4
2−] = c. V aproximaci nekone£ného

z°ed¥ní (c/cst)2 = Ks = 1.0×10−10, takºe c = 1×10−5mol L−1. Iontová síla je Ic = 4c a aktivitní
koe�cient γ± ≈ exp(−2 · 2 · A

√
Ic) = 0.97. To je skoro 1. Chceme-li být p°esn¥j²í, napí²eme

a⊕a⊖ = (γ±c/c
st)2 = Ks, z £ehoº spo£teme opravenou hodnotu c = 1.03×10−5mol dm−35

b) Koncentrace síranu barnatého je proti NaCl zanedbatelná, a proto je iontová síla tvo°ena
p°eváºn¥ ionty Na+ a Cl−, Ic = 0.01mol dm−3. St°ední aktivitní koe�cient Ba2+ a SO4

2− je
γ± = exp(−2 · 2 ·A

√
Ic/(1 + a

√
Ic)) = 0.652. Proto c = cst

√
Ks/γ± = 1.5×10−5mol dm−3.

Pamatujte

Je-li nabitý povrch pono°en do iontového roztoku:

� ionty opa£ného znaménka se mohou adsorbovat (Helmholtz·v model), a tak stíní povr-
chový náboj;

� ionty opa£ného znaménka se p°ednostn¥ vyskytují v roztoku poblíº povrchu a postupn¥
stíní povrchový náboj (Gouyova�Chapmanova difuzní vrstva);

� oba jevy se mohou kombinovat (Stern·v model).

Pro difuzní vrstvu je typické, ºe náboj v roztoku i potenciál ubývají exponenciáln¥ se vzdáleností
d od povrchu, ∝ exp(−d/λ), kde Debyeova stínící délka λ klesá se zvy²ující se koncentrací.

Obdobn¥ je stín¥n náboj kaºdého iontu iontovou atmosférou. D·sledkem je sníºení aktivity
iont·, které lze p°ibliºn¥ spo£ítat pomocí Debyeovy�Hückelovy teorie.

5Obecn¥ v p°ípad¥ koncentrovan¥j²ích roztok· musíme proces opakovat, dokud se výsledek nem¥ní.
Alternativn¥ °e²íme (nelineární) rovnici vhodným softwarem.



Kapitola 7

Nernstova rovnice

Nernstovu rovnici jste probírali ve Fyzikální chemii I. Zde základní pojmy zopakujeme a
roz²í°íme.

7.1 Elektrolytický a galvanický £lánek

Okolo r. 1860 rozd¥lil Beketov kovy podle ochoty reagovat s kyselinami. Krátká zmoder-
nizovaná verze jeho °ady je:

⊖ Li, Ca, Al, Mn, Cr ≈ Zn, Cd ≈ Fe, Pb, [H2], Cu, Ag, Au ⊕

Kovy vlevo se snadno oxidují, tj. uvol¬ují elektron. Kovy vpravo jsou u²lechtilé a nesnadno
se rozpou²t¥jí, naopak jejich kationty se snadno redukují. Vloºíme-li do roztoku dva r·zné
kovy, bude ten lev¥j²í záporný (snáze uvol¬uje záporný elektron), prav¥j²í kladný.

Elektrochemický £lánek je soustava sloºená ze dvou elektrod a elektrolytu, kte-
rou prochází £i m·ºe procházet elektrický proud. Do elektrolytického £lánku dodávám
proud (elektrickou energii), abych uskute£nil reakci. Typickým p°íkladem je elektrolýza
vody za vzniku t°askavého plynu. Z galvanického £lánku získávám energii (baterie,
akumulátory). Ve fyzikální chemii máme rádi rovnováhu, nebo´ pak m·ºeme aplikovat
ma²inerii chemické termodynamiky. Proto zavádíme tzv. rovnováºný galvanický £lá-
nek. Ten elekt°inu ani nespot°ebovává ani nevyrábí, ale m·ºe, pokud velmi málo zm¥níme
nap¥tí; podstatné je, ºe v tomto p°ípad¥ d¥je probíhají vratn¥ a obrácením nap¥tí do-
cílíme p°esn¥ opa£né zm¥ny. Rovnováºnému £lánku se blíºí (podle r·zných parazitních
reakcí více £i mén¥) reálný £lánek v bezproudovém stavu.

V elektrochemii de�nujeme anodu jako elektrodu, na které dochází k oxidaci (odní-
mání elektron·) a katodu jako elektrodu, na které dochází k redukci (p°íjmu elektron·).
To je v souladu s fyzikální de�nicí, kdy anoda je elektroda, do které p°itéká konven£ní
proud (tj. tok kladných £ástic) neboli z které odtékají záporné elektrony. Naopak katoda
je elektroda, ze které vytéká konven£ní proud. Pou£ka �anionty jdou k anod¥� (protoºe
záporné anionty jsou p°itahovány kladnou anodou) tak platí jen pro elektrolýzu: anionty
se na anod¥ vybijí (odevzdají elektron), tj. zoxidují. P°íklady:

109
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elektrolytický £lánek galvanický £lánek

CuCl2(aq.) CuCl2(aq.)

⊕ ⊖ ⊕⊖
←
Cl2

Cl2

←Cl
−

→
Cu2+

Cu
←Cl

−
Pt

→
Cu2+

Cu

��
��
I
-

�

��
��
I
-

�

anoda katoda anoda katoda
�anionty jdou k anod¥�

Obrázek 7.1: Elektrolytický £lánek: katoda, anoda a sm¥r konven£ního proudu

anoda � oxidace katoda � redukce

Cu → Cu2+ + 2 e− Cu2+ + 2 e− → Cu

2Cl− → Cl2 + 2 e− Cl2 + 2 e− → 2Cl−

V £lánku jsou oxidace a redukce odd¥leny, p°evod náboje se uskute£¬uje uzav°ením
obvodu. Elektrody (polo£lánky) mohou být odd¥leny pórovitou p°epáºkou, solným m·st-
kem, membránou aj. Podle konvence zapisujeme anodu vlevo a katodu vpravo. Pouºíváme
následující zna£ení:

⊖ záporná elektroda (anoda) ⊕ kladná elektroda (katoda)

| fázové rozhraní
... kapalinové rozhraní (pórovitá p°epáºka)

∥ solný m·stek
...
... polopropustná membrána

Nap°. galvanický £lánek z obr. 7.1 m·ºeme zapsat takto:

⊖ Cu(s) | CuCl2(c = 0.1mol dm−3) | Cl2(p = 95 kPa) | Pt ⊕

Rovnováºné nap¥tí £lánku (star²í názvy: elektromotorické nap¥tí nebo elektromo-
torická síla (EMS)), angl. cell potential (electromotive force, emf) se m¥°í v bezproudovém
stavu, aby byla zaru£ena reverzibilita proces·. Nap¥tí £lánku budeme zna£it E, p°ípadn¥
∆ϕ (rozdíl potenciál·).

Jako nelze tlesknout jednou rukou, nelze m¥°it potenciál jedné elektrody. Vºdy m¥-
°íme nap¥tí (rozdíl potenciál·) dvou elektrod. Nula je proto stanovena konvencí, je to
standardní vodíková elektroda, coº je elektroda s reakcí

2H+ (aq) + 2 e− → H2 (g)

kde aktivity proton· i plynného vodíku jsou jedni£ky, aH+ = 1 (pH=0) a aH2 = 1
(pH2 = pst). Vodíkovou elektodu realizujeme platinovým plí²kem pokrytým platinovou
£erní (porézní platina s velkým povrchem) a syceným vodíkem.
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Elektrodový potenciál elektrody X je de�nován jako nap¥tí £lánku

⊖ H2 (a = 1) | H+ (a = 1) | X ⊕

Podle konvence je to vºdy reduk£ní potenciál. Standardní (reduk£ní) potenciál elektrody je
její reduk£ní potenciál, jestliºe v²echny látky ú£astnící se reakce mají jednotkové aktivity,
nap°. E◦

Cu2+|Cu
= 0.337V, E◦

Cl2|2Cl−
= 1.360V (p°i 25 ◦C).

Jestliºe reakce pí²eme tak, jak probíhají, kdyº £lánek dává proud, je nap¥tí £lánku
sou£tem:

reakce = (redukce na katod¥) + (oxidace na anod¥), E = Ered
katoda + Eox

anoda

Jestliºe ob¥ reakce pí²eme reduk£n¥, pak ode£ítáme anodu od katody:

reakce = (redukce na katod¥) − (redukce na anod¥), E = Ered
katoda − Ered

anoda

7.2 Termodynamika vratného £lánku

7.2.1 Nernstova rovnice

Uvaºujme redoxní reakci (1.1). Vratnost (reverzibilita) znamená, ºe d¥je lze obrátit ma-
lou zm¥nou nap¥tí od rovnováºného. V £lánku nesmí probíhat ºádné parazitní reakce
(rozpou²t¥ní kovu), difuze £i p°evod p°es kapalinové rozhraní aj. Podle rov. (2.3) je pak
reak£ní Gibbsova energie za konstantní teploty a tlaku rovna práci jiné neº objemové, coº
je zde práce elektrická

∆rGm = Wel = −qE = −zFE [p, T ]

Záporné znaménko je dáno konvencí. (P°edstavte si baterii, která dává energii, pak
∆rGm < 0. Podle konvence je nap¥tí kladné, E > 0, takºe p°ed qE musí být minus.)

Za pouºití vám jist¥ známých vztah· ∆rGm =
∑

i νiµi a µi = µ◦
i +RT ln ai dostaneme

tzv Nernstovu rovnici

E = E◦ − RT

zF
ln

(∏
i

aνi
i

)
(7.1)

kde z je po£et p°enesených elektron·.

Poznámka. Pro redukci jedné látky na jedné elektrod¥,

Aox + z e− → Ared

se Nernstova rovnice uvádí ve tvaru

E = E◦ +
RT

zF
ln
aox

ared
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Rovnováºná konstanta reakce probíhající v £lánku je

K = exp[−∆rG
◦
m/RT ] = exp[zFE◦/RT ]

Standardní rovnováºné nap¥tí £lánku souvisí se standardní reak£ní Gibbsovou energií
vztahem ∆rG

◦
m = −zFE◦. Z tabelovaných hodnot ho dostaneme ode£tením anody od

katody,
E◦ = E◦,redkatoda − E

◦,red
anoda

Je-li v daném okamºiku ∆rG < 0, je nap¥tí kladné (E > 0) a £lánek dává (m·ºe
dávat) proud. Pokud E = 0 neboli ∆rG = 0, je £lánek vybitý a reakce je v rovnováze
(nezam¥¬ujte s rovnováºným nap¥tím u vyváºeného £lánku).

P°íklad. Jak závisí reduk£ní potenciál vodíkové elektrody na aktivit¥ proton· za teploty 25 ◦C?

�e²ení.
2H+ + 2e− → H2

Výraz za logaritmem je tvo°en stejn¥ jako p°i výpo£tu rovnováhy:

E = E◦ − RT

2F
ln
aH2

a2
H+

(7.2)

Pro vodíkovou elektrodu platí E◦ = 0. Pro konstantní tlak vodíku a konstantní nap¥tí referen£ní
elektrody (kterou musíme v obvodu mít) máme

E = const +
RT

F
ln aH+ = const +

RT ln 10

F
log10 aH+

.
= const− 0.05916V× pH

Zvý²ení pH o 1 sníºí nap¥tí vodíkové elektrody (i jiných elektrod citlivých na H+) o 59 mV.

7.2.2 Závislost nap¥tí £lánku na teplot¥

Prom¥°ením rovnováºného nap¥tí £lánku v závislosti na teplot¥ dostaneme i dal²í veli£iny.
Opakuji, ºe studujeme vratný d¥j za konstantní teploty a tlaku a ºe se koná elektrická
práce. Z rovnice pro dG, odd. 2.2, p°ímo vyjád°íme

∆rSm = −
(
∂∆rGm

∂T

)
p

= zF

(
∂E

∂T

)
p

a po n¥kolika úpravách dostaneme i entalpii

∆rHm = −T 2

(
∂(∆rGm/T )

∂T

)
p

= zFT 2

(
∂(E/T )

∂T

)
p

Reak£ní teplo dostaneme z entropie (druhý termodynamický zákon pro vratné d¥je)

Qm = T∆rSm

Pozor, reak£ní teplo se nerovná reak£ní entalpii, protoºe se koná i elektrická práce1!
Místo toho platí

1Q = ∆H platí za konstantního tlaku, pokud se koná jen objemová práce.
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∆rU = Q+W = Q− p∆rV +Wel

∆rH = ∆rU +∆r(pV )
[p]
= ∆rU + p∆rV = Q+Wel

Obdobné vztahy platí i pro standardní veli£iny(p = pst, jednotkové aktivity), nap°.:

∆rS
◦
m = −

(
∂∆rG

◦
m

∂T

)
p

= zF

(
∂E◦

∂T

)
p

7.2.3 Reduk£ní potenciály mezi r·znými oxida£ními £ísly

Jedna látka (ion) se m·ºe vyskytovat v r·zných oxida£ních stupních. P°i p°epo£tu si
musíme uv¥domit, ºe aditivní jsou (podle Hessova zákona) reak£ní Gibbsovy energie,
nikoliv reduk£ní potenciály.

P°íklad. E◦(Cr2+|Cr) = −0.913V, E◦(Cr3+|Cr) = −0.744V. Vypo£t¥te E◦(Cr3+|Cr2+).
�e²ení. Napí²eme si ob¥ reakce pod sebe a k nim p°íslu²né standardní reak£ní Gibbsovy energie,
na£eº je se£teme:

Cr2+ + 2 e− → Cr ∆rG
◦
m = −2F · (−0.913V)

Cr3+ + 3 e− → Cr ∆rG
◦
m = −3F · (−0.744V)

Cr3+ + 1 e− → Cr2+ ∆rG
◦
m = −1F · E◦(Cr3+|Cr2+)

Ze sou£tu
−1F · E◦(Cr3+|Cr2+) = −3F · (−0.744V) + 2F · (−0.913V)

pak okamºit¥ dostaneme hledaný reduk£ní potenciál

E◦(Cr3+|Cr2+) = 3 · (−0.744V)− 2 · (−0.913V) = −0.406V

7.3 Elektrody, £lánky, baterie

7.3.1 Druhy elektrod

Elektrody se t°ídí na n¥kolik druh·. Nejjednodu²²í jsou elektrody prvního druhu, na
kterých dochází k jednoduché reakci mezi materiálem elektrody a iontem. Podle iontu
rozli²ujeme kationtové a aniontové elektrody, podle materiálu pak elektrody kovové, amal-
gamové (kov je rozpu²t¥n ve rtuti) a nekovové, jejichº nej£ast¥j²ím typem jsou plynové.

Jednoduchá kovová kationtová elektroda je zinek pono°ený do kyseliny, reduk£n¥ za-
psáno Zn2+|Zn ⊕. Standardní reduk£ní potenciál je dosti záporný, EZn2+|Zn = −0.763 V.
Proto bude ve v¥t²in¥ £lánk· tato elektroda vlevo (⊖ Zn|Zn2+) a zinek se bude rozpou²t¥t
(bude docházet k oxidaci).

Vodíková elektroda je kationtová a plynová.
Ob£as pouºívané aniontové plynové elektrody jsou chlorová a kyslíková. Plynné látky

reagují na vhodném inertním nosi£i o velkém povrchu, nap°. platinové £erni na platin¥.
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O chlorové elektrod¥ jsme jiº mluvili. U kyslíkové elektrody OH−|O2|Pt ⊕ je t°eba si
uv¥domit, ºe volný O2− neexistuje. Reakci lze zapsat r·znými zp·soby, nap°.

1
2 O2 + 2 e− → O2−?

+H2O→ 2OH−

nebo v kyselém prost°edí vhodn¥ji

1
2 O2 + 2 e− + 2H+ → H2O

V elektrodách druhého druhu se reakce ú£astní málo rozpustná s·l £i hydroxid nebo
oxid. P°íkladem je chloridost°íbrná (argentochloridová) elektroda, Cl− | AgCl | Ag ⊕.
Reakci dostaneme jako sou£et rozpou²t¥ní AgCl na ionty a redukce Ag+:

AgCl(s) → Ag+ + Cl−

Ag+ + e− → Ag(s)

AgCl(s) + e− → Ag+ Cl−

Napi²me si nyní Nernstovu rovnici pro výslednou reakci

EAgCl |Ag |Cl− = E◦
AgCl |Ag |Cl−

− RT

F
ln
aAg · aCl−

aAgCl

= E◦
AgCl |Ag |Cl−

− RT

F
ln aCl−

protoºe AgCl a Ag jsou ve standardním stavu a mají jedni£kové aktivity. Vidíme, ºe
elektroda je citlivá na koncentraci chloridového iontu. K p°evodu ze st°íbrného iontu
dochází prost°ednictvím vztahu aAg · aCl− = Ks, kde Ks je sou£in rozpustnosti AgCl.

Podobná je kalomelová elektroda Cl− | Hg2Cl2 | Hg ⊕ daná reakcí

Hg2Cl2(s) + 2 e− → 2Hg+ 2Cl−

Elektrody druhého druhu mají stabilní nap¥tí, snadno se realizují, a proto slouºí jako
referen£ní elektrody. Vyskytují se i v akumulátorech, nap°. v olov¥ném.

Redox elektrody jsou zaloºeny na r·zných oxida£ních stupních jedné látky, nap°.
na Sn4+ | Sn2+ | Pt ⊕ probíhá reakce

Sn4+ + 2 e− → Sn2+

Tzv. chinhydronová (quinhydrone) elektroda je vhodná pro m¥°ení pH v rozsahu 1�8.
Obsahuje nasycený roztok chinonu (quinone) a hydrochinonu (hydroquinone) v pufru.
Probíhá reakce

O O(s) + 2H+ + 2 e− → HO OH(s)

chinon (Q) hydrochinon (HQ)

Nernstova rovnice pro tento polo£lánek je

EQ|HQ = E◦
Q|HQ −

RT

2F
ln

aHQ
aQ · a2H+

= E◦
Q|HQ +

RT

F
ln aH+

.
= (0.699− 0.059 · pH)V
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nebo´ aQ = aHQ = 1 (p°i pouºití standardního stavu £istá látka pro Q i HQ).
Iontov¥ selektivní elektrody jsou zaloºeny na membrán¥ propou²t¥jící jen n¥které ionty.

Nap°. membrána ze speciálního tenkého skla �propou²tí H+ � (p°esn¥ji dochází k p°e-
vodu pomocí dal²ích kationt·). Vztah pro závislost nap¥tí na aktivit¥ proton· odvodíme
v odd. 8.2.1, vyjde

E = konst− RT

F
ln a(H+,⊙) = konst− RT

F
· ln 10 · pH

tj. op¥t platí Nernstova rovnice. Sklen¥ná elektroda se pouºívá pro m¥°ení pH v rozsahu
2�12.

7.3.2 �lánky

B¥ºné �baterie� , tj. £lánky a akumulátory, jsou tzv. chemické £lánky, kdy zdrojem (Gi-
bbsovy) energie je energie chemická. V koncentra£ních £láncích m·ºeme nap¥tí získat i
z rozdílu koncentrací elektrolytu, p°ípadn¥ i elektrody (r·zné koncentrace kovu v amal-
gámu).

Ob¥ elektrody mohou sdílet spole£ný elektrolyt (£lánky bez p°evodu). U £lánk· s p°e-
vodem jsou ob¥ elektrody odd¥leny. Nejjednodu²²ím p°ípadem je tzv. kapalinové rozhraní,
coº je pórovitá p°epáºka (frita, diafragma), která zabra¬uje mísení obou elektrolyt·, ale
umoº¬uje difuzi. Difuze je v²ak nevratný d¥j, a proto na tomto rozhraní vzniká tzv. kapali-
nový potenciál. Ten se omezí tzv. solným m·stkem, coº je trubice s vhodným elektrolytem
(nap°. roztok KCl � pro£ viz odd. 8.3.2) uzav°eným dv¥ma diafragmami, které se vloºí do
obou roztok·; p°i výpo£tu m·stek �ignorujeme� . Polymerní i jiné membrány jsou vhodné
tam, kde pot°ebujeme p°evést jen n¥které ionty.

Poznámka. Máte-li k dispozici voltmetr, m·ºete zkusit zm¥°it tzv. citronovou baterii �
do citronu, jablka ap. zapíchn¥te h°ebík (nejlep²í je pozinkovaný) a m¥d¥ný drátek £i minci
(o£i²t¥ná desetikoruna), p°ípadn¥ tuhu (gra�tovou) z tuºky aj. Na anod¥ dochází k oxidaci
ºeleza (p°íp. zinku), na katod¥ k redukci kyslíku, p°íp. r·zných organických látek jako je
vitamin C.

P°íklad. Na vrcholu Sn¥ºky (1602 m n.m.) jsme do roztoku HCl (c = 0.01mol dm−3) pono°ili
platinovou elektrodu sycenou vodíkem a st°íbrný drátek pokrytý AgCl. Standardní reduk£ní
nap¥tí argentochloridové elektrody je 0.222V (pst = 101 325 Pa). Jaké nap¥tí nam¥°íme? Aplikace
Aladin ukazuje tlak 999 hPa. Teplota vzduchu (M = 29 gmol−1) byla 25 ◦C.

�e²ení. Meteorologové uvád¥jí tlak p°epo£tený na hladinu mo°e. Proto vypo£teme tlak na
Sn¥ºce z barometrické rovnice, (4.13):

p = 99900Pa× exp

(
−0.029 kgmol−1 · 9.81ms−1 · 1602m

8.314 JK−1mol−1298.15K

)
.
= 83128Pa

Aktivita vodíku je

aH2 =
83128Pa
101325Pa

= 0.8204

Pak stanovíme aktivitu obou iont·, H+ a Cl−. V aproximaci nekone£ného z°ed¥ní platí aH+ =
aCl− = 0.01. Chceme-li být p°esn¥j²í, pouºijeme Debyeovu�Hückelovu teorii; dostaneme γ± =
0.8986 £ili a± = aH+ = aCl− = 0.008986.
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Nevíme, co je katoda a co anoda, ale to nevadí. Zapi²me £lánek schématem

⊖ Ag | AgCl(s) | HCl(0.01mol dm−3) | H2(83128Pa) | Pt ⊕

Reduk£ní nap¥tí vodíkové katody je podle (7.2)

Evpravo = 0− RT

F
ln
a
1/2
H2

aH+

Redukce na argentochloridové elektrod¥ je AgCl+e− → Ag+Cl− a reduk£ní nap¥tí argentochlo-
ridové elektrody je

Evlevo = 0.222V− RT

F
ln aCl−

Protoºe argentochloridová elektroda je vlevo a dochází na ní k opa£né reakci (oxidaci), budeme
nap¥tí ode£ítat2. Celkem

E = Evpravo − Evlevo = −0.222V− RT

F
ln

0.82041/2

0.0089862
.
= −0.4616V

Vy²lo nám záporné £íslo, coº neodpovídá konvenci. To znamená, ºe musíme prohodit katodu
a anodu: vodíková elektroda vlevo, argentochloridová vpravo. Nap¥tí takového £lánku je pak
0.4616 V. (V aproximaci nekone£ného z°ed¥ní vyjde 0.4561 V, coº je experimentáln¥ odli²itelné
od p°esn¥j²ího 0.4616 V.)

7.3.3 Baterie a akumulátory

B¥ºné slovo �baterie� správn¥ znamená soustavu elektrochemických £lánk· spojených za
sebou (pro zvý²ení nap¥tí), p°ípadn¥ vedle sebe (zvý²ení proudu). Z obrovského mnoºství
�baterií� zde uvedu dv¥ nejpouºívan¥j²í.

Alkalický £lánek m·ºeme zapsat schématem

⊖ Zn | KOH (gel) | MnO2 ⊕

Je zaloºen na oxidaci zinku, který za alkalických podmínek skon£í jako oxid ZnO £i hyd-
roxid, a na redukci MnIV na MnIII (ve form¥ Mn2O3 nebo MnOOH):

Zn+ 2OH− → ZnO+ H2O+ 2 e−

2MnO2 + H2O+ 2e− → Mn2O3 + 2OH−

Lithiové £lánky jsou výhodné, protoºe lithium je lehké a má vysoký potenciál (ty-
pické nap¥tí £lánku je 3 V). Katody jsou r·zné, nap°. burel (MnO2), r·zné sm¥sné oxidy;
viz téº Li-ion níºe. Elektrolyt je s·l (nap°. LiBF4) v organickém polárním rozpou²t¥dle
(vodu pouºít nelze, protoºe s kovovým lithiem reaguje):

Li → Li+ + e−

MnIVO2 + Li+ + e− → MnIIILiO2

2Tento nedidaktický zp·sob výpo£tu pouºívám kv·li kompatibilit¥ s ostatními p°edm¥ty
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Tém¥° kaºdý £lánek se dá alespo¬ trochu nabít, ale pro praktické aplikace pot°ebujeme
akumulátory, které snesou mnoho cykl· s minimální ztrátou kapacity. V moderních
£láncích ozna£ovaných Li-ion a Li-polymer je op¥t lithium, tentokrát ale ne ve form¥
kovu, ale jako tuhý roztok v matrici z uhlíku; je pot°eba alespo¬ 6 uhlík· na jeden atom
Li, takºe hmotnost akumulátoru ve srovnání s £lánky roste:

⊖ Li (v C) |LiBF4 nebo polymer |LiCoO2.CoO2 ⊕

Kladná elektroda3 je podobná jako v lithiových £láncích, nap°. (ve vybité form¥) LiCoO2

skládající se z vrstev CoO2 proloºených (interkalovaných) vrstvami lithných kationt·.
P°i nabíjení £ást Li+ p°ejde do roztoku (a pak na Li) a £ást CoIII na CoIV beze zm¥ny
struktury.

Star²í £lánky nikl-metalhydrid mají místo lithia vodík (v hydridu MH, M = LaNi5,
CeAl5, TiNi2 . . . ) a místo kobaltu nikl:

⊖ H | MH | KOH(aq ) | Ni(OH)2 | β-NiOOH | Ni ⊕

Výhodou olov¥ného akumulátoru je velký proud, proto se pouºívá pro startování
aut

⊖ Pb |PbSO4 (s) |H2SO4 (20�30 hm.%) |PbO2(s) |PbSO4 (s) |Pb ⊕

Celková reakce p°i vybíjení je

Pb+ PbO2 + 2H2SO4

vybjen→←
nabjen

2PbSO4 + 2H2O

a po rozepsání na anodu a katodu

Pb+ SO4
2− → PbSO4 (s) + 2 e−

PbO2 + SO4
2− + 4H+ + 2e− → PbSO4 (s) + 2H2O

Palivové £lánky se li²í od b¥ºných £lánk· tím, ºe palivo je kontinuáln¥ p°ivád¥no a
reaguje. Existuje mnoho typ·. V nejb¥ºn¥j²ím se na anod¥ oxiduje plynný vodík,

H2 → 2H+ + 2 e−

Vzniklé protony procházejí membránou, nap°. Na�on:

3Termín·m katoda a anoda se zde budu vyhýbat, protoºe jejich význam je jiný p°i nabíjení a jiný p°i
vybíjení
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a reagují s kyslíkem na katod¥,

1

2
O2 + 2H+ + 2 e− → H2O

K reakci je pot°ebný katalyzátor (zpravidla platina) a vodík musí být velmi £istý. Ú£innost
není oslnivá, a proto se £lánek zah°ívá, coº (p°i masivn¥j²ím pouºití) zp·sobuje problémy.
Technické problémy se zvy²ují v p°ípad¥ b¥ºn¥j²ích paliv neº je vodík. Dá se konstatovat,
ºe palivové £lánky zatím nesplnily nad¥je do nich vkládané na �zelenou energii� ; krom¥
toho, ºe p°eváºná v¥t²ina vodíku se stejn¥ vyrábí z fosilních paliv.

7.4 Sou£in rozpustnosti

Jiº jsme se zmínili, ºe v elektrodách druhého druhu (nap°. AgCl |Ag |Cl−), se p°evádí
potenciál elektrody prvního druhu (nap°. Ag+|Ag) pomocí málo rozpustné soli. Pokud
naopak známe (zm¥°íme za vhodných podmínek) rekuk£ní potenciály elektrody prvního i
druhého druhu se stejnými ionty, kombinací zákonit¥ dostaneme sou£in rozpustnosti jejich
soli.

P°íklad. Stanovte sou£in rozpustnosti AgCl ze standardních reduk£ních potenciál· p°i 25 ◦C.
Data: E◦(Ag|Ag+) = 0.799V, E◦(Ag|AgCl|Cl−) = 0.222V.

�e²ení.
⊖ Ag | AgCl(aq) | AgCl(s) | Ag ⊕

Ob¥ reakce zapí²eme reduk£n¥:

⊖ : Ag+ + e− → Ag ∆rG
◦ = −FE◦

Ag+|Ag × (−1)

⊕ : AgCl+ e− → Ag+ Cl− ∆rG
◦ = −FE◦

Ag|AgCl|Cl− × (+1)

AgCl → Ag+ + Cl− ∆rG
◦ = −F (E◦

Ag|AgCl|Cl− − E
◦
Ag+|Ag)

Ks = exp

(
−∆rG

◦

RT

)
= exp

[
F

RT
(E◦

Ag|AgCl|Cl− − E
◦
Ag+|Ag)

]
= 1.76×10−10

V²imn¥te si téº, ºe pro £lánek nakrátko (virtuální Ag v ⊙ AgCl) p°ejde Nernstova rovnice

E = 0 = (E◦
Ag|AgCl|Cl− − E

◦
Ag+|Ag)−

RT

F
ln(aCl− · aAg+)

v podmínku rovnováhy
aCl− · aAg+ = Ks

7.5 Kinetika elektrodových d¥j·

Reakci na elektrod¥ si m·ºeme rozd¥lit na n¥kolik krok·:
1. difuze reaktant· k elektrod¥,
2. p°ípadn¥ reakce ve vrstv¥ roztoku, která t¥sn¥ p°iléhá k povrchu elektrody,
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3. adsorpce reaktant· na elektrod¥,
4. p°enos elektron· mezi adsorbovanými molekulami £i ionty výchozích látek a elek-

trodou,
5. desorpce produkt· z elektrody,
6. p°ípadn¥ reakce ve vrstv¥ roztoku, která t¥sn¥ p°iléhá k povrchu elektrody,
7. difuze produkt· sm¥rem od elektrody.

Kdyº to n¥kde vázne, nastává polarizace elektrod. Koncentra£ní polarizace je zp·so-
bena pomalou difuzí (body 1., 7.). Chemická polarizace �otravou� produkty reakce.

P°ep¥tí (overpotential) η je nap¥tí, o které musíme zvý²it nap¥tí oproti rovnováº-
nému, aby probíhala elektrolýza. V galvanickém £lánku naopak nam¥°íme mén¥. P°ep¥tí
m·ºe být zp·sobeno mnoha efekty. Aktiva£ní p°ep¥tí je analogií aktiva£ní energie a je
dáno bariérou na reak£ní koordinát¥, kterou je pot°eba p°ekonat. Toto p°ep¥tí závisí na
materiálu elektrod (vodík: na Pt £erni: −0.07V, na kovové Pt: −0.16V, Pb: −0.71V, Hg:
−0.85V). Koncentra£ní p°ep¥tí zp·sobené koncentra£ní polarizací roste (v absolutní
hodnot¥) s proudovou hustotou (p°ibliºn¥ logaritmicky).

P°ep¥tí zvy²uje spot°ebu energie p°i elektrolýze, protoºe musíme pouºít vy²²í nap¥tí
neº rovnováºné. Naopak vysoké p°ep¥tí vodíku na kovech umoº¬uje vybíjet i mén¥ u²lech-
tilé kovy, nap°. chrom, £ehoº se vyuºívá p°i galvanickém pokovování. Existence olov¥ného
akumulátoru je umoºn¥na velkým p°ep¥tím vodíku, bez n¥j by se p°i nabíjení vyvíjel
vodík.

7.6 Koroze

Není dobré ukládat do zem¥ £i obdobného vlhkého prost°edí konstrukci sloºenou ze dvou
(vodiv¥ spojených) kov·, nap°. hliník a ocel. Vytvo°í se zkratovaný galvanický £lánek a
mén¥ u²lechtilý kov (anodická fáze, ⊖) bude rychle korodovat. V men²í mí°e zp·sobuje
tato galvanická koroze i reziv¥ní ocele, protoºe ocel se skládá z krystalových zrn s mírn¥
odli²nými vlastnosti (potenciálem).

Jev se ale dá vyuºít i k tzv. katodické ochran¥ lodí, potrubí aj. Do vody pono°íme £i
do zem¥ zakopeme anodu z levného materiálu (zinek, hliník). Vytvo°í se £lánek, anoda
sice koroduje, ale cenn¥j²í katoda (⊕) je chrán¥na. Pro ocelové lod¥ v korozivní mo°ské
vod¥ sta£í tato pasivní ochrana. P°i aktivní ochran¥ (nap°. potrubí v zemi) aplikujeme
je²t¥ nap¥tí (na anodu kladné, na chrán¥nou konstrukci záporné). U v¥t²ích konstrukcí
jsou nap¥tí aº 50 V a proudy aº 50 A.

7.7 Elektroanalytické metody

Ve Fyzikální chemii I jste se setkali s coulometrií, p°i níº se m¥°í obvodem pro²lý náboj,
který zp·sobil n¥jakou chemickou p°em¥nu, nap°. vývin t°askavého plynu £i elektroly-
tické vylou£ení kovu (m¥di, st°íbra). Je to pom¥rn¥ p°esná metoda, lze ji pouºít nap°. ke
kalibraci ampérmetr·.

Potenciometrie je zaloºena na m¥°ení nap¥tí (£lánku) v bezproudovém stavu. Z na-
p¥tí se stanoví aktivita £i koncentrace iontu £i látky podle Nernstovy rovnice. Tak sta-
novíme pH (a z pH t°eba konstanty kyselosti), sou£in rozpustnosti, aktivitní koe�cienty
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Obrázek 7.2: Vlevo: p°íklad polarogramu (podle http://canov.jergym.cz/objevite/objev2/hey.htm);
drobné ²patn¥ viditelné vlnky odpovídají r·stu a odpadnutí kapky. Vpravo: p°íklad cyklické
voltametrie pro jednu reverzibilní redox reakci � p°i vzr·stu nap¥tí vzr·stá proud díky redukci
na elektrod¥, ale p°i vy²²ích nap¥tích klesne, protoºe se spot°ebovala oxidovaná a/nebo vznikla
redukovaná forma poblíº elektrody (koncentra£ní polarizace); záporný proud je pak zp·soben
zp¥tnou reakcí takto nashromáºd¥ných produkt·

aj. P°i potenciometrických titracích nastane bod ekvivalence tehdy, kdyº p°i malé zm¥n¥
koncentrace iontu (typicky H+) dojde k velké zm¥n¥ m¥°eného nap¥tí.

P°i voltametrii m¥°íme závislost proudu na nap¥tí. Dv¥ nejd·leºit¥j²í techniky jsou
polarogra�e a cyklická voltametrie.

Polarogra�e, za kterou dostal Jaroslav Heyrovský r. 1959 Nobelovu cenu za chemii,
je voltametrická technika se rtu´ovou kapkovou elektrodou (katoda) a rtu´ovou anodou (na
dn¥ kádinky). V pr·b¥hu experimentu se lineárn¥ (p°ípadn¥ s mírnou modulací st°ídavým
nap¥tím £i pulsy) zvy²uje nap¥tí a m¥°í se proud. P°i p°ekro£ení reduk£ního (obecn¥ roz-
kladného) nap¥tí dojde k vybíjení (redukci) iont· a vzr·stá proud. Protoºe kapka je malá
(a koncentrace iont· jsou malé), katoda se polarizuje a proud je limitován difuzí iont·,
proto je vý²ka vlny úm¥rná koncentraci a p°i dal²ím zvy²ování nap¥tí jiº proud zp·sobený
tímto iontem (tém¥°) nevzr·stá. Kaºdému redukovatelnému iontu v roztoku tak odpovídá
vlna s charakteristickou polohou a velikostí úm¥rnou koncentraci, viz obr. 7.2. Citlivost
základní metody je aº 1×10−5mol dm−3, speciální modi�kace (diferenciální pulsní pola-
rogra�e) aº 1×10−7mol dm−3.

P°i cyklické voltametrii aplikujeme na £lánek pilovité (/\/\/\/) nap¥tí a m¥°íme
proud. Díky ireverzibilním proces·m se proudová odezva zpoº¤uje za nap¥tím, viz obr. 7.2.

Pamatujte

Nernstova rovnice udává závislost rovnováºného (elektromotorického) nap¥tí £lánku na akti-
vitách reagujících látek,

E = E◦ − RT

zF
ln

(∏
i

aνi
i

)
M¥°ení nap¥tí £lánku nám slouºí ke stanovení pH, p°íp. ke stanovení dal²ích iont·. Potenciály
elektrod udáváme pro redukci vzhledem k standardní vodíkové elektrod¥.



7.7. ELEKTROANALYTICKÉ METODY 121

P°íklady elektrod:

1. druhu: Ag+|Ag ⊕, je citlivá na látku, která se redukuje, zde Ag+.
2. druhu: Cl−|AgCl|Ag ⊕, redukuje se Ag+, ale elektroda je citlivá na koncentraci Cl−,

protoºe rovnováha AgCl→ Ag+ + Cl− p°evádí koncentraci Ag+ na Cl−.

Ze standardních potenciál· elektrod 1. a 2. druhu pro stejný kov lze spo£ítat sou£in rozpust-
nosti.
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Kapitola 8

Elektrické jevy na membránách

V této kapitole jsem se pokusil pojednat jednotn¥ jevy spojené s membránami propou²-
t¥jícími v r·zné mí°e ionty. Dal²í membránový jev, osmóza, je vysv¥tlen v kapitole 9.

8.1 Úvod

Semipermeabilní membrána je membrána, která propou²tí selektivn¥ jen n¥které látky;
p°esn¥ji °e£eno, r·zné látky cestují r·zn¥ rychle � mají r·zné propustnosti (permeability).
P°íklad· je mnoho: lipidové a fosfolipidové dvojvrstvy v bu¬kách, membrány uºívané
pro dialýzu, membrány pro r·zné separa£ní procesy, v elektrochemických £láncích, pro
odsolování mo°ské vody reverzní osmózou aj.

Mechanismy propustnosti jsou r·zné. Látky se mohou v membrán¥ sorbovat (tj.
�rozpustit�) a pak difundují. To je typické pro polymerní membrány. V bun¥£né mem-
brán¥ jsou iontov¥ selektivní kanály. Pórézní materiál (frita, diafragma) odd¥luje roztoky
tak, ºe nedochází k míchání (konvekci), má v²ak tak velké póry, ºe látky neru²en¥ difun-
dují. I kdyº se v této souvislosti obvykle nemluví o polopropustné membrán¥, r·zné látky
difundují r·zn¥ rychle.

Mají-li látky (ionty i nenabité molekuly) r·znou koncentraci na obou stranách mem-
brány, mají také r·zný chemický potenciál. Tento rozdíl chemických potenciál· je moºné
p°i vhodném uspo°ádání p°evést na rozdíl tlak·. Vzniká tzv. osmotický tlak, viz odd. 9.1.

Pokud je membrána r·zn¥ propustná pro r·zné ionty, vznikne na obou stranách mem-
brány rozdíl elektrických potenciál·, tj. elektrické nap¥tí. V této kapitole se pokusíme
o jednotný výklad elektrických jev· na membránách £áste£n¥ propustných pro ionty.
Budeme p°edpokládat, ºe vodivost membrány (difuzivita iont·) je mnohem men²í neº
roztoku, coº znamená, ºe vznik elektrické dvojvrstvy v roztoku vn¥ membrány m·ºeme
zanedbat a °e²it budeme pouze jevy uvnit° membrány.

D¥je na membránách m·ºeme rozd¥lit na rovnováºné a nerovnováºné. U rovnováºných
studujeme koncentrace a nap¥tí po ustanovení rovnováhy. Z metodologického hlediska jsou
výpo£ty rovnováºných systém· snaz²í, protoºe podmínku rovnováhy lze vyjád°it pomocí
elektrického a chemického potenciálu. U nerovnováºných systém· pokra£uje difuze (po-
malu) i po ustálení nap¥tí (rychle). V obecném p°ípad¥ musíme °e²it Poissonovu rovnici
spolu s rovnicí kontinuity pro náboje, i kdyº ve speciálních p°ípadech lze postup zjedno-
du²it.

123
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8.2 Rovnováºné d¥je

8.2.1 Rozcvi£ka s jedním iontem a elektrochemický potenciál

Pokud membránou prochází jen jeden ion, za£ne difundovat ve
sm¥ru klesající koncentrace. Sta£í malé mnoºství iont·, aby se vy-
tvo°il povrchový náboj a elektrické nap¥tí, které (podle Le Chate-
lierova�Braunova principu) brání dal²í difuzi. Po vzniku potenciálu
je systém v rovnováze.

Jako p°íklad uvaºujme roztok HCl o r·zné koncentraci na obou
stranách membrány, která propou²tí jen kationty H+. Vhodným
materiálem pro takovou membránu je sklo (tenkost¥nné bani£ky
slouºí v pH-metrech) nebo Na�on (nap°. v palivových £láncích).

Kationty se snaºí difundovat do místa niº²í koncentrace. Protoºe anionty nemohou,
vznikne membránový potenciál. V rovnováze je rozdíl chemických potenciál· vyrovnán
elektrickým potenciálem. Uv¥domte si op¥t, ºe rozdíl chemických potenciál· je roven
vratné elektrické práci pot°ebné pro p°esun jednoho molu H+:

∆Gm = µvpravo
H+ − µvlevoH+ = −zF∆ϕ (8.1)

kde ov²em z = 1 pro H+. Nap¥tí (rozdíl potenciál·1) je

∆ϕ = ϕvpravo − ϕvlevo = −RT
zF

ln
avpravo
H+

avlevo
H+

≈ −RT
zF

ln
cvpravo
H+

cvlevo
H+

(8.2)

P°i úprav¥ jsme pouºili vzore£ek µ = µ◦ + RT ln a. Standardní potenciál µ◦ je na obou
stranách membrány stejný a vypadne. Pokud cvpravo

H+ > cvlevo
H+ , je vpravo záporn¥j²í potenciál

neº vlevo. To je d·sledkem toho, ºe n¥které kladné protony prodifundovaly membránou
doleva.

Vý²e uvedený vztah se odvodí je²t¥ snáze, jestliºe elektrický potenciál ϕ p·sobící na
ion a jeho chemický potenciál spojíme. De�novali jsme proto v (5.11) elektrochemický
potenciál:

µ̃i = µi + ziFϕ

kde zi je nábojové £íslo iontu v£etn¥ znaménka. Elektrochemický potenciál v sob¥ zahrnuje
schopnost iontu (p°esn¥ji: jednoho molu iont·) konat práci jak chemickou tak elektrickou.
Rovnice (8.1) se pak lehce napí²e jako podmínka rovnosti elektrochemických potenciál·:

µ̃vpravo
H+ = µ̃vlevoH+

8.2.2 Donnanovy rovnováhy

Uvaºujme membránu, která propou²tí pouze malé ionty (Na+, Cl−, H+, . . . ) a je ne-
propustná pro velké ionty. Velkým iontem m·ºe být u n¥kterých membrán nap°. anion

1Elektrické nap¥tí budeme zna£it ∆ϕ. Jiné pouºívané symboly jsou U (ve fyzice) a E (pro rovnováºné
nap¥tí £lánku).



8.2. ROVNOVÁ�NÉ D�JE 125

toluensulfonové kyseliny, typi£t¥ji v²ak n¥jaký polymer schopný disociace, tzv. polyelekt-
rolyt, nap°. polystyrensulfonová kyselina nebo proteiny, které nesou karboxylové a aminové
skupiny.

Jako p°íklad uvaºujme roztok NaX, kde anion X− neprochází
membránou, a NaCl. Oba malé ionty, Na+ a Cl−, membránou pro-
cházejí, a proto se (po n¥jaké dob¥) vytvo°í rovnováha, kterou nej-
úsporn¥ji zapí²eme pomocí elektrochemických potenciál·, nap°.

vlevo : vpravo

NaX : NaCl

NaCl :

µ̃vpravo
Na+

= µ◦
Na+ +RT ln avpravoNa+ + zNa+Fϕ

Spo£tu rozdíl elektrochemických potenciál· (p°edpokládám aproximaci nekone£ného z°e-
d¥ní, tj. jednotkové aktivitní koe�cienty, ai = ci/c

st)

µ̃vpravo
Na+

− µ̃vlevoNa+ = RT ln
cvpravo
Na+

cvlevo
Na+

+ F∆ϕ
rovnovha

= 0 (8.3)

µ̃vpravo
Cl−

− µ̃vlevoCl− = RT ln
cvpravo
Cl−

cvlevo
Cl−

− F∆ϕ rovnovha
= 0 (8.4)

kde ∆ϕ = ϕvpravo − ϕvlevo. Rovnice se£tu a po jednoduché úprav¥ dostanu

cvlevoNa+ c
vlevo
Cl− = cvpravo

Na+
cvpravo
Cl−

(8.5)

Pro úplnost dodejme vzorec pro obecnou s·l KνK
AνA s polyelektrolytem KX:

(cvlevoK )νK(cvlevoA )νA = (cvpravoK )νK(cvpravoA )νA

Úplné °e²ení vyºaduje je²t¥ provedení bilance. Pokud známe koncentrace v²ech iont·,
m·ºeme ur£it z rov. (8.3) nebo (8.4) i nap¥tí ∆ϕ (Donnan·v potenciál). Poznamenejme
je²t¥, ºe vpravo platí cvpravo

Na+
> cvpravo

Cl−
, protoºe £ást sodných iont· p°idifundovala zleva

(celkem je v systému p°ebytek sodných iont·). Rozdíl se doplní OH−, roztok vpravo bude
tedy zásaditý, za b¥ºných koncentrací solí v²ak jen mírn¥ (není tedy nutné v²e p°epo£ítat
se zapo£tením iont· H+ a OH−).

Nicmén¥ pokud nemáme v systému s·l NaCl, bude rozdíl pH významný. Dochází k tzv.
membránové hydrolýze. Vysv¥tlíme si ji pomocí p°íkladu.

P°íklad. M¥jme dv¥ £ásti nádoby odd¥lené membránou, která nepropou²tí anionty. V levém
odd¥lení nech´ je n = 0.01 mol p-toluensulfonátu sodného (NaTsO) v V vlevo = 100mL vody,
v pravém je £istá voda (V vpravo = 1L). Jaké pH je v obou odd¥leních v rovnováze p°i 25 ◦C?
�e²ení.

Základem °e²ení je bilance. Provádíme ji v látkovém mnoºství, protoºe koncentrace závisí na
objemu a ob¥ odd¥lení mají r·zný objem.

bilance za£átek rovnováha

[mol] vlevo : vpravo vlevo : vpravo

TsO− n : n :

Na+ n : n− x : x

OH− : ≈ 0 : x

H+ : x : ≈ 0
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Vzhledem k tomu, ºe £ást Na+ oddifundovala doprava (anionty nem·ºou), bude roztok vpravo
zásaditý a vlevo kyselý. Proto v bilanci zanedbáme mnoºství OH− vlevo a mnoºství H+ vpravo.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ rov. (8.5) platí

cvlevoNa+ c
vlevo
OH− = cvpravo

Na+
cvpravo
OH−

Koncentrace získáme z látkového mnoºství v bilan£ní tabulce po d¥lení p°íslu²ným objemem; za
cvlevo
OH− (které je malé) dosadíme Kw/c

vlevo
H+ :

n− x
V vlevo

· Kw

x/V vlevo
=

x

V vpravo
· x

V vpravo

Výslednou kubickou rovnici °e²íme vhodným softwarem. Pokud si uv¥domíme, ºe x≪ n, m·ºeme
napsat

x = 3
√
Kw(n− x)(V vpravo)2

x≪n
≈ 3

√
Kwn(V vpravo)2 = 4.64×10−6mol

P°esnost je dostate£ná; pokud by nebyla, dosadíme x zp¥t doleva a provedeme dal²í iteraci. Vyjde
pHvlevo = 4.3 a pHvpravo = 8.7. M·ºeme spo£ítat i nap¥tí:

∆ϕ = −RT
F

ln
cvpravo
Na+

cvlevo
Na+

= −RT
F

ln
x/V vpravo

(n− x)/V vlevo
= 0.256V

8.3 Nerovnováºné d¥je

Pokud membránou (tenkou, tlustou, p°ípadn¥ fritou) prochází více typ· iont· r·zn¥
rychle, vytvo°í se potenciál, který zp¥tn¥ ovliv¬uje rychlosti difuze. K vytvo°ení potenci-
álu sta£í malé mnoºství iont·, sta£í totiº povrchový náboj v okolí membrány, d¥j je proto
rychlý. D¥j je v²ak nerovnováºný, protoºe difuze v²ech iont· pokra£uje; £asem by se kon-
centrace látek vyrovnaly a potenciál by zanikl. Vzhledem k pomalosti difuze v objemové
fázi je v²ak tato £asová ²kála mnohem del²í.

P°íklad. Sav£í plazmatická membrána v klidovém stavu má nejv¥t²í propustnost pro draselné
ionty. V vnitrobun¥£ném prostoru je koncentrace K+ n¥kolikrát vy²²í neº v okolí bu¬ky (nap°.
v krvi). Jaký je potenciál má vnit°ek bu¬ky?

�e²ení. Draselné ionty budou difundovat ven, £ímº uvnit° bu¬ky vznikne záporný náboj. Vnit°ek
bu¬ky je proto nabitý záporn¥ (v klidu okolo −60mV).

8.3.1 Tenká membrána � Goldmanova rovnice (jen KOL)

Ve²kerá nervová £innost v£etn¥ my²lení je zaloºena na zm¥nách elektrického nap¥tí zp·-
sobeném aktivním i pasivním tokem r·zných iont· p°es bun¥£nou membránu. Tato mem-
brána je tenká jen n¥kolik nm. Póry (kanály), kterými procházejí ionty, jsou (ve srovnání
s tlou²kou membrány) daleko od sebe. Ionty procházející membránou se tedy navzájem
neovliv¬ují. Je-li na homogenní membrán¥ elektrické nap¥tí, lze p°edpokládat, ºe vektor
intenzity elektrického pole (tj. minus gradient potenciálu) je konstantní, tj. elektrické pole
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je homogenní s intenzitou E = −dϕ/dx. Jinak °e£eno, vzhledem k malé koncentraci iont·
v membrán¥ (ρ ≈ 0) vyplývá z Poissonovy rovnice ∇2ϕ = d2ϕ/dx2 = −ρ/ε ≈ 0, ºe ϕ
je lineární funkcí vzdálenosti, protoºe druhá derivace potenciálu je malá a nestihne se
v malé tlou²´ce membrány projevit. Nebo je²t¥ jinak: Debyeova stínící délka v materiálu
membrány je mnohem v¥t²í neº je tlou²´ka membrány L.

Budeme p°edpokládat, ºe koncentrace iont· i v roztoku jsou vlevo cvlevoi a vpravo
cvpravoi . Vlevo i vpravo od membrány musí platit podmíka elektroneutrality∑

i

zic
vlevo
i =

∑
i

zic
vpravo
i = 0

Propustnost membrány pro r·zné typy iont· je r·zná. Propustnost membrány pro ion
i je de�nována vztahem

Pi =
DiKNi

L

kde Di je difuzivita v materiálu membrány (u frity je rovna difuzivit¥ v roztoku násobené
geometrickým faktorem pór·) a KNi = cv membrán¥

i /cv roztoku
i je to, co znáte pod jménem

Nernst·v rozd¥lovací koe�cient, i kdyº v kontextu membrán se nazývá sorp£ní koe�cient;
pro sorpci z kapalného prost°edí je bezrozm¥rný. Rozm¥r propustnosti je m s−1 a význam
je mnoºství látky pro²lé jednotkovou plochou membrány za jednotku £asu p°i jednotkovém
rozdílu koncentrací na obou stranách membrány, (molm−3 s−1)/(molm−3m−1) = ms−1.

Pro univalentní ionty platí úm¥ry:

Pi ∝ Di ∝ ui ∝ λ∞i

kde ui = Di|zi|F/RT je pohyblivost iontu a λ∞i = |zi|Fui jeho limitní molární vodivost.
Uvidíme, ºe membránový potenciál je závislý pouze na vzájemném pom¥ru propustností.

Protoºe elektrický potenciál v tenké membrán¥ známe (je lineární funkcí vzdálenosti),
°e²íme rovnici pro závislost koncentrace daného iontu v daném míst¥ membrány na základ¥
podmínky, ºe tok iontu je v ustáleném stavu v kaºdém míste membrány stejný. Dále se
omezíme jen na jednomocné ionty. Po matematickém zpracování, které jsme odsunuli do
Dodatku A.4, dostaneme Goldmanovu rovnici

∆ϕ = −RT
F

ln

∑
kationty Pic

vpravo
i +

∑
anionty Pic

vlevo
i∑

kationty Pic
vlevo
i +

∑
anionty Pic

vpravo
i

(8.6)

kde Pi ∝ Di jsou propustnosti membrány vyjád°ené libovolným zp·sobem (záleºí jen na
jejich pom¥rech). Zopakujme si je²t¥ p°edpoklady, za kterých byla Goldmanova rovnice
odvozena

� Materiál membrány je dielektrické kontinuum.
� Membrána je tenká a koncentrace iont· v ní tak malá, ºe elektrické pole v membrán¥
m·ºeme povaºovat za konstantní.

� Ionty jsou jednomocné.
Uvaºujme nyní, ºe membránou prochází jen jeden jednomocný ion, nap°. H+ jako

v odd. 8.2.1. Po dosazení do rov. (8.6) dostaneme

∆ϕ = −RT
F

ln
PH+cvpravo

H+

PH+cvlevo
H+

= −RT
F

ln
cvpravo
H+

cvlevo
H+
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Obrázek 8.1: Pr·b¥h potenciálu (spodní graf) a koncentrací iont· v závislosti na poloze v mem-
brán¥ (horní grafy) pro realistický model sav£í plazmatické membrány (L = 4 nm a εr = 4) a
reálné hodnoty koncentrací a permeabilit, model zaloºený na numerickém °e²ení Poissonovy�
�Boltzmannovy rovnice. Goldmanova rovnice p°edpokládá lineární pr·b¥h potenciálu v mem-
brán¥ (r·ºová £árkovaná £ára), od numerického °e²ení se prakticky neli²í

Výsledek je stejný jako (8.2). V tomto p°ípad¥ je d¥j rovnováºný � ionty stejného druhu
difundují v rovnováze ob¥ma sm¥ry stejnou rychlostí, takºe se koncentrace v £ase nem¥ní.

P°íklad. Vypo£t¥te klidový potenciál memebrány z následujících dat. Typické hodnoty relativní
permeability hlavních iont· skrz sav£í plazmatickou membránu jsou:

P (K+) = 1, P (Na+) = 0.04, P (Cl−) = 0.45

Koncentrace uvnit° bu¬ky jsou (v mmol dm−3):

[K+]vpravo = 400, [Na+]vpravo = 50, [Cl−]vpravo = 50

a koncentrace v mimobun¥£ném prostoru jsou (v mmol dm−3):

[K+]vlevo = 20, [Na+]vlevo = 500, [Cl−]vlevo = 560

V prost°edí jsou i jiné ionty (fosfáty, karbonáty, funk£ní skupiny protein·), které zaji²´ují nábo-
jovou neutrality. Ty v²ak nedifundují (Pi = 0).

�e²ení. Klidový potenciál membrány je podle Goldmanovy rovnice

∆ϕ = −8.314 Jmol−1K−1 × 310K
96485Cmol−1 × ln

1× 400 + 0.04× 50 + 0.45× 560

1× 20 + 0.04× 500 + 0.45× 50
= −0.063V (8.7)

Potenciál vnit°ku bu¬ky je záporný. Nejv¥t²í vliv na to má draslík, který difunduje ven z bu¬ky,
a proto se vnit°ek nabije záporn¥.
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8.3.2 Tlustá membrána

Druhý snadno °e²itelný p°íklad p°edstavuje frita (porézní p°epáºka), p°ípadn¥ dostate£n¥
tlustá a homogenní membrána za p°edpokladu, ºe v systému máme jen jeden druh kationt·
a jeden aniont·. Potom jsou totiº v pro�lu membrány gradienty koncentrace konstantní.
Vyplývá to z Poissonovy rovnice d2ϕ/dx2 = −

∑
i ziFci/ε a z podmínky elektroneutrality,

která musí platit v objemové fázi membrány. Funkce ϕ(x) na dlouhém intervalu x ∈ [0, L]
má totiº i malou druhou derivaci, a proto je v kaºdém bod¥ membrány roztok elektricky
neutrální. A protoºe máme ionty jen dva, jsou si koncentrace obou iont· úm¥rné (stejné
pro pár jednomocných iont·,

∑
i zici = c⊕ − c⊖ ≈ 0). Typickou vzdálenost, kde dochází

k podstatnému zak°ivení funkce ϕ(x), totiº udává Debyeova stínící délka λ (v materiálu
membrány, závisí tedy i na sorpci iont· membránou resp. na porozit¥ pr·lin£ité p°epáºky).
Podmínka znamená, ºe membrána je mnohem tlust²í neº λ.

�e²ení je zaloºeno na tom, ºe ze známého pr·b¥hu koncentrace dostaneme z toku
(který je roven gradientu elektrochemického potenciálu) a podmínky elektroneutrality
potenciál. Úplné odvození op¥t odkládáme do Dodatku A.5.

Výsledek se pohodln¥ zapisuje pomocí p°evodových £ísel, viz odd. 5.2.3:

∆ϕ = (t⊖ − t⊕)
RT

F
ln
cvpravo

cvlevo
(8.8)

kde
t⊖ =

D⊖

D⊖ +D⊕
=

λ∞⊖
λ∞⊖ + λ∞⊕

, t⊕ =
D⊕

D⊖ +D⊕
=

λ∞⊕
λ∞⊖ + λ∞⊕

Vzore£ek jde zobecnit na jednu s·l Kν⊕Aν⊖ :

∆ϕ =

(
t⊖
|z⊖|
− t⊕
z⊕

)
RT

F
ln
cvpravo

cvlevo
(8.9)

P°íkladem difuzního potenciálu je tzv. kapalinový (téº Donnan·v) potenciál na pr·-
lin£ité p°epáºce (diafragm¥) u galvanického £lánku s odd¥leným katodovým a anodovým
prostorem. Pro konkrétnost si p°edstavte koncentra£ní £lánek

⊖ Ag | AgCl | HCl(cvlevo) ... HCl(cvpravo) | AgCl | Ag ⊕

jehoº nap¥tí je (v aproximaci nekone£ného °ed¥ní, γi = 1)

E = −RT
F

ln
cvpravo

cvlevo
+∆ϕ = −2t⊕

RT

F
ln
cvpravo

cvlevo
(8.10)

kde první £ást je Nernstova rovnice a za ∆ϕ jsme dosadili z rovnice (8.8). P°ítomnost
kapalinového rozhraní (ang. liquid junction) tedy m¥ní nam¥°ené nap¥tí. Pokud jsou oba
ionty stejn¥ rychlé, t⊕ = t⊖ = 1/2, dostaneme to samé, co z Nernstovy rovnice. Bude-li
cvpravo < cvlevo, bude podle Nernstovy rovnice (bez kapalinového rozhraní) nap¥tí £lánku
kladné. Pokud ale t⊖ = 1, pak procházející anionty Cl−) prodifundují zleva z místa vy²²í
koncentrace doprava do místa niº²í koncentrace a p°esn¥ vykompenzují Nernstovo nap¥tí.
Nap¥tí bude nula ve shod¥ s rov. (8.10), kde t⊕ = 1− t⊖ = 0 (H+ neprocházejí).

Poznámka. Za p°edpoklad· rozebraných v Dodatku A.5 m·ºeme vzorec (8.10) odvodit
následovn¥. Napí²eme se, kolik kterých iont· p°ibyde £i ubyde vlevo a vpravo, projde-li
£lánkem zleva doprava 1 mol kladných náboj·:
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Obrázek 8.2: Porovnání membránového potenciálu pro tenkou a tlustou membránu pro 1:1
elektrolyt s pom¥rem koncentrací cvpravo : cvlevo = 10 v závislosti na p°evodovém £ísle kationtu
t⊕ = D⊕/(D⊕ +D⊖). tlustá membrána (L≫ λ), tenká membrána (L≪ λ)

−1 Cl− na elektrod¥ +t⊖ Cl− (cvlevo⊖ ) :: −t⊖ Cl− +1 Cl− na elektrod¥ (cvpravo⊖ )

−t⊕ H+ (cvlevo⊕ ) :: +t⊕ H+ (cvpravo⊕ )

Zm¥na Gibbsovy energie je (zanedbáme-li ztrátu zp·sobenou nerovnováºností d¥je)

∆Gm = (1− t⊖)RT ln
cvpravo⊖
cvlevo⊖

+ t⊕RT ln
cvpravo⊕
cvlevo⊕

coº se má rovnat elektrické práci −zF∆ϕ. Po dosazení za 1−t⊖ = t⊕ dostaneme rov. (8.10).

Difuzní potenciál nám vadí p°i potenciometrických m¥°eních. Proto se pro vodivé
propojení dvou roztok· pouºívají solné m·stky obsahující roztoky solí spl¬ující podmínku
t⊖
|z⊖| −

t⊕
z⊕

= 0 (rov. (8.9), a proto ∆ϕ = 0. P°íkladem je roztok KCl (t⊕ = 0.49, t⊖ = 0.51).
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Pamatujte

Má-li membrána pono°ená v iontovém roztoku r·zné propustnosti pro r·zné ionty, vznikne
membránový potenciál. Jeho znaménko ur£íme podle sm¥ru pohybu (koncentra£ního gradi-
entu) nejpohybliv¥j²ích iont· v materiálu membrány.

P°esná hodnota membránového potenciálu závisí na koncentracích iont·, propustnosti
membrány i na její tlou²´ce.

� Biologická membrána je tak tenká, ºe elektrické pole v ní je homogenní. Pro univalentní
ionty dostaneme Goldmanovu rovnici, (8.6).

� Naopak gradient koncentrace v roztoku jedné soli je konstantní v tlusté membrán¥ (frit¥),
výsledný vzorec (8.8) pro kapalinový potenciál se proto li²í.

V obou p°ípadech je (pro univalentní elektrolyt) membránový potenciál nulový, pokud jsou
propustnosti membrány pro oba ionty (difuzivity iont· v materiálu membrány) stejné.
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Kapitola 9

Koligativní vlastnosti

Koligativní vlastnosti jsou vlastnosti, které závisí pouze na po£tu £ástic (látkovém mnoº-
ství) ur£itých molekul. Jednou takovou vlastnost jiº znáte, je to tlak ideálního plynu
za konstantního objemu a teploty, p =

∑
niRT/V (p°íp. objem za konstantního tlaku

a teploty). Tento tlak je úm¥rný souhrnnému látkovému mnoství, n =
∑
ni. Uvidíme,

ºe obdobná rovnice platí pro osmotický tlak. Dal²ími koligativními vlastnostmi jsou sní-
ºení tlaku par rozpou²t¥dla nad roztokem a sníºení bodu tání v roztoku (nap°. ledu ve
slané vod¥). Z hlediska chemicky nejd·leºit¥j²ího potenciálu, Gibbsovy energie, jsou tyto
vlastnosti spojeny se £lenem −TSmix, kde Smix je ideální sm¥²ovací entropie.

9.1 Osmotický tlak

Nech´ polopropustná membrána propou²tí pouze molekuly rozpou²t¥dla a nepropou²tí
rozpu²t¥né látky. Pokud koncentrace rozpu²t¥nce na obou stranách membrány jsou r·zné,
jsou r·zné i koncentrace rozpou²t¥dla. Chemický potenciál rozpou²t¥dla (1) je proto na
obou stranách (v obou odd¥leních) r·zný, a proto je r·zná i jeho schopnost konat práci
(exergie), viz odd. 2.4. D·sledkem je snaha rozpou²t¥dla pohybovat se z místa s vy²²ím
chemickým potenciálem na místo s niº²ím potenciálem. Pokud tomu zabráníme, je d·-

Obrázek 9.1: Schematické znázorn¥ní osmózy. Na obr. vpravo je osmotický tlak je v rovnováze
kompenzován hydrostatickým tlakem

133
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sledkem této snahy vznik p°etlaku, viz obr. 9.1. V rovnováze je snaha rozpou²t¥dla projít
membránou práv¥ vykompenzovaná jistým p°etlakem, kterému se °íká osmotický tlak.

Ovo¤me si velikost osmotického tlaku za teploty T . Chemický potenciál £istého
rozpou²t¥dla (1) ozna£íme µ•

1. Tento potenciál je obecn¥ funkcí tlaku. V rovnováze se
chemický potenciál £istého rozpou²t¥dla v £ásti A musí rovnat chemickému potenciálu
�z°ed¥ného rozpou²t¥dla� (molární zlomek x1B) v £ásti B,

µ•
1(pA)

!
= µ1B(pB, x1B)

Budeme p°edpokládat, ºe roztok je ideální. To je dobrá aproximace pro z°ed¥né roztoky,
kdy x1B je blízké jedni£ce. Proto rozvineme

µ1B(pB, x1B) = µ•
1(pB) +RT lnx1B = µ•

1(pB) +RT ln(1− x2B) ≈ µ•
1(pB) +RTx2B (9.1)

kde p°i poslední úprav¥ jsme pouºili Taylor·v rozvoj ln(1 + x) ≈ 1 + x. Pro Gibbsovu
energii za konstantní teploty platí

dG = V dp [T ]

a proto pro chemický potenciál £isté látky (molární Gibbsovu energii) platí v p°ípad¥ tak
malého rozdílu tlak·, aby se hustota kapaliny znateln¥ nezm¥nila,

µ•
1(pB) = µ•

1(pA) + V1m(pB − pA)

Rozdíl pB−pA je hledaný osmotický tlak, ozna£íme ho Π. Po porovnání rovnic dostaneme

Π =
x2BRT

V1m
=
n2RT

nV1m
≈ n2

V
RT = c2RT (9.2)

kde c2 je koncentrace rozpu²t¥né látky, resp. v²ech rozpu²t¥ných látek, které neprocházejí
membránou, a p°edpokládáme, ºe po p°idání rozpu²t¥nce se objem nezm¥ní, V ≈ nV1m.
Rovnice Π = c2RT se nazývá van 't Ho�ova (p°ípadn¥ i Morseova) a je formáln¥ stejná
jako stavová rovnice ideálního plynu, p = nRT/V = cRT . Dále si musíme uv¥domit, ºe c2
je sou£et koncentrací v²ech látek (molekul) neprocházejících membránou v£etn¥ p°ípadné
disociace, protoºe osmotický tlak je koligativní vlastnost. Proto se n¥kdy zapisuje tato
rovnice ve tvaru

Π = ic2RT (9.3)

kde c2 je koncentrace p·vodní látky a i je van 't Ho�·v faktor, tj. pr·m¥rný po£et
molekul, na který se látka rozpadne (a které neprocházejí membránou), nap°.

i(glukosa) = 1

i(NaCl) = 2

i(CH3COOH) = 1 + α

kde α je stupe¬ disociace.
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Poznámka. Pro snaz²í aplikace nap°. ve fyziologii a léka°ství se zavádí osmolarita, coº
je látkové mnoºství £ástic (neprocházejících membránou) v jednotce objemu, p°ípadn¥ os-
molalita, coº je látkové mnoºství takových £ástic na jednotkovou hmotnost rozpou²t¥dla.
Nap°. osmolalita roztoku, který obsahuje 0.15 mol NaCl v 1 kg vody, je 0.3 mol kg−1, coº se
n¥kdy zapisuje jako 0.3 osmol kg−1. Protoºe hustota z°ed¥ných roztok· je p°ibliºn¥ 1 kgL−1,
je osmolalita tohoto roztoku 0.3 osmol L−1, coº se n¥kdy zapisuje jako 0.3 Osm (podobn¥
jako koncentrace se zapisuje 0.15 M).

Protoºe nic není ideální, není p°esná ani rov. (9.2). N¥kolik prvních £len· rozvoje
v koncentraci je

Π = c2RT (1 +Bc2 + δc
3/2
2 + Cc22 + . . .)

kde B je druhý osmotický viriálový koe�cient. Ten odpovídá interakci dvojic rozpu²t¥nc·.
Pro koloidní £ástice za b¥ºných podmínek je kladný a je roven vylou£enému objemu, tj.
objemu, který je kolem jedné £ástice nedostupný pro druhou £ástici (MIKRO: viz téº
odd. 16.5.1). P°itaºlivé síly ho zmen²ují; pokud p°evládnou, m·ºe být i B < 0. �len
s C (t°etí osmotický viriálový koe�cient) obdobn¥ odpovídá trojicím. �leny s p·lenými
exponenty jsou nenulové jen pro nabité £ástice a mají p·vod v Debyeov¥�Hückelov¥ teorii.

Poznámka. Pokusme se odvodit £len s B podobn¥, jako to u£inil van der Waals. Uvaºujme,
ºe platí modi�kovaná rovnice Π = n2RT/V

′, kde V ′ není celý objem, ale jen jeho £ást
neobsazená ostatními £ásticemi. Je-li B vylou£ený objem v molárních jednotkách m3mol−1,
pak sou£in n2B = V c2B je objem £ástic v objemu roztoku V , tedy m·ºeme napsat V ′ =
V − V c2B. Pak

Π =
n2RT

V − V c2B
=

c2RT

1− c2B
≈ c2RT (1 +Bc2)

kde jsme pouºili 1/(1− x) ≈ 1 + x pro x = Bc2 ≪ 1.

Osmóza má velký význam v ºivé p°írod¥, nebo´ na ní závisí hospoda°ení organism·
s vodou. Fyziologicky se tato vlastnost uplat¬uje p°edev²ím p°i �ltraci a resorpci vody v
ledvinách, coº je n¥kolikastup¬ový proces. Základní stavební a funk£ní jednotka ledvin
je nefron. V jeho první £ásti (v glomerulu) se pouze od�ltrují vysokomolekulární látky.
Jejich koncentrace v krevní plazm¥ je asi 3 mmol/L, osmotický tlak je tedy asi 8 kPa,
takºe k od�ltrování (reverzní osmózou) sta£í krevní tlak v pr·m¥ru cca 100 mm Hg ≈ 13
kPa. Objem tohoto ultra�ltrátu (primární mo£e) vytvo°ený za den je n¥kolikanásobkem
objemu vody v t¥le. Z ultra�ltrátu se v kanálcích nefronu (v tubulech) v n¥kolikastup-
¬ovém procesu, jehoº n¥které £ásti jsou hormonáln¥ °ízené, resorbují zp¥t ionty i voda.
Resorpce iont· je aktivní za pomoci n¥kolika typ· membránových transportních protein·
(jinak je tato membrána uº pro ionty nepropustná). Voda zbavená iont· se pak resorbuje
na principu osmotického tlaku. V £ásti ledvin je osmotický tlak pro rychlej²í resorpci vody
dokonce zvý²en (na hypertonický roztok) pomocí mo£oviny.

Napíchneme-li se v rybníce na rybá°ský há£ek, £eká na²e £ervené krvinky smutný osud
zvaný hemolýza � rybni£ní voda má mén¥ rozpu²t¥ných látek a proto men²í osmotický tlak
(je hypotonická), krvinky tedy budou nasávat vodu jako rozinka v rumu, aº prasknou.
Naopak kousne-li nás ºralok v mo°i, budou se na²e £ervené krvinky smr²´ovat, protoºe
hypertonická mo°ská voda s vysokou koncentrací solí z nich bude vysávat vodu. Fyziolo-
gická osmolalita (izotonický roztok) je 0.29 osmol/kg. V plazm¥ jsou za ní zodpov¥dné
z 96% ionty, ze 3% nízkomolekulární neutrální molekuly (mo£ovina a glukosa) a z 1%
makromolekuly.
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Osmóza je (spolu s kapilární elevací) hlavní p°í£inou p°íjmu vody rostlinami. Míza
je sladká (vzpome¬te si na javorový sirup p°ipravovaný zahu²t¥ním mízy javoru), zatímco
p·dní vláha má mén¥ rozpu²t¥ných látek, v ko°enech proto vzniká osmotický tlak posta-
£ující k transportu vody aº do desítek metr· vý²ky.

Dialýza je proces, kdy je roztok vysokomolekulárních i nízkomolekulárních látek,
nap°. krev pacient· se selháním ledvin, p°es membránu promýván vhodným izotonickým
roztokem. Membránou mohou procházet pouze nízkomolekulární látky, nap°. mo£ovina,
která se tak z krve odstraní.

Osmóza je také levná laboratorní technika pro stanovení molární hmotnosti.
Reverzní osmóza je opa£ný proces, kdy aplikací tlaku prochází membránou proti

koncentra£nímu gradientu rozpou²t¥dlo. Reverzní osmóza se pouºívá ke zbavení vody
rozpu²t¥ných látek (výroba pitné vody z mo°ské £i zne£i²t¥né, deionizovaná voda aj.).

P°íklad. Vypo£t¥te minimální tlak pot°ebný k odsolení mo°ské vody za teploty 300K reverzní
osmózou a minimální energii pot°ebnou k výrob¥ 1m3 sladké vody. Osmolarita mo°ské vody je
1.12 osmol dm−3.
�e²ení.

Π = cRT = 1120molm−3 × 8.314 JK−1mol−1 × 300K = 2.8MPa

Práce je sou£inem tlaku a objemu,

W = ΠV = 2.8×106 Pa× 1m3 = 2.8MJ .
= 0.8 kWh

Tlak 2.8 MPa je ov²em teoretický minimální tlak, p°i kterém by výroba sladké vody probíhala
nekone£n¥ pomalu. Pro tak koncentrované roztoky navíc není van 't Ho�·v vzorec p°íli² p°esný.
Pouºívají se tlaky 6�8 MPa a spot°eba moderních za°ízení je asi 3 kWhm−3.

P°íklad. Osmotický tlak roztoku enzymu ve vod¥ (25 ◦C) je

cw

g dm−3 1 2 3 4 5 6

Π

Pa
25 54 83 118 152 191

Vypo£t¥te molární hmotnost molekuly enzymu.

�e²ení. Po dosazení c2 = cw/M do Π =
c2RT (1 +Bc2) dostaneme:

Π

cw
=
RT

M
+
RTB

M2
cw

Z grafu ode£teme

RT

M

.
= 24Pa g−1 dm3 = 24Pakg−1m3

0 1 2 3 4 5 6

cw/(g dm-3)

22

23

24
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

Π
/c

w
/(

P
a

 d
m

3
 g

-1
)

M =
8.314Pam3mol−1K−1 × 298K

24Pakg−1m3 = 103 kgmol−1 = 103 kDa

Pokud osmometricky (£i jinou koligativní metodou) stanovujeme molární hmotnost
molekul ve sm¥si (nap°. roztoku polymeru, jehoº °et¥zce jsou r·zn¥ dlouhé), dostaneme
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£íseln¥ st°ední molární hmotnost, viz odd. 16.3.1.

M ≡Mn =
∑
i

xiMi

kde se s£ítá p°es v²echny sloºky sm¥si.

9.2 Sníºení tlaku nasycených par nad roztokem

Zopakujme si Raoult·v a Dalton·v zákon

pi = pyi = xip
s
i, p =

∑
i

pi =
∑
i

xip
s
i

kde pi je parciální tlak látky i, p celkový tlak, xi molární zlomek v kapalin¥, yi molární
zlomek v pá°e a s zna£í nasycenou páru. Aplikujme tento vztah na binární sm¥s, kde látka
1 je (t¥kavé) rozpou²t¥dlo, ve kterém máme rozpu²t¥no málo (x2 ≈ 0) net¥kavé látky 2.
Pak máme pro i = 1

p1 = x1p
s
1 = ps1 − x2ps1

neboli rozdíl tlak· mezi £istým rozpou²t¥dlem a roztokem je

∆p = p1 − ps1 = −x2ps1 = −ps1
n2

n1 + n2

n2≪n1≈ −ps1
n2

n1

= −ps1
n2

m1/M1

= −ps1m2M1 (9.4)

kde m2 je molalita roztoku. Tlak nasycených par na roztokem je za stejné teploty
niº²í neº nad £istým rozpou²t¥dlem.

Jednodu²²í je m¥°it teplotu varu za atmosférického tlaku neº tlak nasycených par za
dané teploty. Této technice se °íká ebulioskopie. Zvy²me tedy teplotu roztoku tak, aby
zvý²ení teploty varu (podle Clausiovy�Clapeyronovy rovnice) kompenzovalo sníºení tlaku
nasycených par zp·sobené rozpu²t¥ncem. V Clausiov¥�Clapeyronov¥ rovnici

1

p

(
∂p

∂T

)
podél rovnováhy kapalina�pára

=
∆vypHm

RT 2

zam¥níme diferenciály kone£nými (ale malými) diferencemi

1

p

∆p

∆T
=

∆vypHm

RT 2

a dosadíme za ∆p minus hodnotu z rov. (9.4) (protoºe tlak zvy²ujeme, abychom dostali
stejný tlak nasycených par). Z toho plyne

∆T =
∆p

ps1

RT 2
var,1

∆vypH1,m

= KEm2 (9.5)

kde

KE =
RT 2

var,1M1

∆vypH1,m
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se nazývá ebulioskopická konstanta. Teplota varu roztoku je vy²²í neº £istého roz-
pou²t¥dla za stejného tlaku. Vzorec lze ekvivalentn¥ napsat jako

∆T = KEim2

kde m2 je molalita p·vodní látky a i je její van 't Ho�·v faktor.

P°íklad. P°i jaké teplot¥ v°e za normálního tlaku p°esolená polévka s 1 hm.% NaCl? Ebuliosko-
pická konstanta vody je KE(voda) = 0.513Kkgmol−1.

�e²ení. Uvaºujme 100 g roztoku. To je 1 g soli neboli 0.017 mol soli v 0.099 kg vody, a proto
mNaCl = 0.017mol/0.099 kg = 0.17mol kg−1. Van 't Ho�·v faktor je i = 2, protoºe NaCl =
dva ionty. Pak ∆T = 2 × 0.17mol kg−1 × 0.513Kkgmol−1 .

= 0.18K. Teplota varu vzroste na
100.18 ◦C.

Moderní aplikací t¥chto jev· je tzv. osmometrie tlaku par (vapor pressure osmo-
metry). V termostatované komo°e napln¥né nasycenými parami rozpou²t¥dla jsou dva
termistory (polovodi£ové senzory teploty). Na jeden termistor se kápne £isté rozpou²-
t¥dlo, na druhý roztok. Rozpou²t¥dlo se odpa°uje z kapky £istého rozpou²t¥dla (ta se
ochlazuje) a kondenzuje na roztoku (ten se oh°ívá). Z rozdílu teplot zpracovaného soft-
warem lze vypo£ítat molární koncentraci roztoku a (známe-li hmotnostní koncentraci)
molární hmotnost.

9.3 Kryoskopie

P°edpokládejme, ºe jistá látka se alespo¬ omezen¥ rozpou²tí v rozpou²t¥dle, ale v pevné
fázi netvo°í s rozpou²t¥dlem tuhý roztok. Takový roztok bude tuhnout (tj. p°i ochlazování
z n¥j vypadnou krystaly rozpou²t¥dla) za niº²í teploty. Spo£t¥me si tento pokles.

Uvaºujme nejprve £isté rozpou²t¥dlo, x1 = 1. Za teploty tání platí

µ
•(s)
1 (Ttání) = µ

•(l)
1 (Ttání) (9.6)

kde • zna£í, ºe látky jsou ve svých standardních stavech �£istá látka za teploty a tlaku
systému�. Po �z°ed¥ní rozpou²t¥dla� rozpu²t¥ním látky 2 musíme zm¥nit teplotu, aby
do²lo k rovnosti chemických potenciál·,

µ
•(s)
1 (Ttání +∆T ) = µ

•(l)
1 (Ttání +∆T, x1)

Nyní rozvineme pravou stranu podle x2 = 1 − x1 stejn¥ jako v (9.1). Pro rozvoj podle
∆T pouºijeme obecný vztah dG = −SdT , který platí za konstantního tlaku (ten máme),
p°ibliºn¥ tedy G(T +∆T ) ≈ G(T )−S∆T a stejn¥ pro chemické potenciály £istých látek,
které jsou molární Gibbsovou energií:

µ
•(s)
1 (Ttání +∆T ) = µ

•(l)
1 (Ttání +∆T ) +RT lnx1

µ
•(s)
1 (Ttání)− S•(s)

m1 ∆T = µ
•(l)
1 (Ttání)− S•(l)

m1 ∆T +RT ln(1− x2)

Po p°evedení obou entropií doleva a pouºití rov. (9.6)

∆T (S
•(l)
m1 − S

•(s)
m1 ) = ∆T∆táníSm = ∆T

∆táníH
•
m

T
= −RTx2 = RTM1m2
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Zm¥na teploty je

∆T = −KKm2 KK =
M1RT

2
tání

∆táníH•
m

kde KK je kryoskopická konstanta rozpou²t¥dla. Obdobn¥ lze alternativn¥ odvodit i
rov. (9.5).

Krystaly zmrzlého rozpou²t¥dla vypadávají z roztoku za niº²í teploty neº
je bod tání £istého rozpou²t¥dla.

P°íklad. Kdy za£ne mrznout pivo? KK,voda = 1.85Kkgmol−1, hustota ethanolu je 0.8 g cm−3.

�e²ení. B¥ºné pivo má 4�5 obj.% alkoholu a dal²í rozpu²t¥né látky, které zanedbáme. Uvaºujme
4.5 obj.%. Ve 100 ml piva je 95.5 g vody a 4.5 ml alkoholu, to je 3.6 g neboli 0.078 mol alkoholu,
molalita je tedy 0.078mol/0.0955 kg = 0.82mol kg−1. Po znásobení kryoskopickou konstantou
dostaneme ∆T = −1.5K, tedy sta£í 1.5 stupn¥ pod nulou, aby pivo za£alo mrznout.

Kryoskopie se pouºívá £i spí²e pouºívala pro stanovení molárních hmotností. Je
citliv¥j²í neº klasická ebulioskopie. Vhodné je rozpou²t¥dlo s velkou kryoskopickou
konstantou, nap°. kafr (KK = 40Kkgmol−1, tt = 176 ◦C � vzorec vpravo). Pokud
máme vhodnou membránu, je v²ak osmometrie citliv¥j²í.

Dal²í ilustrací je solení silnic v zim¥. S·l (NaCl, n¥kdy CaCl2, p°íp. i mo£ovina) zp·-
sobí, ºe sníh a led za teploty pod nulou roztají. �ím niº²í teplota, tím více soli je pot°eba,
coº se nelíbí rybám v p°ilehlém rybníku. NaCl pod eutektickou teplotou −21 ◦C je jiº
neú£inný, resp. p·sobí jen jako písek.

Pamatujte

Koligativní vlastnosti jsou jevy, kdy odezva (veli£ina) je úm¥rná látkovému mnoºství (po£tu
molekul). Typickými p°íklady jsou osmotický tlak (úm¥rný látkové koncentraci látek nepro-
cházejících membránou, Π = cRT ), zvý²ení bodu varu roztoku oproti £istému rozpou²t¥dlu
(ebulioskopie) a sníºení bodu tání (kryoskopie). V p°ípad¥ vy²²ích koncentrací v²ak dochází
k odchylkám od linearity.

Koligativní vlastnosti se hodí ke stanovení molární hmotnosti látky, v p°ípad¥ sm¥si tak
stanovíme £íseln¥ st°ední molární hmotnost.
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Kapitola 10

Fázová rozhraní

Fáze je £ást objemu systému, ve které se jeho vlastnosti m¥ní spojit¥ nebo jsou konstantní.
Fáze jsou odd¥leny fázovým rozhraním. Nap°. vhodíme-li do válce s vodou krystal
modré skalice, bude se skalice rozpou²t¥t a pomalu difundovat. V systému budou dv¥
fáze � skalice a roztok, jehoº koncentrace vzr·stá od povrchu ke dnu, kde jsou krystaly, a
pomalu se m¥ní.

Pokud zanedbáme vliv vn¥j²ích sil (nap°. gravitace) a uvaºujeme systém v rovnováze,
jsou hodnoty n¥kterých veli£in stejné ve v²ech fázích. Jsou to teplota, tlak a chemické
potenciály v²ech sloºek. Jiné veli£iny se mezi fázemi obecn¥ li²í, nap°. hustota nebo kon-
centrace.

Rozli²ujeme p¥t druh· fázových rozhraní: kapalina/plyn (l/g, nap°. povrch vody),
kapalina/kapalina (l1/l2, nap°. mezi olejem a vodou), tuhá látka/plyn (s/g), tuhá
látka/kapalina (s/l) a tuhá látka/tuhá látka (s1/s2). Rozhraní g/l a l1/l2 jsou mobilní.
Fázové rozhraní plyn/plyn neexistuje, protoºe plyny se vºdy mísí.

10.1 Povrchové nap¥tí a mezifázová energie

10.1.1 Fenomenologický popis

Z makroskopického hlediska má kaºdý povrch jistou energii. Tato energie je patrná nap°.
ze snahy malých kapek smr²tit se do tvaru koule, tj. tvaru s nejmen²ím povrchem (a proto
povrchovou energií). Rovn¥º na drcení krystalu, tj. zv¥t²ení povrchu, pot°ebujeme energii.

Ve fyzikální chemii musíme p°esn¥ de�novat podmínky. Povrchová energie je pak de-
�novaná jako práce, Wsurf, kterou musíme za konstantní teploty a tlaku i za konstantního
mnoºství látky vynaloºit na zv¥t²ení povrchu vzorku o A, vztaºená na tuto plochu a
provedená vratn¥,

γ =
Wsurf

A
resp. diferenciáln¥ γ =

d̄Wsurf

dA
Jist¥ si pamatujete, ºe za konstantní teploty a tlaku je reverzibilní práce dodaná do
uzav°eného systému uskladn¥na ve form¥ Gibbsovy energie. M·ºeme proto ekvivalentn¥
napsat v diferenciální form¥

γ =

(
∂G

∂A

)
T,p,ni
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Je-li jednou z fází plyn, zvlá²t¥ °ídký, mluvíme o povrchové energii druhé (kondenzované)
fáze, tj. (l) nebo (s). Obecn¥ mluvíme o mezifázové energii, nap°. l/s. Mezifázová energie
krystalu závisí na sm¥ru (krystalové rovin¥).

U pohyblivých rozhraní je ekvivalentním termínem povrchové
nap¥tí (kapaliny u systému g/l) nebo mezifázové nap¥tí (u l/l).
Termín nap¥tí je odvozen z povrchových sil, které jsou m¥°itelné,
nap°. pomocí za°ízení na obr. vpravo. V ráme£ku taháme dvojitou
blánu (o délce 2l) silou F . Pokud posuneme ráme£ek o jisté dx
doprava, zv¥t²íme povrch o dA = dx(2l) a musíme vykonat práci
γdA. Síla, kterou musíme vynaloºit, se rovná F = práce/posun
= γ(2l). Povrchové nap¥tí tedy m·ºeme interpretovat jako sílu
p·sobící na jednotku délky linie omezující povrch.

Jednotkou povrchové energie je podle de�nice Jm−2, jednotkou povrchového nap¥tí
je Nm−1; ob¥ jednotky jsou si samoz°ejm¥ rovny.

P°íklad. Jaká energie je minimáln¥ pot°eba na rozdrcení krystalu kuchy¬ské soli (1 cm3) na
prá²ek o velikosti £ástic a = 1µm? Povrchová energie (krystalové roviny 100) je 0.334 Jm−2.

�e²ení. Po£et krychli£ek o stran¥ 1µm je N = (1 cm/1µm)3 = 1×1012, povrch jedné krychli£ky
je 6a2 = 6×10−12m2, celkový povrchA = N×6a2 = 6m2 (povrch p·vodní krychle lze zanedbat).
Povrchová energie je pak γA = 2 J.

10.1.2 Molekulární popis

Povrchové jevy jsou tím významn¥j²í, £ím men²í jsou rozm¥ry zkoumaných objekt·, pro-
toºe mají relativn¥ (vzhledem k objemu) v¥t²í povrch. Zkusme °e²it p°íklad:

P°íklad. Kolik % molekul vody je na povrchu kapi£ky mlhy o pr·m¥ru 200 nm (hranice viditel-
nosti optickým mikroskopem)?

�e²ení. Tento typ úlohy není moºno °e²it p°esn¥, protoºe není p°esn¥ de�novaný pojem �být
na povrchu� . Jde nám v²ak pouze o °ádový odhad. Velikost molekuly odhadneme z molárního
objemu Vm = M/ρ = 18 cm3mol−1 d¥lením Avogadrovou konstantou a provedením t°etí od-
mocniny (na této úrovni aproximace nám nevadí, ºe tvar molekuly aproximujeme krychlí), tedy
a = (Vm/NA)

1/3 ≈ 0.31 nm. Koule o pr·m¥ru d má objem V = π
6d

3 a povrch A = πd21. Po£et
molekul v kapi£ce je V/a3 a na jejím povrchu A/a2, pom¥r je (A/a2)/(V/a3) = 6a/d

.
= 1%.

Molekula v kapalin¥ je p°itahovaná k ostatním molekulám ko-
hezními silami � proto kapalina drºí pohromad¥ a nerozletí se jako
plyn. Podle znaménkové konvence je tato energie záporná. Jak je
vid¥t z obrázku, molekula na povrchu má soused· mén¥ neº mole-
kula v objemové fázi, a proto má vy²²í energii. S povrchem je proto
spojena vy²²í energie. Pokusme se tuto energii odhadnout.

Provedeme pouze °ádové odhady. V p°íkladu jsme spo£ítali typickou vzdálenost mo-
lekul v kapalin¥, a = (Vm/NA)

1/3. Energii sousedících molekul (jedna £ervená vlnovka na
obrázku) ozna£me u; interakci na v¥t²í vzdálenost zanedbáme. Pr·m¥rný po£et soused·
v objemové fázi (angl. bulk) ozna£me Nbulk a na povrchu Nsurf; platí Nsurf < Nbulk.

1Moºná jste zvyklí na vzore£ky s polom¥rem: V = 4
3r

3 a A = 4πr2
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Jaká energie je pot°eba k tomu, abychom molekulu p°enesli z kapaliny do vakua? Kdyº
takovou molekulu vyjmeme z kapaliny, zp°etrháme Nbulk vazeb. Tím by ale vznikla díra;
m·ºeme si p°edstavit, ºe Nbulk molekul se spojí a vytvo°í Nbulk/2 nových vazeb. Nebo lze
také °íci, ºe energie u je vlastností páru molekul, a proto musíme d¥lit dv¥ma. A´ tak nebo
tak, po znásobení Avogadrovou konstantou dostaneme molární výparnou vnit°ní energii

∆výpUm =
NbulkuNA

2

Obdobn¥ povrchová energie jedné molekuly je up = (Nbulk−Nsurf)u/2. Po d¥lením plochou
p°ipadající na molekulu dostaneme povrchové nap¥tí

γ =
up
A

=
(Nbulk −Nsurf)u

2A

Pokud nyní oba vztahy zkombinujeme, dostaneme vyjád°ení povrchového nap¥tí pomocí
výparné vnit°ní energie,

γ ≈ ∆výpUm(Nbulk −Nsurf)

V
2/3
m N

1/3
A Nbulk

(10.1)

Úvahami tohoto typu se zabýval J. Stefan (1886). V té dob¥ je²t¥ nebyla v²eobecn¥ p°ijata
atomová hypotéza, a proto jeho výsledky p°edstavovaly nezávislý (by´ velmi hrubý) odhad
hodnoty velikosti molekul neboli Avogadrovy konstanty z ryze makroskopických veli£in
(povrchové nap¥tí a výparná entalpie).

P°íklad. Odhadn¥te pomocí Stefanova pravidla povrchové nap¥tí vody. Data (p°i 25 ◦C):
∆výpHm = 40.65 kJmol−1, Vm = 18 cm3mol−1.

�e²ení. Vzhledem k tomu, ºe jedna molekula vody m·ºe vázat vodíkovými vazbami £ty°i sou-
sedy, poloºíme Nbulk ≈ 4. Dále m·ºeme p°ibliºn¥ p°edpokládat, ºe na povrchu jedna vazba chybí,
tedy Nsurf ≈ 3.

γ ≈ (40650− 298× 8.314) Jmol−1 × (4− 3)

(18×10−6m3mol−1)2/3 × (6.022×1023mol−1)1/3 × 4
= 0.165Nm−1

Experimentální hodnota je γ = 0.072Nm−1. Shoda není zázra£ná, ale vzhledem ke spoust¥
aproximací (molekula má tvar krychle, na povrchu chybí práv¥ jedna vazba, v²echny vodíkové
vazby jsou stejn¥ silné) v·bec ne ²patná.

Za moderní roz²í°ení Stefanových úvah lze povaºovat t°eba molekulové simulace. Kvalitní mo-
dely vody jsou schopny popsat jak výparnou entalpii tak povrchové nap¥tí s p°esností n¥kolika %.

Poznámka. Obdobným postupem lze vypo£ítat objemovou i povrchovou energii krystal·;
vzhledem k pravidelné struktu°e krystal· jsou výsledky mnohem p°esn¥j²í. V p°ípad¥ ion-
tových krystal· je technickou potíºí dlouhý dosah elektrostatických sil (energie dvou iont·
ubývá jako r−1), takºe musíme s£ítat jisté neabsolutn¥ konvergující nekone£né °ady. S pro-
blémem si poradil r. 1918 Erwin Madelung.
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Obrázek 10.1: Povrchové nap¥tí benzenu v závislosti na teplot¥ (p°evzato z Wikipedie)

10.1.3 Závislost povrchového nap¥tí na teplot¥

Se vzr·stající teplotou se molekuly od sebe vzdalují, pr·m¥rná energie sousedních molekul
se zmen²uje, a proto se zmen²uje i povrchové nap¥tí2. Pokud se blíºíme kritickému bodu,
hraje roli také druhá fáze (plyn), jejíº vlastnosti se p°ibliºují kapalin¥. V kritickém bod¥
plyn od kapaliny nerozli²íme, a proto je povrchové nap¥tí nulové; nulová je ostatn¥ i
výparná entalpie. P°ibliºn¥ m·ºeme napsat ∆výpH ∝ Tc − T . Podle (10.1) pak

γ = const · Tc − T
V

2/3
m

coº je stejná rovnice, jakou dostal Loránd Eötvös r. 1886 na základ¥ úvah inspirovaných
teorémem korespondujících stav·. Ve stylu Antoineovy rovnice pro tlak nasycených par
se n¥kdy podle Ramsaye and Shieldse zp°es¬uje

γ = const · Tc − δ − T
V

2/3
m

kde pro b¥ºné organické kapaliny δ ≈ 6K.
V blízkosti kritického bodu platí (srov. 17.3.4) ∆výpH ∝ (Tc − T )1.11 a pro povrchové

nap¥tí
γ = const · (T − Tc)11/9

Rozdíl oproti lineární závislosti je patrný z obr. 10.1.

10.2 Projevy povrchového nap¥tí

10.2.1 Laplace·v tlak

Pokud p°ijmeme p°edstavu povrchového nap¥tí jako síly, která p·sobí te£n¥ podél povrchu,
je p°irozené, ºe v kapce (která má zak°ivený povrch) je tlak v¥t²í neº v kapalin¥. Tomuto

2Výjimky jsou spí²e kuriózní: Fe�P (l) (P je surfaktant), nízkohmotnostní tavený polybutadien
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Obrázek 10.2: Kontaktní úhel a rovnováha povrchových sil (p°evzato z FCH II)

tlaku se °íká Laplace·v. Pro kapku o polom¥ru r platí tzv. Young·v�Laplace·v vzorec

∆p = puvnit° − pvenku =
2γ

r
(10.2)

Poznámka. Obecn¥ je k°ivost povrchu dána dv¥ma hlavními polom¥ry k°ivosti, které jsou
de�novány kolmými oskula£ními kruºnicemi v daném bod¥ povrchu. Roz²í°ený vzorec je
pak

∆p = γ

(
1

Rx
+

1

Ry

)
Nap°. pro válec o polom¥ru r, jehoº osa symetrie je rovna ose x̂, je Rx =∞, Ry = r.

Rovnici (10.2) m·ºeme odvodit ze závislosti povrchové energie na objemu. Povrch
koule je 4πr2. Práce pot°ebná ke zv¥t²ení povrchu o dA je d̄Wsurf = γdA. Jak ale do-
cílíme zv¥t²ení kapky? Nap°. tak, ºe do kapky zavedeme dal²í kapalinu (o objemu dV )
nanotrubi£kou. P°itom ov²em musíme p°ekonávat Laplace·v tlak a vykonat práci, která
je rovna d̄Wvol = ∆p dV . Ob¥ práce se musí rovnat, tedy

d̄Wvol = d̄Wsurf ⇒ ∆p =
γdA
dV

=
γd(4πr2)

d(4
3
πr3)

=
γ8πr dr

4πr2 dr
=

2γ

r

Stejný vzorec dostaneme z úvahy zaloºené na povrchových silách. Obvod koule (délka
�rovníku�) je l = 2πr a povrchové síly ve sm¥ru �poledník·� jsou velké F = lγ = 2πrγ.
Tato síla p·sobí na plochu rovnou pr·°ezu koule, který je A⊘ = πr2. Tlak je pom¥rem,

∆p =
F

A⊘
=

2γ

r

Laplace·v tlak v malých kapkách je velký, nap°. uvnit° kapi£ky o pr·m¥ru 3µm je
p°etlak 1 bar, av²ak vzhledem k malým rozm¥r·m kapi£ek nemá makroskopické d·sledky.

10.2.2 Youngova rovnice a rozestírání

Uvaºujme kapku kapaliny na rovné pevné podloºce. Tvar takové kapky je obecn¥ dán
minimalizací celkové (potenciální + povrchové) energie. Pokud zanedbáme potenciální
energii, resp. budeme si v²ímat jen malého okolí styku v²ech t°í fází, dojde k rovnováze
sil, viz obr. 10.2. Síly odpovídající γsg a γls p·sobí ve sm¥ru podloºky (kolmo k linii, kde
se stýká obvod kapky s podloºkou), av²ak síla γlg p·sobí pod ur£itým úhlem, kterému se
°íká kontaktní nebo téº povrchový úhel; pr·m¥t do roviny podloºky je γlg cos θ. Platí
proto Youngova rovnice

γsg = γls + γlg cos θ (10.3)

http://www.vscht.cz/fch/cz/pomucky/FCH4Mgr.pdf
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Obrázek 10.3: P°i rozestírání motorového oleje po povrchu mokré silnice vznikají vrstvy,
které mohou mít tlou²´ku °ádu mikrometru, coº je srovnatelné s vlnovou délkou sv¥tla. Pro-
toºe index lomu závisí na vlnové délce, je na ní závislá i interference. Tyto vrstvi£ky pak
hrají duhovými barvami, coº vodní ºivo£ichy pramálo t¥²í (obrázek http://hyperphysics.phy-
-astr.gsu.edu/hbase/phyopt/oil�lm.html)

Obrázek 10.4: Efekt lotosu. Mikronerovnosti na povrchu materiálu (listu) zvy²ují hydrofobicitu,
zvlá²t¥ v p°ípad¥ hierarchického uspo°ádání (men²í nerovnosti na v¥t²ích)

Pro kapku kapaliny na jiné kapalin¥ (olej na vod¥) je Youngova rovnice sloºit¥j²í.
Je-li kontaktní úhel vody na materiálu men²í neº 90◦, °íkáme, ºe povrch je hydro-

�lní (pro jinou kapalinu obecn¥ lyo�lní) nebo ºe voda smá£í (angl. wet) povrch. �ím je
kontaktní úhel men²í, tím lépe je povrch smá£en. Ob£as dojde k tomu, ºe dokonce platí

γsg > γls + γlg

Úhel θ pak formáln¥ neexistuje, protoºe by muselo platit cos θ > 1, v praxi v²ak mluvíme
o nulovém kontaktním úhlu. Kapalina se pak rozestírá (angl. spread) po povrchu, dokud
m·ºe; tak se obvykle chová voda na kovech £i £istém skle. Je-li povrch dost velký, kapalina
se rozest°e do vrstvy tlusté jen jedna £i n¥kolik molekul. Stejn¥ funguje rozestírání kapaliny
po povrchu jiné kapaliny, viz obr. 10.3.

Pokud je θ > 90◦, je povrch lyofobní (v p°ípad¥ vody hydrofobní). Nap°. kontaktní
úhel rtuti na skle je 140◦. Te�on (Goretex) i vodoodpudivé látky aplikovatelné nap°. na
sklo mají kontaktní úhel pro vodu cca θ = 110◦. Je-li hydrofobní povrch pokrytý drobnými
výstupky, takºe kapka se dotýká jen t¥chto výstupk· a ne plochy, m·ºe efektivní kontaktní
úhel dosáhnut aº 160◦ (lotosový list); nejvy²²í hydrofobicity se dosáhne p°i hierarchickém
uspo°ádání, viz obr. 10.4.
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10.2.3 Kapilární elevace a deprese

V lyo�lních kapilárách kapalina stoupá, v lyofobních klesá. Ang-
licky se t¥mto jev·m souhrnn¥ °íká capillary action, v £e²tin¥ se
rozli²uje kapilární elevace a deprese. P°edpokládejme, ºe kapilára
je natolik úzká, ºe proti vý²ce (hloubce) kapaliny v kapilá°e m·-
ºeme tvar menisku zanedbat. Výpo£et provedeme na základ¥ sil.
Síla p·sobící na kapalinu po obvodu kruhové kapiláry je rovna
2πrγ cos θ, po vyd¥lení plochou pr·°ezu kapiláry πr2 dostaneme
tlak p = 2γ cos θ/r. Tento tlak se má rovnat hydrostatickému tlaku hρg, kde ρ je hustota
kapaliny a g tíhové zrychlení. Vý²ka menisku nad hladinou v nádob¥ je pak

h =
2πr γ cos θ

πr2 ρg
=

2γ cos θ

rρg

Podle znaménka máme bu¤ elevaci (h > 0 pro θ < 90◦) nebo depresi (h < 0 pro θ > 90◦).

10.2.4 P°íklady

P°íklady s povrchovými silami m·ºeme °e²it bu¤ na základ¥ rovnováhy sil nebo minimali-
zace energie. Pomocí rovnováhy sil jsme jiº odvodili výraz pro kapilární elevaci a depresi.
Nyní zkusme techniku minimalizace energie.

P°íklad. V dávných dobách, kdyº je²t¥ rtu´ nebyla jedovatá, jsme rozlili v¥t²í mnoºství rtuti na
rovnou dokonale nesmá£ivou podloºku. Jak velká byla tlou²´ka louºi£ky? Data: γ = 0.485Nm−1,
ρ = 13.6 g cm−3, θ = 180◦.
�e²ení. Rozlitá rtu´ bude mít tvar nízkého válce; jevy na okraji zanedbáme (rtuti je dost).
Nech´ polom¥r válce je r a vý²ka kaluºe h; objem rtuti je V = πr2h. Povrch válce je 2πr2

(plá²´ válce zanedbáváme), povrchová energie je tedy Esurf = 2πr2γ. T¥ºi²t¥ kaluºe je h/2 nad
podloºkou, potenciální energie kaluºe je proto Epot = h

2mg, kde m = V ρ je hmotnost rtuti.
Celková (potenciální + povrchová) energie bude v mechanické rovnováze minimální,

Epot + Esurf
!
= min

Ve výrazech ale máme dv¥ závislé prom¥nné, h a r. Protoºe nás zajímá h, vyjád°íme si πr2 = V/h
a dosadíme: Esurf = 2πr2γ = 2γV/h. Podmínka pro minimum je pak

Epot + Esurf =
hV ρg

2
+

2γV

h

!
= min

Epot roste s rostoucím h, Esurf naopak klesá, proto minimum existuje. Spo£teme ho standardním
zp·sobem tak, ºe derivaci výrazu poloºíme rovnu nule. Vyjde

h =

√
4γ

ρg
= 3.8mm (10.4)

Vidíme, ºe výraz pro vý²ku nezávisí na mnoºství rtuti (za p°edpokladu,
ºe rtuti je dost). Obdobným zp·sobem lze dostat tlou²´ku rozlité vrstvy
ropy na mo°ské hladin¥, bývá okolo jednoho centimetru.

Vý²e uvedený výsledek lze °ádov¥ správn¥ dostat i jen z rozm¥r· jednotek, viz Doda-
tek A.9. Výsledek lze interpretovat také tak, ºe na délkové ²kále °ádov¥

√
γ/ρg se tíhové a
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povrchové síly vyrovnávají; u t¥les £i objem· v¥t²í velikosti p°evaºuje gravitace, u men²ích
rozm¥r· povrchové síly. Typická velikost kapky vody je h3 ∼ (γ/gρ)3/2 ≈ 0.02 cm3. To
odpovídá pou£kám z titra£ních cvi£ení, ºe v mililitru je asi 30�50 kapek.

10.2.5 P¥ny

P¥ny jsou disperzní systémy tvo°ené plynem (vzduchem) a kapalinou se surfaktantem.
Je-li v p¥n¥ p°ebytek plynu, skládá se z bublin odd¥lených dvojitou blánou (�lmem). Pro
strukturu p¥ny platí £ty°i Plateauova pravidla:

1. Blány (�lmy) jsou vºdy hladké povrchy.
2. Jednotlivá blána nemusí být sférická, má v²ak v celé plo²e stejnou k°ivost 1/Rx +

1/Ry; p°etlak v takové bublin¥ je 2γ(1/Rx + 1/Ry) (pokud se divíte, kde se vzala
ve vzorci dvojka, tak je tam proto, ºe blána má dva povrchy se stejnou k°ivostí).

3. Blány se stýkají v hranách, tzv. Gibbsových�Plateauových kanálcích, a svírají vºdy
úhel arccos(−1/2) = 120◦. To vyplývá z podmínky rovnováhy sil.

4. Kanálky se stýkají ve vrcholech (bodech) a svírají tetraedrický úhel arccos(−1/3) =
109.47◦ (stejný jako vazby v methanu).

10.3 M¥°ení povrchového nap¥tí

Pokud máme kapiláru, která dokonale smá£í kapalinu (θ = 0), je asi nejjednodu²²í i
nejp°esn¥j²í pouºít kapilární elevaci v dostate£n¥ tenké kapilá°e. Není-li kontaktní úhel
nulový, musíme ho stanovit, bu¤ sledováním tvaru kapky na daném materiálu pod mikro-
skopem nebo pomocí naklon¥né desti£ky. Ostatn¥, z prom¥°ení tvaru kapky na podloºce
lze po dosti sloºitém výpo£tu stanovit nejen kontaktní úhel, ale i povrchové nap¥tí. Du
Noüyova metoda odtrhování prstence (obvykle z tenkého platinového drátku) z povrchu
kapaliny také vyºaduje dokonalé smá£ení, lze ji pouºít i pro stanovení nap¥tí mezi dv¥ma
kapalinami. P°i stalagmometrické metod¥ kape kapalina z tlustost¥nné kapiláry známého
vn¥j²ího pr·m¥ru a m¥°í se objem (£i hmotnost) kapky. Povrchové nap¥tí lze stanovit i
z (malých) vln na hladin¥ kapaliny nebo z frekvence vlastních kmit· kapky známé velikosti.
Pokud vháníme kapilárou známého pr·m¥ru vzduch do kapaliny, tlak nejprve stoupá, jak
se zmen²uje polom¥r zak°ivení bubliny. V okamºiku, kdy pr·m¥r bubliny p°esáhne pr·m¥r
kapiláry, za£ne tlak zase klesat � bublinka se uvolní. Z maximálního tlaku v bublin¥ lze
pak spo£ítat povrchové nap¥tí.

10.4 Adhezní a kohezní práce

Na odlepení lepicí pásky od podloºky je nutno vynaloºit jistou práci,
která se nazývá adhezní. Ve fyzikální chemii v²ak musíme pojmy de�novat
p°esn¥, a proto odlepujeme zásadn¥ za konstantní teploty a tlaku. Proces
odlepení musí být rovn¥º proveden vratn¥, tedy v principu tedy musíme
být schopni získat stejnou energii zp¥t p°i op¥tovném p°ilepení.

Adhezní práce (téº adhezní energie) Wa je tedy práce, kterou je nutno vynaloºit
(do systému dodat), abychom jednu fázi odd¥lili vratn¥ od druhé za konstantní teploty
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a tlaku. Je de�nitoricky vztaºena na jednotku plochy fázového rozhraní, má tedy stejnou
jednotku jako povrchová energie. Odtrºením jednotkové plochy jedné fáze (t°eba kapalné)
od jiné fáze (tuhé) dostaneme dv¥ rozhraní, s/g a l/g, pot°ebujeme tedy práci, kterou
podle povrchových energií vyjád°íme jako γsg + γlg. Získali jsme ale mezifázovou energii
γls. Platí tedy

Wa = γsg + γlg − γls
Obdobn¥ kohezní práce Wk je práce, kterou je nutno vynaloºit,

abychom dané t¥leso vratn¥ rozd¥lili na dv¥ £ásti. �ezem o plo²e A vytvá-
°íme dva nové povrchy, platí tedy

Wk = 2γxg kde x = l nebo s

Na základ¥ pojm· kohezní a adhezní práce lze znovu in-
terpretovat jev rozestírání kapaliny po pevné látce (nebo ka-
palin¥). Pokud se kapalina rozestírá, musí být vytvá°ení rozhraní s/l na úkor l/l energe-
ticky výhodné. Podle znaménkové konvence k rozest°ení pot°ebujeme dodat kohezní práci
(+Wk), ale získáme adhezní energii (−Wa); bude-li +Wk −Wa < 0, bude d¥j energeticky
výhodný a bude probíhat spontánn¥. Rozestírací koe�cient (téº Harkins·v koe�cient)
je de�nován s opa£ným znaménkem,

Sl/s = Wa −Wk = γsg − γls − γlg

Je-li kladný, dochází k rozestírání.

Pamatujte

Mezifázová energie (u kapalin povrchové nap¥tí) je de�nována jako zm¥na (derivace) Gibbsovy
energie zp·sobená zm¥nou plochy rozhraní, a to vratn¥ a za konstantní teploty a tlaku. D·-
sledkem povrchových sil je Laplace·v tlak (v kapce nebo bublin¥), kapilární elevace a deprese.
Interpretujeme-li povrchové nap¥tí jako sílu p·sobící na jednotkovou délku hrany mezi plo-
chami fázových rozhraní, snadno napí²eme podmínku mechanické rovnováhy nap°. pro kapku
na povrchu, viz rov. (10.3).



150 KAPITOLA 10. FÁZOVÁ ROZHRANÍ



Kapitola 11

Nukleace

Nukleace je jev vzniku nové fáze z fáze, která se stala vlivem zm¥ny podmínek metasta-
bilní, jako nap°íklad vznik mlhy p°i ochlazení vlhkého vzduchu. Rozli²ujeme homogenní
nukleaci, která probíhá spontánn¥ uvnit° homogenní fáze, a heterogenní nukleaci na roz-
hraní, ne£istotách, iontech aj.

11.1 Chemický potenciál nad zak°iveným rozhraním

Jiº víte, ºe uvnit° kapky je vy²²í tlak. Existence zak°iveného rozhraní má v²ak dal²í
d·sledky.

11.1.1 Chemický potenciál kapky

M¥jme kapalinu v rovnováze s párou; tím rozumíme, ºe rozhraní mezi ka-
palinou a párou je rovné. Vyjmeme kapku o polom¥ru r. Tlak v kapce je
v¥t²í v porovnání s objemovou fází o Laplace·v tlak ∆p = 2γ/r. Zv¥t²ení
tlaku ale má za následek také zm¥nu chemického potenciálu o

∆µ = µ(l)r − µ(l)∞ = V (l)
m ∆p = V (l)

m

2γ

r

kde index ∞ zna£í rovné rozhraní (r =∞) a p°edpokládáme, ºe objem se s tlakem nem¥ní.
Pokud nerozumíte odvození, vzpome¬te si na Gibbsovu rovnici dG = −SdT + V dp.

Za konstantní teploty (dT = 0) tedy dG = V dp neboli (∂G/∂p)T = V . Protoºe pro £istou
látku je Gm = µ, platí (∂µ/∂p)T = V

(l)
m .

Podmínka rovnováhy kapalina/pára nad rovným rozhraním je

µ(l)∞ = µ(g)(ps∞), µ(g)(ps∞) = µ◦ +RT ln
ps∞
pst

kde ps∞ je tlak nasycených par (nad rovným rozhraním). Obdobn¥ si napí²eme podmínku
rovnováhy nad kapkou o polom¥ru r

µ(l)r = µ(l)∞ +∆µ = µ(g)(psr), µ(g)(psr) = µ◦ +RT ln
psr
pst

151



152 KAPITOLA 11. NUKLEACE

Po ode£tení obou rovnic dostaneme rovnici zpravidla ozna£ovanou jako Kelvinova1

ln
psr
ps∞

= +−
2γ V

(l)
m

RTr
(11.1)

kde znaménko + platí pro kapku a − pro kavitu (to je v¥decký
termín pro �bublinu� v kapalin¥, termín bublina je vyhrazen pro
mýdlovou bublinu). Tlak nasycených par nad kapkou je v¥t²í neº
nad rovinným rozhraním, naopak v kavit¥ je men²í. Výsledek lze
interpretovat i tak, ºe molekula na zak°iveném povrchu má v pr·-
m¥ru mén¥ soused·, a proto se snáze vypa°í, viz obr. vpravo.

P°íklad. Tlak nasycených par vody je 3.15 kPa p°i 25 ◦C. Jak se zm¥ní nad membránou o
velikosti válcovitých pór· 100 nm? P°edpokládejte, ºe voda dokonale smá£í materiál membrány,
γvoda = 72mNm−1.

�e²ení. Po dosazení Vm = 18×10−6m3mol−1 a r = 50×10−9m do rov. (11.1) vyjde tlak
3.08 kPa. Voda kondenzuje do úzkých hydro�lních pór· za niº²ího tlaku, viz téº odd. 12.3.

11.1.2 Chemický potenciál krystalu v roztoku

Postup je obdobný jako pro kapku. Máme krystal v rovnováze s roztokem
a vyjmeme kouli (krystal kulového tvaru) o polom¥ru r. Tlak se zv¥t²í o
∆p = 2γls/r a chemický potenciál o

∆µ = V (s)
m ∆p = V (s)

m

2γls
r

P°itom p°edpokládáme, ºe mezifázová energie γls nezávisí na sm¥ru, coº je za ur£itých
okolností dost nep°esná aproximace. Z rovnic

µ(s)∞ = µ[c] +RT ln
cs∞
cst

µ(s)r = µ(s)∞ +∆µ = µ[c] +RT ln
csr
cst

dostaneme rovnici analogickou k (11.1):

ln
csr
cs∞

=
2γls V

(s)
m

RTr

Rovnice se nazývá bu¤ také Kelvinova nebo Gibbsova�Thomsonova2 nebo téº Ostwal-
dova�Freundlichova (názvosloví kolísá, p°ísp¥vek jmenovaných není jasný).

Vidíme, ºe koncentrace nasyceného roztoku nad krystalkem je v¥t²í neº nad rovinnou
plochou.
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Obrázek 11.1: Ostwaldovo zrání krystalk· ledu (mikrofotogra�e Clarke (2003), http://soft-
-matter.seas.harvard.edu/index.php/Ostwald_ripening)

11.2 D·sledky Kelvinovy rovnice

11.2.1 Ostwaldovo zrání

Systém skládající se z malých krystalk· (sníh, £erstvá sraºenina) nebo kapi£ek (mlha)
není v termodynamické rovnováze, protoºe má velkou plochu rozhraní. Z Kelvinovy rov-
nice víme, ºe £ím men²í krystalek (kapi£ka), tím v¥t²í chemický potenciál (a tlak nasyce-
ných par nebo rovnováºná koncentrace). Malé krystalky nebo kapi£ky tedy budou ztrácet
hmotu, která se bude deponovat na v¥t²ích krystalech nebo kapkách, podobn¥ jako chudí
si musejí p·j£ovat a jsou pak je²t¥ chud²í a bohatí na jejich úkor dále bohatnou. Rych-
lost procesu je °ízena difuzí, která je za nízkých teplot pomalej²í, a u kapek znateln¥ také
závislostí tlaku nasycených par na teplot¥. Za nízkých teplot se tedy rychlost procesu pod-
statn¥ zmen²uje. Jev se jmenuje Ostwaldowo zrání (Ostwald ripening), viz obr. 11.1.
Pozorujeme ho v laborato°i p°i p°íprav¥ nerozpustné sraºeniny, jejíº krystalky jsou zpo-
£átku tak malé, ºe projdou �ltrem. Teprve po £ase (pokud moºno za zvý²ené teploty)
malé krystalky vymizí a velké narostou a sraºeninu lze z�ltrovat. �erstvý pra²an má jiné
vlastnosti neº n¥kolik dní starý sníh, i kdyº teplota nep°estoupí nulu. Kvalita zmrzliny
(jemnost krystalk· ledu) £asem klesá.

11.2.2 Homogenní a heterogenní nukleace

Pokud páru ochladíme pod teplotu rosného bodu, tj. vytvo°íme situaci, kdy parciální tlak
dané látky je v¥t²í neº tlak nasycených par za dané teploty, m¥la by pára kondenzovat.
Nejsou-li v²ak p°ítomny ºádné ne£istoty, m·ºe se stát, ºe z·stane n¥jakou dobu stabilní
� p°esn¥ji metastabilní, protoºe systém není v rovnováze. P°í£inou je velká bariéra p°e-
chodu do stabilní fáze. K tomu, aby pára za£ala kondenzovat, musí totiº nejd°ív spontánn¥
vzniknout malá kapka tak, ºe se srazí n¥kolik molekul. Potíº je v tom, ºe tato malá kapka
má podle Kelvinovy rovnice vy²²í tlak nasycených par, takºe se hned zase vypa°í. Teprve

1lord Kelvin, p·v. jm. William Thomson
2Joseph John Thomson (objevitel elektronu)
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kdyº kapi£ka � zárodek nové fáze � naroste nad ur£itou mez, m·ºe pokra£ovat v r·stu.
Tomuto jevu se °íká homogenní nukleace. Obdobn¥ m·ºeme p°eh°át kapalinu nad bod
varu (i o desítky stup¬·), coº (t°eba p°i destilaci) m·ºe být nebezpe£né, protoºe kapalina
m·ºe náhle vykyp¥t; pro zamezení se vkládá do ba¬ky varný kamínek. Pokud oh°íváte
n¥které potraviny v mikrovlnce p°íli² rychle, p°eh°ejí se a rozprsknou se.

De�nujme si p°esycení vzorcem S = p/ps∞, kde p je parciální tlak par dané ka-
paliny. Zp¥tným výpo£tem z (11.1) dostaneme kritickou velikost zárodku (Ostwaldova�
�Freundlichova rovnice):

r∗ =
2γVm
RT

1

lnS
(11.2)

Zárodky men²í neº tato hranice, r < r∗, budou mít tendenci se vypa°it, v¥t²í zárodky
pravd¥podobn¥ dále porostou. (Toto tvrzení neznamená, ºe kaºdý zárodek men²í neº r∗

se vypa°í a kaºdý v¥t²í neº r∗ vyroste, protoºe je zárove¬ nutno uvaºovat náhodné �uktu-
ace velikosti zárodku vzniklé náhodným zachycením molekul nebo náhodným vypa°ením.)
�ím men²í (bliº²í jedni£ce) je p°esycení, tím v¥t²í je kritický zárodek a tím nepravd¥po-
dobn¥j²í je, aby spontánn¥ vznikl.

Snáze dojde ke vzniku nové fáze na n¥jaké ne£istot¥, lyo�lním povrchu (rosa na tráv¥)
£i jiné poru²e £i kondenza£ním centru (prach nebo t°eba jen ion ve vlhkém vzduchu). Tomu
se °íká heterogenní nukleace. D°íve se k detekci ionizujícího zá°ení pouºívala Wilsonova
mlºná komora, pozd¥ji bublinková komora. Princip spo£íval ve vytvo°ení metastabilního
stavu sníºením tlaku. Rychle se pohybující £ástice ionizujícího zá°ení pak vytvo°ila ionty,
které slouºily jako kondenza£ní jádra pro hererogenní nukleaci. Dráha £ástice byla vid¥t
jako série kapi£ek nebo bublinek.

Poznámka. Roste-li rozpustnost soli s rostoucí teplotu, znamená to, ºe p°i krystalizaci
se uvol¬uje teplo. Pokud s·l nesnadno krystalizuje, m·ºe po ochlazení koncentrovaného
horkého roztoku vytvo°it dlouho stabilní p°esycený roztok. Po n¥jaké perturbaci dojde ke
krystalizaci za vývinu tepla. Na tomto principu jsou zaloºeny oh°ívací pol²tá°ky. Ty obsahují
p°esycený roztok octanu sodného a plí²ek. Po promá£knutí plí²ku dojde ke krystalizaci
trihydrátu octanu sodného za vývinu tepla. Pol²tá°ek lze regenerovat pova°ením.

Pro homogenní nukleaci vody z vlhkého vzduchu za b¥ºných teplot musí být p°esycení
alespo¬ 4. Pro heterogenní nuleaci záleºí na materiálu, pro dokonale hydro�lní povrch sta£í
S = 1, b¥ºné povrchy vyºadují p°esycení o n¥kolik málo %. Pro heterogenní nukleaci na
iontech (bu¤ p·vodem z mo°e £i vzniklých ionizujícím zá°ením) sta£í S ≈ 1.25.

P°íklad. Jak velký je kritický zárodek (kapka) ve vlhkém vzduchu o 150% relativní vlhkosti za
teploty 25 ◦C (γ = 72mNm−1)?

�e²ení. Dosadíme S = 1.5 do (11.2):

r∗ =
2× 0.072× 18×10−6

8.341× 298
× 1

ln 1.5
m = 2.6×10−9m

Z molekulárního objemu vody 0.03 nm3 snadno spo£teme, ºe kapka schopná r·stu obsahuje 2400
molekul. Je extrémn¥ nepravd¥podobné, aby takto velká kapka vznikla náhodnou �uktuací.
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Obrázek 11.2: Gibbsova energie kapky vody za teploty 25 ◦C v závislosti na polom¥ru podle
klasické teorie nukleace. S = p/ps je stupe¬ p°esycení. Vzhledem k velikosti molekuly okolo 0.3
nm se zde pohybujeme na hranici platnosti teorie £i za ní � pro S = 4 má kritický klastr 60
molekul

11.3 Klasická teorie nukleace (jen MIKRO)

Poj¤me se podívat na nukleaci je²t¥ trochu jinou technikou. Cílem bude odhad velikosti
bariéry (Gibbsovy energie), kterou je pot°eba p°ekonat, aby mohl vzniknout zárodek nové
fáze.

11.3.1 Homogenní nukleace

Kapka o polom¥ru r obsahuje n = 4
3
πr3/V

(l)
m látky. Gibbsova energie této kapky je

G(l)(r) = nµ(l) + 4πr2γ

kde µ(l) je chemický potenciál kapaliny v objemové fázi (v £ásti o Kelvinov¥ rovnici jsme
jej zna£ili µ(l)∞) a druhý £len je povrchová energie. Poznamenejme, ºe µ(l) není chemický
potenciál molekul v kapce (µr), tak jak vystupuje v Kelvinov¥ rovnici, protoºe p°í£inu
zm¥ny Gibbsovy energie pod zak°iveným rozhraním zde zapo£ítáváme práv¥ povrchovým
£lenem.

Gibbsova energie stejného mnoºství n páry je

G(g) = nµ(g)

V metastabilní oblasti (S > 1) platí µ(l) < µ(g).
Zajímá nás rozdíl Gibbsových energií (nukleující zárodek o polom¥ru r) minus (plyn),

tedy

∆G(r) = G(l)(r)−G(g) = n(µ(l) − µ(g)) + 4πr2γ =
4
3
πr3

V
(l)
m

(µ(l) − µ(g)) + 4πr2γ
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Obrázek 11.3: K výkladu heterogenní nukleace na rovném povrchu

P°íklady pr·b¥hu ∆G(r) naleznete na obr. 11.2. Vidíme, ºe funkce má maximum, které
snadno spo£teme (z rovnice d∆G(r)/dr = 0). Výsledek je

r∗ =
2γVm

µ(g) − µ(l)
=

2γVm
RT ln(psr/p

s
∞)

=
2γVm
RT

1

lnS

coº je to samé, co jsme dostali z Kelvinovy rovnice, (11.2). Zde ale m·ºeme navíc spo£ítat
vý²ku bariéry Gibbsovy energie,

∆G(r∗) =
16πγ3

3

(
Vm

µ(g) − µ(l)

)2

=
16πγ3

3

(
Vm

RT lnS

)2

Vý²ka bariéry rozhoduje o tom, zda je nukleace sch·dná nebo ne. Odhadem pravd¥po-
dobnosti p°ekro£ení bariéry je

exp

[
−∆G(r∗)

kBT

]
Jako hrubý odhad moºnosti nukleace lze uvést podmínku G(r∗) < 40kBT .

Poznámka. Klasickou teorii nukleace lze dále vylep²it výpo£tem rychlosti nukleace. Pouºi-
jeme známé rychlosti vypa°ování a kondenzace (v podstat¥ dané Knudsenovou efuzí). Takto
vypo£tené rychlosti nukleace se dost li²í (i o n¥kolik °ád·) od experimentálních. D·vod· je
n¥kolik. Asi nejvýznamn¥j²ím je samotná aproximace homogenní kapalinou � zárodek kapky
vody vznikající p°i p°esycení S = 4 obsahuje pouze 60 molekul. Veli£iny (polom¥r nebo tvar
kapky, hustota, povrchové nap¥tí) nejsou dob°e de�nované, natoº abychom je mohli poloºit
rovny hodnotám pro objemovou fázi. Dále p°i záchytu molekuly se kapka oh°ívá a p°i vypa-
°ení ochlazuje, coº není vzato v úvahu v·bec. Na kvalitativní úrovni nicmén¥ klasická teorie
nukleace vysv¥tluje homogenní nukleaci dob°e, a platí to obdobn¥ i pro nukleaci krystalu
z roztoku.

11.3.2 Heterogenní nukleace

Uvaºujme nukleaci kapaliny z páry na hladkém podkladu s tím, ºe známe kontaktní úhel θ.
Napí²eme si výraz pro Gibbsovu energii kapky, viz obr. 11.3:

∆G(θ, r) =
V

Vm
(µ(l) − µ(g)) +Als(γls − γsg) +Algγlg
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kde V je objem kulového vrchlíku, Alg je jeho povrch (bez podstavy), Als je plocha kruhu.
Výpo£ty jsou pon¥kud pracné, viz Dodatek A.8.

Po výpo£tu vyjde stejný polom¥r r∗, ale niº²í bariéra, totiº

∆G(θ, r∗) =
2− 3 cos θ + cos3 θ

4
∆G(r∗)

kde ∆G(r∗) je hodnota pro homogenní nukleaci (neboli θ = 180◦). Bariéra v p°ípad¥
dokonalého smá£ení je nulová; v dal²í kapitole dokonce ukáºeme, ºe na dokonale smá£i-
vém povrchu s póry se adsorbuje pára za tlaku, který je niº²í neº tlak nasycených par.
Na mírn¥ hydofobním povrchu, °ekn¥me skle pokrytém vhodnou vodoodpudivou látkou
(per�uoroalkyltrichlorosilany), docílíme θ = 110 ◦C. Bariéra je pak asi 3/4 bariéry pro
homogenní nukleaci a dost velká na to, aby se za b¥ºných podmínek sklo nerosilo.

11.4 Nukleace krystalu z taveniny (jen MIKRO)

Uvaºujme podchlazenou taveninu, tedy kapalinu, která je pod svým
bodem tání. Op¥t platí, ºe zárodek pevné fáze musí mít ur£itou kri-
tickou velikost, aby mohl dále r·st. Místo p°esycení p/ps (p°i nukle-
aci z páry) nebo c/cnasyc (z roztoku) je zde velikost zárodku ur£ena
podchlazením, ∆T = T − Ttání < 0. P°edpokládáme, ºe mezifázová
energie γls nezávisí na sm¥ru, tedy �krystal je koule o polom¥ru r� . P°i
bodu tání (rozumí se s rovinným rozhraním) má zárodek o polom¥ru
r chemický potenciál v¥t²í o

∆µ = µr − µ∞ = V (s)
m

2γls
r

Chemické potenciály v²ak také závisí na teplot¥, a tak otázka zní: P°i jaké teplot¥ Tr se
chemické potenciály l/s vyrovnají? Chemický potenciál taveniny je

µ(l)∞(T ) = µ(l)∞(T∞) + ∆T

(
∂µ(l)

∂T

)
p

, kde ∆T = T − Ttání

Chemický potenciál zárodku pevné fáze o polom¥ru r je

µ(s)r (T ) = µ(s)∞ (T ) + ∆µ = µ(s)∞ (T∞) + ∆T

(
∂µ(s)

∂T

)
p

+ V (s)
m

2γls
r

Z podmínky rovnosti chemických potenciál· µ(l)∞(T ) = µ
(s)
r (T ) plyne

∆T = −2γlsTtáníV
(s)
m

r∆táníHm
= − 2γlsTtání

ρr∆táníHspec
< 0 (11.3)

kde jsme pouºili vztah (∂µ/∂T )p = −Sm = −Hm/T . Index spec znamená speci�cký (na
jednotku hmotnosti). Taveninu tedy musíme podchladit alespo¬ o ∆T , aby zárodek o
velikosti r dále rostl. Výsledek m·ºeme interpretovat jako hrubý model tání nano£ástic,
které tají p°i niº²í teplot¥ neº makroskopický vzorek.
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11.4.1 Tání nano£ástic

Pro vyvinutí lep²ího modelu tání nano£ástic uvaºujme rov-
nováhu za teploty T

kulovitý krystal →← roztátá kapka

Jako v p°edchozím oddíle si napí²eme chemické potenciály látky v obou objektech

µ(s)rs (T ) = µ(s)(T ) + V (s)
m

2γs
rs

= µ(s)(Ttání)−∆T
H

(s)
m

Ttání
+ V (s)

m

2γs
rs

µ(l)rl (T ) = µ(l)(T ) + V (l)
m

2γl
rl

= µ(l)(Ttání)−∆T
H

(l)
m

Ttání
+ V (l)

m

2γl
rl

Po porovnání, vyru²ení µ(s)(Ttání) = µ(l)(Ttání) (rovnováha pro r =∞) dostaneme

∆T =
Ttání

∆táníHm

(
V (l)
m

2γl
rl
− V (s)

m

2γs
rs

)
= − Ttání

∆táníHsp

2γs
rsρs

Q, kde Q = 1− γlρ
2/3
s

γsρ
2/3
l

(11.4)

P°i odvození jsme pouºili vztah (
rs
rl

)3

=
V

(s)
m

V
(l)
m

Platí γs > γl (protoºe v pevné látce jsou molekuly drºeny pevn¥ji u sebe) a v¥t²inou také
ρs > ρl, ale vliv povrchových nap¥tí p°evládá. Z toho plyne, ºe ∆T < 0, tedy nano£ástice
tají p°i niº²í teplot¥ neº makroskopické vzorky. Pov²imn¥te si také, ºe vzorec (11.3) je
stejný jako (11.4) pro Q = 1.

P°íklad. Vypo£t¥te hodnotu Q pro nano£ástice ledu. Data (za teploty 0 ◦C): led: γs = 0.1�0.11
N/m (podle krystalové roviny), ρs = 0.917 g cm−3; voda: γl = 0.075 N/m

�e²ení. Po dosazení dostaneme Q = 0.3�0.35.

Poznámka. Tento model není tak ²patný, nicmén¥ zanedbává jeden podstatný jev, a tím je
tvorba tenké vrstvi£ky se strukturou podobnou kapalin¥ na povrchu krystalu. Této vrstvi£ce
se °íká kvazi-kapalná vrstva (quasi liquid layer, QLL). Je tím tlust²í, £ím blíºe jsme bodu
tání a zp·sobuje, ºe nano£ástice za£ínají tát od povrchu. Tento jev bere v úvahu �slupkový�
model (liquid shell nucleation model, LSN).

Pamatujte

Nukleace je jev vzniku nové fáze z fáze, která se stala vlivem zm¥ny podmínek metastabilní.
Rozli²ujeme homogenní nukleaci uvnit° homogenní fáze a heterogenní nukleaci na dal²ích
objektech.

Chemický potenciál látky nad konvexním rozhraním je vy²²í neº nad rovným rozhraním,
nap°. nad kapkou o malém polom¥ru je vy²²í tlak nasycených par. D·sledky:

� Bariéra (Gibbsovy energie) mezi metastabilní fází a zárodkem nové fáze p°i homogenní
nukleaci � náhodn¥ vzniklá malá kapka se vypa°í a teprve od ur£ité kritické velikosti
p°eváºí kondenzace. P°i heterogenní nukleaci je bariéra niº²í.

� Sníºení bodu tání nano£ástic.
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Adsorpce

Adsorpce je proces, kdy na fázovém rozhraní £i v jeho okolí dochází ke zm¥n¥ koncentrací
látek oproti koncentracím v objemové fázi. Tento obecný pojem tedy zahrnuje i nega-
tivní adsorpci (rozhraní je ochuzeno o danou látku), v¥t²inou se v²ak p°edpokládá, ºe na
rozhraní je dané látky více. Z hlediska fází je nejb¥ºn¥j²í adsorpce plynu na pevné látce,
b¥ºná je také adsorpce z roztoku na pevné látce; pevné látce se pak °íká adsorbent a
látce, jeº se adsorbuje, adsorbát. Pojem adsorpce v²ak zahrnuje i shromaº¤ování roz-
pu²t¥ných látek (surfaktant·) na rozhraní kapalina/plyn. Jevu, kdy jistá látka proniká
dovnit° druhé fáze (nap°. bobtnání1 polymeru) se °íká absorpce, pokud oba jevy probí-
hají sou£asn¥ resp. je neumíme odli²it, mluvíme o sorpci. Opa£ným procesem (uvol¬ování
adsorbátu) je desorpce.

12.1 Klasi�kace adsorpce

P°i molekulární adsorpci se molekuly plynu nebo rozpu²t¥né v kapalin¥ ukládají na
povrchu (zpravidla) pevné fáze. Iontová adsorpce z roztoku zp·sobuje vznik povrchového
náboje a elektrické dvojvrstvy (viz kap. 6) a je sou£ástí Sternova modelu. P°i vým¥nné
iontové adsorpci dochází na povrchu k zám¥n¥ jednoho iontu jiným, nap°. protiont· al-
kalických kov· v aluminosilikátech (jíly, zeolity).

Populárními adsorbenty jsou aktivní uhlí (adsorpce plyn· a par nap°. v plynové masce,
lék pro adsorpci ²kodlivin p°i zaºívacích potíºích), silikagel (Al2O3, hydro�lní) nebo pla-
tinová £er¬; tyto adsorbenty se vyzna£ují nepravidelnou strukturou. Zeolity jsou alumi-
nosilikáty alkalických i dal²ích kov·, které mají dutiny r·zné velikosti p°ímo v krystalové
struktu°e. Adsorbují i ionty a pouºívají se proto pro zm¥k£ování vody, dále v katalýze,
kde se vyuºívá stereoselektivity reakcí v dutinách.

P°edev²ím p°i adsorpci na pevných látkách je uºite£né rozli²ovat charakter p°itaºlivých
sil zodpov¥dných za adsorpci.

Fyzikální adsorpce (fyzisorpce) je zp·sobena slabými silami (van der Waalsovy,
vodíkové vazby, p°ípadn¥ elektrostatické síly mezi iontem a parciálním nábojem na adsor-
bentu). Fyzikální adsorpce je nespeci�cká, £ím vy²²í bod varu, tím mén¥ se plyn £i páry
kapaliny adsorbují, ale na chemické struktu°e p°ímo nezáleºí. Adsorb£ní entalpie jsou °á-
dov¥ stejné nebo jen o n¥co v¥t²í neº kondenza£ní (= minus výparné) entalpie. Adsorpce

1v odborné literatu°e téº zastarale �botnání�

159
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ve více vrstvách je b¥ºná, protoºe mezi adsorbentem a adsorbátem p·sobí podobné síly
jako mezi molekulami samotného adsorbátu. Adsorpce je zpravidla reverzibilní, rychlost
adsorpce i desorpce je vysoká, protoºe proces probíhá bez aktiva£ní bariéry. Adsorbované
mnoºství rychle klesá s rostoucí teplotou.

Chemisorpce je zp·sobena vytvá°ením silných (zpravidla) kovalentních vazeb mezi
adsorbentem a adsorbátem; typické je, ºe adsorbent se neváºe kdekoliv na povrch, ale na
aktivní místa s vhodnou strukturou. Proto je chemisorpce speci�cká, tj. molekula musí mít
p°esné chemické vlastnosti, aby mohla zreagovat. Adsorp£ní entalpie jsou vysoké podobn¥
jako reak£ní tepla. Rychlost chemisorpce je obvykle men²í neº u fyzikální adsorpce a je £ato
dána kinetikou � za vy²²í teploty je rychlej²í, protoºe se snáze p°ekoná aktiva£ní energie
reakce. Chemisorpce nemusí být reverzibilní a adsorbát se m·ºe desorbovat nesnadno,
p°íp. za rozkladu.

Poznámka. Metoda nazývaná ALD (Atomic Layer Deposition) umoº¬uje vytvá°et mo-
nomolekulární vrstvy nejen na povrchu objekt·, ale i v otvorech a dutinách, coº je jinými
metodami (nap°. napa°ování ve vakuu) obtíºné. P°edpokladem je, aby pouºitý adsorbát
(prekurzor) se za daných podmínek adsorboval do monovrstvy. Chemickou modi�kací pre-
kurzoru se pak vytvo°í poºadovaná pevná vrstva. Opakováním lze vytvo°it více vrstev.
P°íkladem je pokrývání odolnou vrstvou oxidu hlinitého. Objekt se vystaví parám trime-
thylaluminia, který se v parách vyskytuje ve form¥ dimeru. Po adsorpci dojde k disociaci
a objekt se pokryje monovrstvou Al(CH3)3. Po odsátí p°ebyte£ného prekurzoru (vakuum,
vypláchnutí dusíkem) je p°ivedena vodní pára, která reaguje i za niº²ích teplot s trimethy-
laluminiem za vzniku oxidu hlinitého. Pára se odsaje a proces se m·ºe opakovat.

12.2 Popis adsorpce

Adsorpci nej£ast¥ji popisujeme pomocí závislosti adsorbovaného mnoºství na aktivit¥
(resp. parciálním tlaku nebo koncentraci) adsorbátu za konstantní teploty, £emuº se °íká
adsorp£ní izoterma. B¥ºné adsorbenty jsou pórézní látky s velkým povrchem. Tento po-
vrch se obvykle vyjad°uje na jednotku hmotnosti adsorbentu a °íká se mum¥rný povrch
£i speci�cký povrch.

P°íklad. Experimentáln¥ byla sledována adsorpce ethylenu na aktivním uhlí p°i 273 K. Za
tak vysokých tlak·, ºe m·ºeme p°edpokládat monovrstvu (vrstvu tlustou jedna molekula), se
adsorbovalo 0.22 g ethylenu v 1 gramu aktivního uhlí. Vypo£ítejte m¥rný povrch adsorbentu za
p°edpokladu, ºe molekula ethylenu zaujímá p°i adsorpci na povrchu uhlí plochu 19Å2.

�e²ení. V m = 0.22 g ethylenu je (m/M)NA = 4.7×1021 molekul, £emuº odpovídá pokrytý
povrch 4.7×1021 × 19×10−20m2 = 900m2. M¥rný povrch je tedy 900m2 g−1.

12.2.1 Langmuirova adsorp£ní izoterma

Langmuir·v2 model je zaloºen na p°edpokladu nezávislých adsorp£ních center, která se
mohou vyskytovat ve dvou stavech, obsazeném adsorbovanou molekulou nebo volném.

2Irving Langmuir (1881�1957), americký fyzik a chemik, Nobelova cena 1932 za povrchovou chemii
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Nezávislost center znamená, ºe adsorbovaná molekula nijak neovliv¬uje schopnost ved-
lej²ího centra vázat jinou molekulu. Proto je Langmuirova izoterma vhodná p°edev²ím
k popisu chemisorpce na pevné látce, a to jak z plynu, tak z kapaliny.

P°edpokládáme, ºe známe aktivitu adsorbované molekuly; v plynu to je (za p°edpo-
kladu ideálního chování) aA = pA/p

st, v kapalin¥ aA = cA/c
st.

Prázdná adsorp£ní centra ozna£me L a centra s navázanou molekulou LA. Mezi ob¥ma
stavy dochází k rovnováze popsané reakcí

A+ L→ LA
[LA]
aA[L]

= Kad

kde Kad je rovnováºná konstanta adsorpce a [L] zna£í koncentraci center L (pouºití kon-
centrace se m·ºe zdát nevhodné pro popis adsorpce na plo²e, ale v rovnici je pouze pom¥r
[LA]/[L], takºe na p°esné de�nici koncentrace nezáleºí, m·ºete si p°edstavit t°eba látkové
mnoºství na jednotku plochy).

K rovnici pro rovnováhu musíme p°idat bilanci, to jest zákon zachování center L,
[LA] + [L] = cL0, kde cL0 je celková koncentrace center. �e²ením obou rovnic dostaneme

θ ≡ [LA]
cL0

=
KadaA

1 +KadaA

kde jsme de�novali bezrozm¥rný stupe¬ pokrytí (nasycení) adsorbentu θ. Pro popis
adsorpce z plynné fáze je zvykem zavést konstantu b = Kad/p

st. Standardní zápis Lang-
muirovy izotermy je pak

θ =
bpA

1 + bpA
(12.1)

P°i malých tlacích m·ºeme bpA proti jedni£ce ve jmenovateli zanedbat a vztah je lineární,
θ = bpA (Henryho zákon resp. Henryho izoterma). Pro velké tlaky naopak m·ºeme za-
nedbat jedni£ku proti bpA a stupe¬ pokrytí se blíºí jedné, coº znamená, ºe kaºdé aktivní
centrum je obsazeno; mluvíme o monovrstv¥ (viz obr. 12.1).

P°i disociativní adsorpci se látka po adsorpci rozpadne na dva fragmenty, nap°.
molekulární vodík se na platin¥ p°em¥ní na atomární formu. Je-li navíc spln¥n p°edpoklad
nezávislosti center, snadno odvodíme vzorec pro stupe¬ pokrytí v Langmuirov¥ stylu:

2L+ A2 → 2LA ⇒ θ =
bp

1/2
A

1 + bp
1/2
A

Pokud se na jednom centru centru m·ºe adsorbovat bu¤ molekula látky A nebo mo-
lekula látky B (ale ne ob¥ zárove¬), mluvíme o kompetitivní adsorpci. Za stejných
p°edpoklad· dostaneme

θA =
bApA

1 + bApA + bBpB
, θB =

bBpB
1 + bApA + bBpB

12.2.2 Adsorp£ní izoterma BET

Tato izoterma se nazývá podle autor· Stephen Brunauer, Paul Hugh Emmett a Edward
Teller3. P°edpoklady odvození jsou stejné jako u Langmuirovy izotermy s jedním podstat-
ným roz²í°ením, totiº ºe adsorpce m·ºe probíhat ve více vrstvách, p°i£emº síly vázající

3E. Teller (1908�2003) je známý jako �otec vodíkové bomby�
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Obrázek 12.1: Srovnání izoterem. U empirické Freundlichovy izotermy jsou ob¥ osy v libovol-
ných jednotkách. U izotermy BET je na vodorovné ose relativní tlak p/ps a na svislé ose pokrytí
θ = a/amono. U Langmuirovy izotermy je tlak v jednotkách takových, ºe b = 10 a na svislé ose
je pokrytí.

molekuly do dal²ích vrstev jsou stejné jako v kapalin¥. Vzhledem k moºnosti adsorpce
v n¥kolika vrstvách je izoterma BET vhodná k popisu fyzikální adsorpce, i kdyº p°ed-
poklad nezávislosti center je zde pon¥kud podez°elý. Nicmén¥ výsledný vzorec je (patrn¥
vzhledem k ur£ité kompenzaci chyb) pom¥rn¥ výstiºný.

Obdobn¥ jako u Langmuirovy izotermy p°i odvození vycházíme ze známé aktivity
adsorbentu aA a rovnováºné konstanty adsorpce Kad (do první vrstvy), navíc známe rov-
nováºnou konstantu adsorpce do dal²ích vrstev, K. Aktivní centrum se m·ºe vyskytovat
v mnoha stavech: jako volné (L), s jednou navázanou molekulou (LA), se dv¥ma naváza-
nými molekulami (LA2), atd. Mezi t¥mito �slou£eninami� dochází k �chemickým� reak-
cím; v druhém sloupci následující tabulky uvádíme vztah mezi koncentracemi vyplývající
z rovnováhy

L+ A → LA ⇒ [LA] = KadaA[L]

LA+ A → LA2 ⇒ [LA2] = KaA[LA]

LA2 + A → LA3 ⇒ [LA3] = KaA[LA2], atd.

(12.2)

Nyní se£teme v²echny rovnice vpravo:

[LA] + [LA2] + [LA3] + · · · = KadaA[L] +KaA
(
[LA] + [LA2] + [LA3] + · · ·

)
a pouºijeme bilanci

∞∑
n=0

[LAn] = cL0 ⇒ [LA] + [LA2] + [LA3] + · · · = cL0 − [L]

takºe
cL0 − [L] = KadaA[L] +KaA(cL0 − [L]) (12.3)
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z £ehoº vypo£teme [L]. Pokrytí, tj. st°ední po£et adsorbovaných molekul na jednom ak-
tivním centru, je rovno

θ =
1

cL0

∞∑
n=0

n[LAn] =
1

cL0
([LA] + 2[LA2] + · · · ) =

1

cL0
KadaA[L]

{
1+ 2KaA +3(KaA)

2 · · ·
}

K výpo£tu nekone£né °ady pouºijeme vzorec 1 + 2x + 3x2 + · · · = 1/(1− x)2, viz Doda-
tek A.10. Výsledek po dosazení [L] z (12.3) je

θ =
KadaA

(1−KaA)[1 + (Kad −K)aA]
(12.4)

Rovnováºná konstanta K je vlastn¥ rovnováºnou konstantou �reakce�

LAn(l) + A(g)→ LAn+1(l)

coº je kondenzace plynu (opak vypa°ování), protoºe jak LAn(l), tak LAn+1(l) p°edstavuje
kapalinu. V rovnováze proto pro aktivity platí (aktivity kapaliny jsou 1)

K =
1

aA
=
pst

ps

kde ps je tlak nasycených par adsorbentu. Takto vyjád°ené K dosadíme do rov. (12.4).
Dále si zavedeme místo Kad konstantu C vztahem

C =
Kad

K

Po dosazení dostaneme izotermu BET v obvyklém tvaru

θ =
Cp/ps

(1− p/ps)[1 + (C − 1)p/ps]
(12.5)

Rovnováºné konstanty jist¥ umíte vyjád°it pomocí Gibbsových energií adsorpce do první
vrstvy (∆ad,1G

◦
m) a do dal²ích vrstev (∆ad,n = −∆výp):

C =
Kad

K
= exp

[
−∆ad,1G

◦
m −∆ad,nG

◦
m

RT

]
Díky tomu, ºe entropie adsorbátu v první i druhé vrstv¥ je p°ibliºn¥ stejná (protoºe v obou
stavech má molekula p°ibliºn¥ stejnou volnost pohybu), m·ºeme aproximovat

C ≈ exp

[
−∆ad,1H

◦
m −∆ad,nH

◦
m

RT

]
coº je uºite£né pro odhad parametru C.

Na obr. 12.1 jsou t°i exemplá°e izotermy BET pro r·zné hodnoty parametru C. Pokud
je C velké, znamená to, ºe síly mezi adsorbentem a adsorbátem jsou velké a snadno se
vytvo°í první vrstva (monovrstva). Toto je v praxi typický p°ípad, protoºe chceme, aby
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adsorbent byl ú£inný. Proto je na k°ivce patrná prodleva okolo θ ≈ 1, kterou snadno up°es-
níme �továním nam¥°ených dat na vztah BET. P°i vzr·stajícím tlaku dojde k adsorpci
do dal²ích vrstev, takºe θ > 1. P°i parciálním tlaku blíºícímu se tlaku nasycených par
k°ivka diverguje a p°i p = ps dosahuje nekone£na � adsorbát kondenzuje a na adsorbentu
vznikne louºe.

Pokud je C malé, jsou síly mezi adsorbentem a adsorbátem relativn¥ malé (pro C = 1
stejné) ve srovnání s kohezními silami v kapalin¥. První vrstva se bude tvo°it relativn¥
nesnadno (adsorbent není ú£inný), jakmile se ale vytvo°í, budou na ní snadno vznikat
vrstvy dal²í. Prodlevu odpovídající monovrstv¥ nejen ºe nevidíme, ale t¥ºko ji odhalíme
i �továním nam¥°ených dat na vztah BET. Tento p°ípad odpovídá lyofobnímu povrchu,
na kterém p°i adsorpci vznikají ostr·vky nebo kapi£ky adsorbátu.

Izoterma BET se pouºívá pro stanovení m¥rného povrchu adsorbentu: nam¥°ená data
závislosti adsorbovaného mnoºství na tlaku se �tují na tento vztah.

12.2.3 Freundlichova izoterma

Vý²e uvedené izotermy nejsou vhodné pro povrchy obsahující póry r·zné velikosti p°í-
padn¥ chemicky heterogenní. V takovém p°ípad¥ totiº r·zné £ásti povrchu mají r·znou
a�nitu k adsorbentu a povrch se pokrývá postupn¥. K vystiºení takového chování navrhl
Freundlich4 empirickou izotermu ve tvaru

a = k p1/n (12.6)

kde a je adsorbované mnoºství, k je konstanta (klesá s rostoucí teplotou) a n je kon-
stanta (klesající s teplotou), n > 1. P°íklad (v libovolných jednotkách, protoºe nemáme
de�novanou monovrstvu) vidíte na obr. 12.1.

12.3 Kapilární kondenzace a hystereze

V úzkých lyo�lních pórech (kontaktní úhel < 90◦) je nad kapalinou niº²í tlak
nasycených par podle Kelvinovy rovnice, protoºe meniskus je konkávní. Proto
se póry za£nou plnit p°i niº²ím tlaku neº je tlak nasycených par, totiº p°i p =
psr < ps∞, coº se projeví zvý²ením adsorbovaného mnoºství a. Tomuto jevu se °íká
kapilární kondenzace.

P°i sloºitém tvaru pór· (dutiny, propletená vlákna aj.) dochází k hysterezi. Mode-
lovým p°íkladem jsou póry lahvovitého tvaru. P°i adsorpci (viz obr. 12.2 vpravo) se pór
zapl¬uje za pon¥kud niº²ího tlaku neº je ps, aº se nakonec zcela zaplní. P°i desorpci (vlevo)
musí tlak klesnout pod niº²í hranici danou tlakem nasycených par nad zak°iven¥j²ím me-
niskem v �hrdle láhve� .

12.4 Povrchov¥ aktivní látky (surfaktanty)

Povrchov¥ aktivní látky neboli surfaktanty (< angl. surface active (acting) agent) jsou
látky, které se adsorbují na povrchu rozpou²t¥dla a sniºují tak povrchové nap¥tí. Alter-

4Herbert Max Finlay Freundlich (1880�1941)
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Obrázek 12.2: K zapl¬ování lahvovitého póru (adsorpci) dochází p°i vy²²ím parciálním tlaku
neº p°i desorpci

Obrázek 12.3: Závislost povrchového nap¥tí na koncentraci pro r·zné látky (schematicky)

nativním názvem jsou tenzidy (z n¥m£iny). Termín detergent (p°íp. saponát) odkazuje na
£istící schopnosti roztok· surfaktant·.

Surfaktanty jsou obvykle am��lní molekuly (obsahující hyd-
ro�lní a hydrofobní £ást). V¥t²ina b¥ºn¥ pouºívaných detergent·
je aniontová, tj. skládají se z hydro�lní záporn¥ nabité skupiny
(-COO− nebo -SO3

−) a hydrofobního uhlovodíkového �ocásku� .
P°íkladem jsou mýdla (sodné nebo draselné soli vy²²ích mastných
kyselin) a benzensulfonáty pouºívané v £istících prost°edcích.

Surfaktanty s del²ím °et¥zcem se jiº ve vod¥ tém¥° nerozpou²t¥jí a vyskytují se pouze
na povrchu, kde tvo°í �lmy. Jsou-li hydrofobní °et¥zce surfaktant· rozv¥tv¥né (viz do-
decylbenzensulfonát naho°e nebo fosfolipidy tvo°ící dvojvrstvu, která je základem bun¥£né
membrány), nemá �lm pravidelnou strukturu a je dvojdimenzionální kapalinou. Rovné °e-
t¥zce (nap°. palmitát) krystalizují, zpravidla v hexagonální soustav¥ s tím, ºe °et¥zce jsou
vzhledem k povrchu sklon¥né, viz obr. 12.4. Surfaktant s nerozv¥tveným uhlovodíkovým
°et¥zcem zaujímá na povrchu plochu 0.205 nm2.
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Obrázek 12.4: Model povrchu vody pokrytého kyselinou palmitovou, která tvo°í 2D krystaly
uklon¥né o ur£itý úhel závislý na povrchovém tlaku. Simula£ní bu¬ka je periodická ve sm¥ru
povrchu (slab geometry)

12.4.1 Povrchový tlak

Povrchový tlak lze elementárn¥ vysv¥tlit analogií s normálním 3D tlakem. Tak jako mo-
lekuly plynu létají prostorem a naráºejí do st¥ny nádoby, tak molekuly surfaktantu rejdí
po vodní hladin¥ a naráºejí na p°edm¥ty (t°eba zrnka pep°e) plovoucí po hladin¥. Ale sur-
faktant je surfaktantem proto, ºe sniºuje povrchové nap¥tí. Pokud se p°epáºka z obr. 12.5
posune o n¥jaké dx ve sm¥ru ²ipky, m·ºe vratn¥ vykonat práci πldx, kde π je povrchový
tlak a l délka p°epáºky. Tato práce se musí rovnat sníºení povrchové energie systému.
Plocha povrchu pokrytého surfaktantem se zv¥t²ila o ldx a o to samé se zmen²ila plocha
£isté vody. Proto platí

π = γ0 − γsurf > 0

Jednotka povrchového tlaku je stejná jako jednotka povrchového nap¥tí, N/m.

Poznámka. Je-li na povrchu molekul surfaktantu málo, platí stavová rovnice 2D ideálního
plynu

πA = nRT

Povrchový tlak je m¥°itelný p°ístrojem odpovídajícím schématu na obr. 12.5 dole,
kterému se °íká povrchové váºky (Langmuirovy váºky, váºky Langmuira�Blodgettové).
Torzním drátkem se m¥°í síla na povrchovou p°epáºku ze slídy nebo te�onu. Po prom¥°ení
závislosti povrchového tlaku na plo²e p°ipadající na jednu molekulu,A1, dostaneme fázový
diagram.

Za nejniº²ích povrchových tlak· (pod zhruba 0.1 mN/m � dosti teoreticky, protoºe
tak malé tlaky se ²patn¥ m¥°í) máme dvojdimenzionální plyn, tedy jednotlivé molekuly se
voln¥ pohybují po hladin¥. Jestliºe zvý²íme po£et molekul surfaktantu, zkondenzuje £ást
do �ostr·vk·� plovoucích po hladin¥. Systém je v ur£itém rozmezí hodnot A1 dvojfázový a
povrchový tlak se nem¥ní, podobn¥ jako p°i izotermickém stla£ování podkritického plynu
máme pod pístem kapalinu a páru v rovnováze. Struktura �ostr·vk·� závisí na struktu°e
surfaktantu. Dlouhé nerozv¥tvené alifatické °et¥zce (vy²²í alkoholy £i mastné kyseliny)
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Obrázek 12.5: Ilustrace povrchového tlaku. Posypeme vodu v talí°i mletým pep°em a dotkneme
se hladiny ²pejlí omo£enou v detergentu. Zrní£ka pep°e se rozute£ou do stran. P°í£inou je povr-
chový tlak molekul detergenu na vodní hladin¥

Obrázek 12.6: Fázový diagram DPPC (L-1,2-dipalmitoyl-sn-glycero-3-phosphocholin), látky
vyskytující se v bun¥£né membrán¥ [podle S. Roke et al.: Phys. Rev. Lett. 90, 128101 (2003)]. C
= kondenzovaný �lm (2D krystal), LC = kondenzovaný kapalný �lm, LE = expandovaný kapalný
�lm. Rovnováha 2D plynu a kapaliny není v m¥°ítku diagramu patrná, plynná 2D fáze existuje
aº pro A1 > 400Å2. Naopak pro A1 < 47Å2 dojde ke zborcení �lmu
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Obrázek 12.7: K výkladu povrchového p°ebytku

krystalizují, les hydrofobních °et¥zc· je v²ak sklon¥n pod ur£itým úhlem. Mén¥ pravidelné
surfaktanty tvo°í dvojdimenzionální kapalinu, která p°i dal²ím zvy²ování povrchového
tlaku prochází i n¥kolika strukturními zm¥nami, viz obr. 12.6, a m·ºe (ale nemusí) nakonec
zkrystalizovat. Pokud bychom cht¥li zvý²it povrchový tlak nad cca 25�50 mN/m, �lm se
zbortí.

12.5 Termodynamický popis adsorpce na povrchu

12.5.1 Povrchový p°ebytek

P°i adsorpci plynu na pevné látce zpravidla nemáme problém s ur£ením, která molekula
je adsorbovaná a která není. Situace se v²ak komplikuje u adsorpce z roztoku na fázovém
rozhraní plyn/kapalina (p°ípadn¥ kapalina/kapalina), zvlá²t¥ u látek, které maji pouze
malou a�nitu k povrchu (nap°. niº²í alkoholy). Rozhraní má n¥jakou kone£nou tlou²´ku
a neumíme jednodu²e rozhodnout, zda je molekula na rozhraní nebo ne. Proto zavádíme
veli£inu zvanou povrchový p°ebytek (surface excess). P°ebytek bude kladný, pokud je
na povrchu molekul rozpu²t¥nce relativn¥ více neº v objemové fázi, m·ºe být i záporný,
pokud je naopak rozpu²t¥né látky u povrchu mén¥.

Pro jednoduchost uvaºujme jednu povrchov¥ aktivní a net¥kavou látku (• = 2) v ne-
t¥kavém rozpou²t¥dle (• = 1). Nech´ sou°adnice x je kolmá k plo²e rozhraní, viz obr. 12.7.
Koncentrace obou látek jsou funkcemi sou°adnice x, ozna£íme je ci(x), i = 1, 2. Daleko
vlevo od rozhraní jsou koncentrace nulové, ci(−∞) = 0, protoºe látky nejsou podle p°e-
pokladu t¥kavé. Vpravo daleko od rozhraní je objemová fáze, ci(+∞) = cobji . Kdyby byl
pom¥r koncentrací v celém pro�lu stejný, c2(x)/c1(x) = cobj2 /cobj1 , byl by povrchový p°e-
bytek nulový. Proto si nakreslíme k°ivku c1(x)c

obj
2 /cobj1 , pro kterou je pom¥r koncentrací
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v celém pro�lu stejný, a ode£teme tuto koncentraci od skute£né koncentrace c2(x), viz
ºlutá oblast na obr. 12.7. Po integraci dostaneme povrchový p°ebytek látky 2 v rozpou²-
t¥dle 1:

Γ2,1 =

∫ ∞

−∞

[
c2(x)−

cobj2

cobj1

c1(x)

]
dx

M·ºeme integrovat do nekone£na, protoºe argument rychle ubývá k nule pro velká x.
De�nice povrchového p°ebytku tedy není závislá na tom, kterou £ást kapaliny prohlásíme
za povrch a kterou za objemovou fázi.

Nemáte-li rádi integrály, p°edstavte si d¥lící plochu mezi povrchem a objemovou fází
v poloze xpov na obr. 12.7. Ozna£íme si jako npovi celkové mnoºství látky i na povrchu
(vlevo od x = xpov), tedy npovi = A

∫ xpov
−∞ ci(x)dx, kde A je plocha rozhraní. Obdobn¥ nobji

nech´ je (mnohem v¥t²í) mnoºství v objemové fázi. Potom je povrchový p°ebytek roven

Γ2,1 = lim
xpov→∞

1

A

[
npov2 − nobj2

nobj1

npov1

]

12.5.2 Gibbsova adsorp£ní izoterma

Nejprve si odvodíme tzv. Gibbsovu�Duhemovu rovnice v objemové fázi. K tomu si
musíte osv¥ºit pojem parciální molární veli£iny de�novaný ve Fyzikální chemii I. Chemický
potenciál látky i je parciální molární Gibbsovou energií, tedy

µi =

(
∂G

∂ni

)
p,T,nj(j ̸=i)

P°edstavte si ºe vyrábíte vodku kontinuálním mícháním vody a ethanolu. Do sudu p°ivá-
díte dv¥ma hadi£kami ob¥ kapaliny konstantní rychlostí a mícháte. V tomto uspo°ádání
je v kaºdém okamºiku v sudu sm¥s o stejném sloºení. P°i p°idání dn1 látky 1 ke sm¥si
vzroste podle de�nice chemického potenciálu Gibbsova energie sm¥si o µ1dn1, stejn¥ m·-
ºeme uvaºovat pro sloºku 2. Chemický potenciál závisí obecn¥ na koncentraci, ale p°i vý²e
uvedeném zp·sobu míchání je v pr·b¥hu procesu stejný. M·ºeme proto se£íst (zintegro-
vat) v²echny p°ísp¥vky v pr·b¥hu míchání a dostaneme

G = µ1n
obj
1 + µ2n

obj
2 [p, T ] (12.7)

kde [p, T ] vyzna£uje, ºe míchání se provádí za konstantní teploty a tlaku.
Nyní zav°eme oba kohouty a do sudu p°idáme (stále míchajíce za konstantní teploty

a tlaku) malá (in�nitezimální) mnoºství obou látek. Zm¥na Gibbsovy energie sm¥si bude

dG = µ1dn1 + µ2dn2 (12.8)

I kdyº p°idaná mnoºství jsou obecná, chemické potenciály se nezm¥ní, protoºe p°idáváme
malá mnoºství (resp. zm¥ní se, ale výsledná zm¥na Gibbsovy energie po znásobení dni je
druhého °ádu). Tuto zm¥nu dG v²ak m·ºeme získat rovn¥º diferencováním rovnice (12.7):

dG = d(µ1n1 + µ2n2) = µ1dn1 + dµ1n1 + µ2dn2 + dµ2n2
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Po ode£tení (12.8) dostaneme tzv. Gibbsovu�Duhemovu rovnici, kam jsme ve shod¥ se
zna£ením této kapitoly p°idali exponent obj

dµ1n
obj
1 + dµ2n

obj
2 = 0 (12.9)

To tedy znamená, ºe kdyº zm¥níme sloºení sm¥si (nap°. p°idáním ur£itých mnoºství slo-
ºek), dojde ke zm¥n¥ chemických potenciál· sloºek. Nap°. pokud koncentrace sloºky 1
klesne, klesne i její chemický potenciál. Ale pokud ubereme sloºku 1, musí vzr·st zastou-
pení sloºky 2 a tedy i její chemický potenciál. Ob¥ zm¥ny chemického potenciálu jsou
svázány práv¥ rovnicí (12.9).

Do úvah m·ºeme zapracovat i povrchovou energii,

dGpov = µ1dn
pov
1 + µ2dn

pov
2 + γdA = d(µ1n

pov
1 + µ2n

pov
2 + γA)

a p°íslu²ná Gibbsova�Duhemova rovnice je

dµ1n
pov
1 + dµ2n

pov
2 + dγA = 0 (12.10)

Chemické potenciály sloºek jsou v objemové fázi i v povrchu stejné, protoºe oba systémy
jsou v rovnováze. Pokud dosadíme dµ1 = −dµ2n

obj
2 /nobj1 získané z rov. (12.9) do rov.

(12.10), vyjde

Γ2,1 = −
(
∂γ

∂µ2

)
p,T

≈ − c2
RT

(
∂γ

∂c2

)
p,T

(12.11)

kde v druhé rovnici jsme pouºili aproximaci nekone£ného z°ed¥ní, µ2 = µ◦
2+RT ln(c2/c

st).
Rovnici (v jednom nebo druhém tvaru) se °íkáGibbsova adsorp£ní izoterma. Narozdíl
od izoterem z p°edchozích oddíl· (Langmuirova, BET, Freundlichova) neudává závislost
adsorbovaného mnoºství (zde: povrchového p°ebytku) na aktivit¥ látky, ale na zm¥n¥
povrchového nap¥tí s koncentrací.

Kladný povrchový p°ebytek vzniká u látky, u které klesá povrchové nap¥tí s koncent-
rací. To je matematické vyjád°ení tvrzení �surfaktanty jsou rády na povrchu, £ímº sniºují
povrchovou energii� .

Pamatujte

Rozeznáváme fyzikální adsorpci zp·sobenou slabými silami (van der Waalsovy, vodíkové vazby)
a chemisorpci, kdy se adsorbát k adsorbentu váºe kovalentn¥.

Pro popis závislosti adsorbovaného mnoºství na aktivit¥ (koncentraci, tlaku) adsorbátu se
pouºívají adsorp£ní izotermy, nap°.:

� Langmuirova izoterma (12.1), p°edpokládá nezávislá adsorp£ní centra s vazbou jen jedné
molekuly (monovrstva).

� Izoterma BET (12.5) navíc uvaºuje adsorpci do dal²ích vrstev stejnými silami jako v ka-
palin¥. Pouºívá pro stanovení m¥rného povrchu adsorbentu.

� Empirická Freundlichova izoterma (12.6) je vhodná pro heterogení povrchy.

Povrchový p°ebytek je veli£ina, která matematicky popisuje relativní nadbytek jedné látky
na povrchu oproti koncentraci v objemové fázi. Surfaktanty jsou látky, které se shromaº¤ují
na povrchu kapaliny, £ímº sniºují povrchové nap¥tí. Matematickým vyjád°ením tohoto jevu je
Gibbsova adsorp£ní izoterma, (12.11).



Kapitola 13

Teorie DLVO (jen KOL)

Dv¥ma hlavními silami, které ovliv¬ují stabilitu mnoha koloidních systém·, jsou

� Elektrostatické odpuzování. Mnoho koloidních £ástic (micely, proteiny) má na po-
vrchu nabité skupiny (vzniklé typicky disociací kyselých skupin jako -COOH £i hyd-
rolýzou -NH2), a proto se odpuzují. Okolo nabitého povrchu se v²ak shromaº¤ují
protionty a dal²í ionty z roztoku a náboj povrchu stíní tím více, £ím je koncentrace
iont· vy²²í (viz Gouyova�Chapmanova difuzní vrstva, odd. 6.2). Velikost odpudivé
síly se tak sniºuje.

� P°itahování zp·sobené van der Waalsovými silami, p°eváºn¥ Londonovými disperz-
ními. Tyto p·sobí jak mezi molekulami dispergované fáze, tak mezi molekulami
rozpou²t¥dla. Typické pro v¥t²inu systém· je, ºe p°itahování dispergované fáze p°e-
váºí.

Ob¥ síly mají r·zný pr·b¥h v závislosti na vzdálenosti koloidních £ástic a na základ¥ jejich
pom¥ru mají £ástice tendenci se (r·znou rychlostí) shlukovat (disperze je nestabilní) £i
naopak p°eváºí odpuzování a tedy stabilizace disperze.

Výpo£et obou sil provedli D¥rjagin (Derjaguin) s Landauem r. 1941 a nezávisle poz-
d¥ji Verwey a Overbeek. Teorie je známa pod zkratkou DLVO. Její základní principy ve
zjednodu²eném p°ípad¥ rovinných rozhraní si zde popí²eme.

13.1 Elektrostatické odpuzování

V odd. 6.2 o difuzní (Gouyov¥�Chapmanov¥) vrstv¥ jsme odvodili linearizovaný vztah
(platící pro malé hodnoty potenciálu) pro elektrický potenciál pro 1:1 elektrolyt ve vzdá-
lenosti x od nabitého rovinného povrchu (6.2)

ϕ = ϕ0e
−x/λ

kde λ je je Debyeova stínící délka, viz rov. (6.3). P°í£inou existence potenciálu je povrchový
náboj o velikosti σ = Q/A = ε

λ
ϕ0, rov. (6.6).

Energie (na jednotku plochy rozhraní) povrchového náboje σ v potenciálu ve vzdále-
nosti d od jedné desky je Eelst = ϕ0e

−d/λ. Pro malé hodnoty potenciálu pouºijeme tzv.
superpozi£ní aproximaci � dvojvrsty se s£ítají, ale navzájem neovliv¬ují. Proto také výsle-
dek znásobíme faktorem 2 (jedna nabitá plocha v potenciálu druhé a druhá v první); tento
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trik není zcela p°esv¥d£ivý, rigorozní výpo£et zaloºený na osmotickém tlaku (zp·sobeném
zm¥nou koncentrace iont·) v²ak vede ke stejnému výsledku. Výsledná energie je

Eelst = 2σϕ0e
−d/λ = 2

λσ2

ε
e−d/λ = 2

εϕ2
0

λ
e−d/λ

Obecné vztahy jsou sloºit¥j²í, vrstvy (p°ípadn¥ i povrchové náboje) jsou vlivem druhého
nabitého povrchu ovlivn¥ny. Také vztah pro nabité kulové £ástice je o n¥co sloºit¥j²í. Ve
v²ech p°ípadech je v²ak hlavním £lenem exponenciální ubývání e−d/λ (d je vzdálenost obou
povrch·) zp·sobené stín¥ním.

13.2 Londonovy p°itaºlivé síly

Uvaºujme dv¥ nenabité a nepolární molekuly molekuly vzdálené r. Tato vzdálenost nech´
je v¥t²í neº p°ekryv elektronových obal·, tj. molekuly se jiº neodpuzují. Elektronový
obal není statický objekt � elektrony se pohybují, jednou jich je víc na jedné stran¥ od
atomového jádra, jednou na druhé. D·sledkem t¥chto �uktuací je i pro molekulu s nulo-
vým dipólovým momentem neustálé vytvá°ení virtuálních dipól·. Jakmile se takový dipól
vytvo°í, vznikne elektrostatické pole, které p·sobí na druhou molekulu � polarizuje ji. Ve-
likost pole ve vzdálenosti r je úm¥rná 1/r3 (sm¥r a velikost závisí na orientaci a velikosti
�uktuujícího dipólu). Velikost indukovaného dipólu je také úm¥rná 1/r3, jeho energie pak
sou£inu velikosti indukovaného dipólu a velikosti pole, tj. 1/r6. Energie dvojice molekul
(pro vzdálenosti v¥t²í neº je dosah repulze) je proto

u(r) = −C
r6

(13.1)

Tato síla se nazývá disperzní nebo Londonova1.

Poznámka. Stejného tvaru, tj. −C/r6, je energie interakce dvou volných (rotujících) di-
pól· ve vzdálenosti r. Energie dvou dipól· s pevn¥ danou orientací ubývá jako 1/r3. St°ední
hodnota energie p°es v²echny zcela náhodné orientace t¥chto dvou dipól· je nula z d·vod·
symetrie � ke kaºdé kon�guraci s enegií u najdu kon�guraci s opa£nou energií −u tak,
ºe jeden z obou dipól· v prostoru oto£ím. V²echny orientace v²ak nejsou stejn¥ pravd¥-
podobné; ty s niº²í energií jsou nepatrn¥ pravd¥podobn¥j²í (s pravd¥podobností úm¥rnou
Boltzmannov¥ faktoru). Po vyintegrování p°es v²echny orientace dostanu (po linearizaci)
vztah u ∝ −C/r6.

Londonovy síly mezi atomy jsou do zna£né míry nezávislé, a proto
lze efektivní disperzní interakci dvou t¥les ve vakuu spo£ítat se£tením
v²ech p°ísp¥vk· −C/r6. Materiál nahradíme kontinuem, tj. spojitým
rozd¥lením center disperzní interakce, které je charakterizované £ísel-
nou hustotou (po£tem molekul na jednotku objemu) N = NAn/V .
Uvaºujme nejprve interakci jednoho atomu se st¥nou (viz obr. vpravo).
Interak£ní energie je

1Pro vzdálenosti del²í neº °ádov¥ 100 nm p°ejde London·v vztah na ∝ −1/r7. Tento jev lze p°i-
bliºn¥ vysv¥tlit tak, ºe nejrychlej²í �uktuace (frekvence je zhruba limitovaná disocia£ní energií) se jiº
nestihnou (rychlostí sv¥tla) dostat k druhé molekule. P°esn¥j²í vysv¥tlení vyºaduje prost°edky kvantové
elektrodynamiky. V koloidní chemii je tento jev zanedbatelný a nebudeme ho uvaºovat
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Obrázek 13.1: K odvození vztahu pro efektivní Hamakerovu konstantu koloidu v prost°edí

ust¥na(d) = −
∫ ∞

z=d

dz

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dx
C

r6
= −

∫ ∞

z=d

dz

∫ ∞

−∞
2πrdr

C

(r2 + z2)3

Po substituci t2 = r2 + z2, tj. 2tdt = 2rdr, vypo£teme snadno vnit°ní integrál, po dointe-
grování p°es z pak

ust¥na(d) = −C
2π

12d3

Pro výpo£et energie na jednotku plochy zbývá vyintegrovat
p°es sloupe£ek (viz vpravo)

ELondon =

∫ ∞

x=d

ust¥na(x)dx = −πN
2C

12d2
= − A

12πd2

kde
A = (πN )2C

je tzv. Hamakerova konstanta daného materiálu2. Vztah pro disperzní energii dvou
koulí o polom¥ru R je sloºit¥j²í; pro malé vzdálenosti d≪ R je první £len rozvoje

ELondon = −
AR

12πd

Obdobné aproximace lze napsat pro povrchy r·zných tvar·.
P°i odvození jsme p°edpokládali, ºe mezi koloidními £ásticemi je vakuum. To samo-

z°ejm¥ není pravda � je mezi nimi materiál, který má obecn¥ jinou Hamakerovu konstantu
a jiná je i k°íºová interakce mezi ob¥ma médii,

u12(r) = −
C12

r6
, A12 = π2N1N2C12

Uvaºujme podle obr. 13.1 dv¥ £ástice v prost°edí. Jejich vzájemná energie, kterou po-
£ítáme, je energie, kterou získáme, kdyº tyto £ástice p°iblíºíme z nekone£né vzdálenosti.
Vzájemná energie tedy nezahrnuje energii intrakce jedné £ástice s prost°edím (p°enos
z vakua do prost°edí) ani vlastní kohezní energii prost°edí. Zvlá²tním typem koloidní
£ástice je díra (vakuum) vy°íznutá v prost°edí. Díru lze pojímat jako �materiál� o hus-
tot¥ vzhledem k prost°edí −N . Energie dvou d¥r je tedy dána Hamakerovu konstantou
A = (π[−N ])2C = π2N 2C. Energie dvou d¥r je proto stejná jako dvou koloid· stejné ve-
likosti ve stejné vzdálenosti ve vakuu. Abychom dostali celou interakci, zaplníme nejprve

2Rozli²ujte A = plocha a A = Hamakerova konstanta
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Tabulka 13.1: Hamakerovy konstanty látek ve vakuu (vzduchu) a prost°edí

látka prost°edí A/(10−20 J)

voda vzduch 3.7

kovy vzduch ∼ 40

SiO2 (amorfní) vzduch 6.5

pentan vzduch 3.8

cyklohexan vzduch 5.2

pentan voda 0.3

SiO2 (amorfní) voda 0.6�0.8

jednu a pak druhou díru; tyto interakce se rovnají mínus interakce koule z materiálu pro-
st°edí vs. koloidní £ástice. Tím máme v²e krom¥ interakce dvou koloidních £ástic ve vakuu,
kterou p°i£teme nakonec. Hamakerova konstanta pro £ástici z materiálu 2 v prost°edí 1
je tedy

A1/2 = A11 − 2A12 + A22

Hodnoty konstant C a potaºmo A byly pro mnoho látek zm¥°eny a nalezneme je
v tabulkách. Pokud neznáme k°íºové £leny A12, pomáháme si kombina£ními pravidly.
Nejjednodu²²í a £asto dob°e fungující je geometrický pr·m¥r,

A12 =
√
A11A22

Potom

A1/2 =
(√

A11 −
√
A22

)2
V této aproximaci je Hamakerova konstanta koloid· v prost°edí vºdy kladná. Obecn¥ to
tvrdit nem·ºeme, pro b¥ºné materiály v b¥ºných rozpou²t¥dlech to v²ak platí.

13.3 Case study: oxid titani£itý ve vod¥

Jako p°íklad uvaºujme disperzi oxidu titani£itého ve vod¥. Abychom maximáln¥ zjed-
nodu²ili pouºitou matematiku, pouºili jsme nejjednodu²²í verze vzorc· pro rovinná roz-
hraní. Obrázek 13.2 ukazuje £erven¥ typický pr·b¥h elektrostatické repulze (pro potenciál
povrchu £ástice +0.15 V nebo −0.15 V) a mod°e disperzní p°itahování v roztoku solí.
Celková interak£ní energie pro velmi malé vzdálenosti diverguje k záporným hodnotám;
to znamená, ºe pokud se £ástice p°iblíºí pod tuto vzdálenost, slepí se (koagulují). Pokud
v²ak jsou v roztoku, brání p°iblíºení energetická bariéra. Zda ji £ástice p°ekonají, závisí
(p°edev²ím) na její vý²ce. Pot°ebnou vý²ku bariéry E∗ nejlépe posoudíme, kdyº ji vy-
jád°íme v jednotkách kBT , to je totiº typická hodnota energie jednoho stupn¥ volnosti
£ástic. �ím vy²²í bariéra, tím men²í pravd¥podobnost, ºe ji £ástice p°ekonají. Zhruba je
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Obrázek 13.2: Ilustrace DLVO teorie pro £ástice oxidu titani£itého v roztoku NaCl o koncentraci
0.1 mol dm−3 a teplot¥ 20 ◦C (ATiO2,H2O = 1 ·10−20 J) s potenciálem povrchu 0.15 V. Je pouºita
nejjednodu²²í verze pro rovinná rozhraní, energie je vyjád°ena v kBT na plochu 100 nm2, tj.
p°ípad odpovídá kvalitativn¥ krychli£kám o hran¥ 10 nm

pravd¥podobnost dána Boltzmannovou pravd¥podobností alias Arrheniovým vztahem,

pravd¥podobnost ∝ exp

(
−E∗

kBT

)
Aby byla pravd¥podobnost dostate£n¥ malá (°ekn¥me °ádu 1×10−10), musí být E∗ alespo¬
25 kBT .

Pokud bychom zv¥t²ili potenciál povrchu £ástice (její povrchový náboj), nap°. zm¥nou
pH, zv¥t²í se repulzní £ást a bariéra vzroste � koloidní systém je stabiln¥j²í. Stejný výsledek
se získá i sníºením iontové síly roztoku (pokud neuvaºujeme adsorpci iont· na rozhraní),
protoºe vzroste Debyeova stínící délka, povrchové náboje jsou mén¥ stín¥né a repulze
p·sobí na del²í vzdálenost. Naopak v koncentrovaných roztocích je repulze neú£inná a
disperze koagulují. Sraºenina vzniklá reakcí iont· v roztoku obsahuje slepené krystalky,
po promytí je v²ak £asto moºné dosáhnout vzniku koloidního roztoku; tomuto postupu se
°íká peptizace.
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Pamatujte

Teorie DLVO vysv¥tluje stabilitu koloid· v roztoku sout¥ºí dvou sil:

� Nabité povrchy se odpuzují, tato odpudivá síla je v²ak ovlivn¥na elektrickou dvojvrstvou
(stín¥ním). Energie závisí na vzdálenosti d povrch· jako exp(−d/λ), kde λ je Debyeova
stínící délka.

� V²echny £ástice se p°itahují Londonovými (disperzními) silami, které podle tvaru povrchu
ubývají se vzdáleností jako ∝ −1/d aº ∝ −1/d2.

Stabilita koloidu se zvý²í zvý²ením elektrostatického odpuzování:

� zvý²ením náboje (v abs. hodnot¥), nap°. zm¥nou pH,
� sníºením koncentrace iont· v roztoku (vzroste λ, tj. dosah repulze).

Existují i jiné mechanismy stabilizace (entropická repulze polymerních °et¥zc·, kinetická sta-
bilizace ve velmi viskózním prost°edí).
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Elektrokinetické jevy (jen KOL)

Jako elektrokinetické jevy se ozna£ují jevy zp·sobené interakcí elektrické dvoj-
vrstvy s pohybujícími se ionty £i kapalinou.

� Elektroosmóza je pohyb iontového roztoku porézním materiálem pod vlivem
elektrického nap¥tí � vzniká tzv. elektroosmotický tok. Pokud zabráníme
kapalin¥ se pohybovat, vznikne p°etlak � tzv. elektroosmotický tlak, který
m·ºeme p°evést na rozdíl vý²ky hladin (elektroosmotickou elevaci).

� Opa£ným jevem je vznik potenciálu proud¥ní, jestliºe kapalinu porézním
materiálem protla£ujeme. Projeví se jako m¥°itelné nap¥tí mezi ob¥ma konci
trubice.

� Manifestací elektroosmotického principu pro nabité koloidní £ástice je elek-
troforéza � pohyb £ástic v elektrickém poli.

� Naopak uvedeme-li koloidní £ástice do pohybu tak, ºe je necháme sedimen-
tovat, vznikne elektrický potenciál (tzv. sedimenta£ní), p°ípadn¥ sedimen-
ta£ní proud.

14.1 Smoluchowského teorie elektroosmózy

Uvaºujme nabitý povrch s elektrickou dvojvrstvou. Pokud zapneme elektrické pole rovno-
b¥ºn¥ s povrchem, za£ne se roztok n¥jakou (malou) rychlostí pohybovat vzhledem k po-
vrchu, viz obr. 14.1. Molekuly t¥sn¥ u povrchu se nepohybují, se vzdáleností od povrchu
rychlost postupn¥ vzr·stá aº dosáhne limitní hodnoty v. V objemové fázi jiº rychlost ne-
vzr·stá, protoºe roztok je elektricky neutrální, ve²keré uná²ení kapaliny vzniká v tenké
elektrické dvojvrstv¥ t¥sn¥ u povrchu. Nár·st rychlosti je pozvolný, nicmén¥ za ú£elem
kvalitativních úvah si m·ºeme p°edstavit, ºe jistá £ást roztoku t¥sn¥ p°iléhající k povrchu
je zcela nepohyblivá a od jisté vzdálenosti se roztok za£íná pohybovat. My²lená rovina
odd¥lující tyto dva p°ípady se nazývá smykové rozhraní (téº pohybové rozhraní, angl.
shear plane nebo slipping plane).

Zkusme odhadnout rychlost pohybu zp·sobenou aplikací elektrického pole o intenzit¥
E rovnob¥ºn¥ s povrchem. Povrchový náboj (aº po smykové rozhraní) nech´ je σ. Od
smykového rozhraní do objemové fáze pokra£uje difuzní (Gouyova�Chapmanova) vrstva.
V ní jsou shromáºd¥ny protionty v pr·m¥rné vzdálenosti λ (Debyeova stínící délka); pro-
toºe celek je elektroneutrální, je náboj protiont· −σ. Na jednotku plochy smykového
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nabitý povrch
Sternova vrstva

smykové rozhraní

difuzní vrstva

neutrální roztok

Obrázek 14.1: Schéma elektroosmózy. P°i zjednodu²eném odvození p°edpokládáme, ºe v ble-
d¥modré vrstv¥ vzroste rychlost kapaliny z 0 na v, zatímco potenciál klesne ze ζ na nulu

rozhraní p·sobí smyková síla (tangenciální nap¥tí) σE (bez znaménka). Zjednodu²en¥ si
p°edstavme, ºe síla p·sobí v (pr·m¥rné) vzdálenosti λ od povrchu a ºe rychlost nar·stá
rovnom¥rn¥ od smykového rozhraní po rovinu ve vzdálenosti λ od n¥j. Gradient rychlosti
je v/λ. Ob¥ veli£iny dosadíme do de�nice smykové viskozity

η =
smyková síla

gradient rychlosti

a máme
η =

σE
v/λ

(14.1)

p°edpokládajíce, ºe viskozita nezávisí na vzdálenosti od rozhraní.
Místo povrchového náboje je uºite£né pracovat s elektrickým potenciálem na smyko-

vém rozhraní. Tento potenciál se nazývá zeta-potenciál (ζ-potenciál). Zjednodu²en¥ je
to potenciál koloidní £ástice v£etn¥ n¥kolika vrstev vody s ionty okolo, které se p°i pohybu
£ástice nestrhávají s sebou.

Jiº jsme se zmínili, ºe elektrickou dvojvrstvu si lze p°edstavit jako kondenzátor o
kapacit¥ C = ε/λ (ε je permitivita prost°edí) na jednotku plochy rozhraní. Proto platí
(podle vzore£ku Q = CU , kde místo náboje Q je povrchový náboj σ, kapacita C je taktéº
na jednotku plochy a nap¥tí zna£íme ζ, ne U)

σ = Cζ =
εζ

λ

Po dosazení dostaneme Smoluchowského rovnici

v =
εE
η
ζ (14.2)

V²imn¥te si, ºe výsledná rychlost elektroosmózy nezávisí na λ; to nazna£uje, ºe vzorec
bude platit i p°i rigorózn¥j²ím postupu odvození, kdy budeme uvaºovat realistický model
dvojvrstvy (v principu pak krom¥ zeta-potenciálu dostaneme i pr·b¥h rychlosti na vzdá-
lenosti a p°esnou pozici smykového rozhraní, coº není experimentáln¥ dostupná veli£ina).

Nech´ ná² elektroosmotický experiment probíhá v kapilá°e o pr·°ezu A; v porézním
materiálu si p°edstavte sou£et pr·°ez· v²ech pór·. Elektrický proud je podle Ohmova
zákona

I = AEκ
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kde κ je konduktivita roztoku. Objemový pr·tok zp·sobený elektroosmózou je

dV

dτ
= vA

Po dosazení za v vyjde
dV/dτ

I
=
εζ

ηκ
(14.3)

Rov. (14.2) platí i pro elektroforézu, jsou-li koloidní £ástice dost velké a dost daleko
od sebe; p°esn¥ji pokud R ≫ λ (kde R je polom¥r £ástice). Pak ale v je rychlost £ástic,
která nezávisí na jejich velikosti.

Rov. (14.2) a p°edev²ím (14.3) obsahuje snadno m¥°itelné veli£iny, a proto se pouºívá
k vyhodnocení zeta-potenciálu z m¥°ení. Lze °íci, ºe tato rovnice prakticky de�nuje zeta-
-potenciál, protoºe povrchový náboj resp. kapacita dvojvrstvy jsou experimentáln¥ ²patn¥
dostupné veli£iny.

Povrchový náboj protein·, které typicky obsahují kyselé i zásadité skupiny, lze vhod-
nou zm¥nou pH vynulovat (tzv. izoelektrický bod). Pak také ζ = 0 a tyto £ástice se p°i
elektroforéze nepohybují. Takový protein se nejlépe svinuje, protoºe náboj na povrchu
naopak zp·sobuje odpuzování £ástí proteinu a rozvinutí.

14.2 Vztah mezi iontovou vodivostí a elektroforézou

Uvaºujme koloidní £ástici o polom¥ru R s celkovým nábojem q = 4πR2σ. Po dosazení za
σ do (14.1) vypo£teme rychlost £ástice zp·sobenou elektrickým polem o intenzit¥ E

v =
λ

4πR2η
qE

Rychlost závisí na tlou²´ce elektrické dvojvrstvy λ, vzorec platí pro λ≪ R. Jaká by byla
rychlost stejn¥ nabité £ástice v neiontovém roztoku, resp. pro λ ≫ R (to je typické pro
malé ionty)? Síla p·sobící na £ástici je qE , rychlost v prost°edí o viskozit¥ η je podle
Stokesova vzorce

v =
1

6πRη
qE

V obou p°ípadech se £ástice pohybují ve sm¥ru pole, výraz je v²ak jiný. V prvním p°ípad¥
závisí rychlost na tlou²´ce dvojvrstvy � £ím ten£í (v koncentrovan¥j²ím roztoku), tím
je rychlost men²í (a je také men²í zeta-potenciál). Lze to interpretovat tak, ºe nabitá
koloidní £ástice neinteraguje s elektrickým polem p°ímo, protoºe je stín¥na dvojvrstvou �
je to náboj protiiont· ve dvojvrstv¥, na který p·sobí elektrické pole. V druhém p°ípad¥
si lze bu¤ p°edstavit, ºe na ion p·sobí elektrická síla p°ímo, nebo ºe náboj iontu je stín¥n
dvojvrstvou, pro kterou platí λ ≫ R. Ob¥ p°edstavy jsou stejn¥ oprávn¥né a vedou ke
stejnému výsledku.

Pamatujte

� Smykové rozhraní je my²lená plocha odd¥lující nepohyblivý roztok u rozhraní £i povrchu
koloidu od pohybujícího se roztoku.
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� Elektrický potenciál na smykovém rozhraní se jmenuje zeta-potenciál.
� Elektroosmotický £i elektroforetický jev je zp·soben interakcí elektrického pole s pro-

tiionty v difuzní (Gouyov¥�Chapmanov¥) vrstv¥, nikoliv p°ímo s nábojem £ástice, který
je odstín¥n. Rychlost pohybu (koloidní £ástice resp. kapaliny vzhledem k povrchu) je
úm¥rná zeta-potenciálu.



Kapitola 15

Kinetická teorie plyn· (jen MIKRO)

Kinetická teorie plyn· vychází z p°edstavy atom· nebo molekul, které se pohybují prosto-
rem a ob£as se srazí. Pohyb je neuspo°ádaný (chaotický), a proto je moºné jej popisovat
pouze statisticky. Kinetická energie je mírou teploty plynu. Pro zjednodu²ení zavedeme
dal²í p°edpoklady:

� Mezi jednotlivými sráºkami (vzájemnými i se st¥nou nádoby) se £ástice pohybují p°í-
mo£a°e a nep·sobí na sebe ºádnými odpudivými ani p°itaºlivými silami. To je dobrý
p°edpoklad pro van der Waalsovy interakce ubývající jako r−6. Naopak v plazmatu
ubývá energie volných iont· a elektron· se vzdáleností jako r−1, a proto je teorie
plazmatu sloºit¥j²í, viz obr. 6.4.

� Plyn je natolik °ídký, ºe se molekuly srazí jen ob£as. Proto jsou sráºky více neº dvou
£ástic vzácné.

� Na²e modelové £ástice budou tuhé a dokonale pruºné koule (model tuhých koulí).
Tento p°edpoklad se £asto roz²i°uje na m¥kké potenciály, my to v²ak £init nebudeme.

� Pro výpo£et tlaku budeme pouºívat stavovou rovnici ideálního plynu.

Na²ím prvním výpo£tem v kinetické teorii plyn· bylo odvození stavové rovnice ide-
álního plynu z mechaniky bodových atom· uzav°ených v nádob¥ a interpretace teploty
jako míry kinetické energie molekul, viz odd. 4.1.

15.1 Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení molekulár-
ních rychlostí

Rychlost molekul plynu se vlivem vzájemných sráºek neustále m¥ní, takºe stanovení sku-
te£né rychlosti vybrané molekuly v daném okamºiku není moºné. Ve velkém souboru
molekul lze v²ak pomocí statistických zákonitostí získat informaci o zastoupení rychlostí,
jimiº se molekuly pohybují. Pravd¥podobnost, ºe molekulu 1 nalezneme

� v krychli£ce o velikosti dx1dy1dz1 se sou°adnicemi v intervalu [x1, x1+dx1), [y1, y1+
dy1) a [z1, z1 + dz1) a zárove¬

� s rychlostmi v intervalu [v1x, v1x + dvx), [v1y, v1y + dvy), [v1z, v1z + dvz),
� a stejn¥ pro molekuly 2, 3, . . . , N ,
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je úm¥rná Boltmannovu faktoru (4.12)

exp

(
−Epot + Ekin

kBT

)

= exp

(
−Epot

kBT

)
exp

(−1
2
m1v

2
1x

kBT

)
exp

(
−1

2
m1v

2
1y

kBT

)
exp

(−1
2
m1v

2
1z

kBT

)
· · ·

Pravd¥podobnost je vyjád°ena jako sou£in, protoºe jednotlivé sloºky kinetické energie
1
2
m1v

2
1x,

1
2
m1v

2
1y atd. jsou nezávislé navzájem i na potenciální energii. Proto pravd¥po-

dobnost, ºe x-ová sloºka rychlosti £ástice 1 je v intervalu [v1x, v1x + dvx), je úm¥rná

exp

(−1
2
m1v

2
1x

kBT

)
bez ohledu na polohy a rychlosti ostatních £ástic a sloºky rychlosti £ástice 1 v osách y
a z. Stejný vztah platí pro v²echny kartézské sloºky rychlosti a v²echny molekuly. Rov-
nici je zvykem normalizovat, tedy znásobit konstantou tak, aby normalizované rozd¥-
lení1 fx(vx)dvx udávalo p°ímo pravd¥podobnost, ºe rychlost ve sm¥ru x je v intervalu
[vx, vx + dvx). Pak platí normaliza£ní podmínka∫ +∞

−∞
fx(vx)dvx = 1

tj. pravd¥podobnost, ºe rychlost je jakákoliv (kdekoliv v intervalu (−∞,+∞)), je jedna.
Takto normalizovaná funkce se nazývá hustota pravd¥podobnosti. Podle Gaussova
integrálu (4.11) snadno najdete, ºe

fx(vx) =

√
m1

2πkBT
exp

(−1
2
m1v

2
1x

kBT

)
Ti, kdo dob°e poslouchali p°edná²ky z matematické statistiky, si jist¥ v²imli, ºe fx(vx)
není nic jiného neº Gaussovo rozd¥lení se sm¥rodatnou odchylkou σ = kBT/m.

Funkce fx(vx) je pro dv¥ teploty vynesena na obr. 15.1 vlevo. Ze zvy²ující teplotou se
distribuce roz²i°uje, nebo´ stoupá zastoupení vy²²ích rychlostí.

Rozd¥lení na t°i kartézské sloºky se n¥kdy hodí, £ast¥ji nás ale zajímá, jaká je pravd¥-
podobnost, ºe rychlost v = |v⃗| je v intervalu [v, v+dv); formáln¥ je tato pravd¥podobnost
rovna f(v)dv, kde f(v) je hledaná jednorozm¥rná distribu£ní funkce de�novaná pro v ≤ 0.
Pravd¥podobnost získáme integrací p°es slupku [v, v + dv):

f(v)dv =

∫
|v⃗′∈[v,v+dv)

fx(v
′
x)fx(v

′
y)fx(v

′
z)dv⃗

′ =

∫
|v⃗′∈[v,v+dv)

(
m1

2πkBT

)3/2

exp

(−1
2
m1v

′2

kBT

)
dv⃗′

Integruje se proto p°es konstantu a objem slupky 4πv2dv. Výsledek je

f(v) = 4πv2
(

m1

2πkBT

)3/2

exp

(−1
2
m1v

2

kBT

)
(15.1)
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Obrázek 15.1: Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení rychlostí pro argon za r·zných teplot.
Vlevo: hustota pravd¥podobnosti nalezení sloºky vx rychlosti, vpravo: hustota pravd¥podob-
nosti nalezení rychlosti v

Závislost f(v) je na obr. 15.1 vpravo. Vrchol funkce f(v), tj. nejpravd¥podobn¥j²í rychlost,
se s r·stem teploty posunuje k vy²²ím hodnotám. Plochy pod jednotlivými k°ivkami jsou
stejné, totiº jedna, nebo´ distribuce jsou normalizované.

Vý²e uvedené vztahy se nazývají Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení.
P°i odvození jsme nikde nepouºili p°edpoklad, ºe látka je v plynném stavu. Vztahy by

tedy m¥ly platit i pro kapalinu nebo pevnou látku. Omezením je v²ak pouºití klasické me-
chaniky, které je tím mén¥ oprávn¥né, £ím leh£í je atom nebo molekula (kapalné hélium),
£ím siln¥j²í je interakce (krystal) a £ím niº²í je teplota.

15.1.1 Pr·m¥rné rychlosti molekul

Zajímají nás statické vlastnosti rozd¥lení, zejména r·zn¥ st°edované rychlosti.

St°ední rychlost molekul

St°ední rychlost molekul v je dána pr·m¥rem p°es v²echny molekuly

v =
1

N

N∑
i=1

vi (15.2)

My v²ak pracujeme s pravd¥podobností: f(v)dv je pravd¥podobnost, ºe rychlost je v in-
tervalu (v, v + dv). Znásobením v tedy získáme p°ísp¥vek ke st°ední rychlosti od v²ech
molekul v daném intervalu rychlostí. Se£tením (integrací) dostaneme st°ední rychlost

v =

∫ ∞

0

vf(v)dv (15.3)

1Také se pouºívají termíny (pravd¥podobnostní) rozloºení £i distribuce.
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Dosazením za f(v) z rovnice (15.1) dostaneme

v = 4π

(
m

2πkBT

)3/2 ∫ ∞

0

exp

(
− mv2

2kBT

)
v3dv =

(
8kBT

πm

)1/2

=

(
8RT

πM

)1/2

(15.4)

P°i budování kinetické teorie plyn· budeme tuto st°ední rychlost £asto pouºívat.

Nejpravd¥podobn¥j²í rychlost molekul

Jako nejpravd¥podobn¥j²í rychlost molekul, vnejpr, je de�nována rychlost, která odpovídá
maximu hustoty pravd¥podobnosti. Získáme ji tedy z podmínky

df(v)

dv
= 0

Zkuste si sami zderivovat a vy°e²it rovnici. M¥lo by vám vyjít

vnejpr =

(
2kBT

m

)1/2

=

(
2RT

M

)1/2

(15.5)

St°ední kvadratická rychlost molekul

St°ední kvadratickou rychlostí molekul rozumíme odmocninu ze st°ední hodnoty kvadrát·
rychlostí. Platí tedy

v2kv = v2 =

∫ ∞

0

v2f(v)dv (15.6)

Dosazením za f(v) z rovnice (15.1) dostaneme pro st°ední kvadratickou rychlost

vkv =
(
v2
)1/2

=

[
4π

(
m

2πkBT

)3/2∫ ∞

0

exp

(
− mv2

2kBT

)
v4dv

]1/2
=

(
3kBT

m

)1/2

=

(
3RT

M

)1/2

(15.7)
V²ude tam, kde závisí makroskopická veli£ina na £tverci rychlosti molekul (nap°. kinetické
energie), je její hodnota ur£ena st°ední hodnotou £tverc· rychlosti v2, nikoli £tvercem
st°ední rychlosti (v)2.

St°ední relativní rychlost molekul

Rychlost, kterou se molekuly k sob¥ p°ibliºují nebo vzdalují, se nazývá relativní rychlost.
St°ední relativní rychlost vrel je rovna

vrel =

∫
|v⃗1 − v⃗2| fx(v1x)fx(v1y)fx(v1z)fx(v2x)fx(v2y)fx(v2z) dv1xdv1ydv1zdv2xdv2ydv2z

kde integrujeme p°es v²echny sloºky rychlosti obou molekul. Integrál spo£teme substitucí
v⃗+ = (v⃗1 + v⃗)

√
2, v⃗− = (v⃗1 − v⃗2)/

√
2; Jacobián transformace je jedna. Vyjde

vrel =
√
2 v (15.8)
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Obrázek 15.2: Molekula letící ve sm¥ru ²ipky se srazí s molekulami, jejichº st°edy leºí uvnit°
válce o polom¥ru σ, kde σ je pr·m¥r molekuly. Pr·°ez válce je roven ú£innému pr·°ezu

Stejný výsledek lze dostat, jestliºe si uv¥domíme, ºe pravd¥podobnostní rozd¥lení vzá-
jemné rychlosti dvou molekul (v kaºdé sou°adnici) je také Gaussovo s dvojnásobným
rozptylem, tedy sm¥rodatnou odchylkou

√
2σ. Z toho okamºit¥ plyne (15.8). St°ední re-

lativní rychlost se uplat¬uje p°edev²ím p°i popisu molekulárních sráºek a d·sledk· z nich
plynoucích.

Rychlost zvuku

Zvuk v plynu je na mikroskopické úrovni d·sledkem pohybu molekul, proto nep°ekvapí,
ºe rychlost zvuku je °ádov¥ rovná st°ední rychlosti molekul. Platí

vzvuk =

(
κkBT

m

)1/2

=

(
κRT

M

)1/2

kde κ = Cp/CV je adiabatický pom¥r; pro vzduch κ = 1.4. Nap°. za teploty 25 ◦C je
rychlost zvuku ve vzduchu rovna 346m s−1 zatímco v = 467ms−1 (pr·m¥r p°es dusík,
kyslík a argon).

15.2 Sráºkový pr·m¥r a st°ední volná dráha molekuly

V dal²ím výkladu budeme p°edpokládat, ºe molekuly jsou tuhé kulové £ástice o pr·m¥ru
σ, které na sebe krom¥ okamºiku sráºky silov¥ nep·sobí (tuhé koule). Veli£in¥ σ °íkáme
sráºkový (kolizní) pr·m¥r. Ú£inný pr·°ez £ili sráºkov¥ efektivní plocha (pro sráºky molekul
stejného druhu) je πσ2, viz obr. 15.2. Zárove¬ budeme p°edpokládat, ºe plyn je tak °ídký
(a sráºky tak málo £etné), ºe m·ºeme pouºít stavovou rovnici ideálního plynu.

St°ední volná dráha molekuly L je st°ední vzdálenost, kterou molekula urazí mezi
dv¥ma sráºkami. Je-li po£et £ástic v jednotce objemu N a pohybuje-li se £ástice st°ední
rychlosti v, potom za jednotku £asu se srazí se v²emi molekulami, jejichº st°edy se na-
cházejí ve válci o objemu πσ2v. Po£et t¥chto molekul (a tedy i sráºek) je Nπσ2v, a to za
p°edpokladu, ºe se ostatní molekuly nepohybují. Protoºe v²ak i v²echny ostatní molekuly
se pohybují, musíme uvaºovat st°ední relativní rychlost molekul. Pro po£et sráºek pak
dostaneme vztah

r1 = Nπσ2vrel =
√
2Nπσ2v (15.9)
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St°ední volná dráha molekuly L je tedy

L =
v

r1
=

v√
2Nπσ2v

=
1√

2Nπσ2
=

RT√
2πσ2pNA

(15.10)

kde jsme pouºili stavovou rovnici ideálního plynu ve tvaru N = NAp/(RT ). Po£et vzá-
jemných sráºek rcelk v²ech molekul v jednotce objemu za jednotku £asu je dán sou£inem
po£tu sráºek jedné molekuly za jednotku £asu a po£tu molekul v jednotce objemu d¥lený
dv¥ma, nebo´ kaºdé sráºky se ú£astní dv¥ molekuly:

rcelk =
r1N
2

=
σN 2v√

2
(15.11)

Dosazením za st°ední rychlost v ze vztahu (15.4) dostaneme

rcelk =
σN 2v√

2
= 2σ

(
p

kBT

)2
√
kBT

πm
(15.12)

Z posledního vztahu je patrné, ºe po£et vzájemných sráºek molekul plynu je p°i dané
teplot¥ úm¥rný druhé mocnin¥ tlaku, zatímco st°ední volná dráha molekuly (15.10) je
nep°ímo úm¥rná tlaku.

15.3 Knudsenova efuze a difuze

15.3.1 Knudsenova efuze do vakua

O Knudsenov¥ efuzi mluvíme, jestliºe plyn uniká malým otvorem do vakua; plyn je p°itom
tak z°ed¥ný, ºe se p°i pr·letu ²t¥rbinou molekuly tém¥° nesráºejí. To znamená, ºe st°ední
volná dráha je za daného tlaku a teploty mnohem v¥t²í neº rozm¥ry otvoru d. Zavádí se
tzv. Knudsenovo £íslo

Kn =
L

d

kde L je st°ední volná dráha a d velikost otvoru (p°íp. póru, ²t¥rbiny). Potom ke Knud-
senov¥ efuzi dochází pro Kn ≫ 1.

Knudsenova cela je za°ízení s vyh°ívanou kom·rkou a otvorem £i ²t¥rbinou (m·ºe
být vybavena záv¥rkou), ze které unikají molekuly látky. Vznikají tak molekulové pa-
prsky, které lze pouºít t°eba k napa°ování tenkých vrstev v metod¥ MBE (molecular beam
epitaxy). Na principu Knudsenovy efuze je moºné stanovit tlak nasycených par málo t¥-
kavých látek tak, ºe stanovíme rychlost úbytku látky p°i dané teplot¥ a ze vzorce (viz
níºe) vypo£teme tlak.

P°ibliºn¥ lze odhadnout tok molekul ²t¥rbinou (po£et £ástic za jednotku £asu na jed-
notku pr·°ezu výstupní ²t¥rbiny) jednodu²e: je to sou£in rychlosti molekul (pouºijeme
nap°. st°ední rychlost) a £íselné hustoty,

J ≈ vN ≈ p√
mkBT
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P°i p°esn¥j²ím odvození musíme integrovat p°es Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení. P°i-
tom sta£í uvaºovat sloºku rychlosti vx kolmou k otvoru (sloºky vy a vz jsou nezávislé a na
rychlost úniku nemají vliv):

J = N
∫ ∞

0

vxπ(vx)dvx = N
∫ ∞

0

vx

√
m

2πkBT
exp

(
− v2xm

2kBT

)
dvx = N

√
kBT

2πm
dvx

=
N v
4

=
p√

2πmkBT
(15.13)

Ze vzorce plyne, ºe t¥º²í molekuly unikají pomaleji (Graham·v zákon), jsou totiº poma-
lej²í.

P°íklad. Knudsenova cela s arsenem je zah°áta na 220 ◦C, pr·m¥r výstupního kruhového otvoru
je 4 mm. V parách je As4.

1. Jsou spln¥ny p°edpoklady Knudsenovy efuze?
2. Kolik atom· emituje cela za sekundu?
3. Za jak dlouho se deponuje monomolekulární vrstva As4 na ter£íku ve vzdálenosti 10 cm?

Kolizní pr·m¥r As4 odhadn¥te z hustoty (ρ = 5.73 g cm−3) a molární hmotnosti (M =
74.9 gmol−1). Konstanty Antoineovy rovnice [log10(p/Pa) = A − B/(T + C)] pro As jsou
A = 12.84, B = 6460, C = −50.1K.
�e²ení.

1. Velikost (pr·m¥r) molekuly As4 je °ádov¥

d =

(
m

ρ

)1/3

=

(
M/NA

ρ

)1/3

=

(
4× 74.9×10−3 kgmol−1/6.022×1023mol−1

5.73×103 kgm−3

)1/3

= 4.43×10−10m

Tlak spo£teme z Antoineovy rovnice:

p = 10A−B/(T+C) Pa = 0.0182Pa

St°ední volná dráha je

L =
kBT√
2(πd2)p

= 0.43m

To je mnohem víc neº velikost otvoru (4 mm), a proto lze pouºít vztahy pro Knudsenovu
efuzi.

2. Tok podle (15.13) je

J =
p√

2πmkBT

=
0.0182Pa√

2π × (4× 74.9×10−3 kgmol−1/6.022×1023mol−1)× 1.38×10−23 JK−1 × 493K
= 1.25×1020m−2 s−1

Z otvoru o polom¥ru r = 2 mm prote£e (atom· za sekundu)

j =
dN

dτ
= Jπr2 = 1.56×1015 s−1
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Obrázek 15.3: Knudsenova difuze ve válcovém póru. Osou válce je ŷ

3. Molekula As4 má plochu (°ádov¥) d2. P°edpokládejme cílovou plochu A = l2 (prostorový
úhel 1 steradián), k jejímu pokrytí je t°ena N = A/d2 molekul. �as pot°ebný k depozici
monomolekulární vrstvy je

N

j

.
= 30 s

15.3.2 Knudsenova difuze (Knudsen·v tok)

Máme-li porézní materiál vypln¥ný kapalinou nebo plynem pod dostate£n¥ velkým tlakem,
aby st°ední volná dráha byla podstatn¥ men²í neº velikost pór· (Kn≪ 1), °e²íme problém
difuze látky v tomto materiálu v zásad¥ pomocí Fickových zákon· s uvaºováním tvaru a
konektivity pór·.

Je-li v²ak naopak plyn °ídký a/nebo póry malé, takºe molekuly naráºejí mnohem
£ast¥ji do st¥n pór· neº do sebe navzájem (Kn ≫ 1), mluvíme o Knudsenov¥ difuzi
£i Knudsenov¥ toku a musíme postupovat jinak. �ástice naráºí p°edev²ím do st¥n,
p°i£emº mezi nárazy se pohybuje rovnob¥ºn¥ p°ímo£a°e. P°i odrazu m·ºe dojít ke dv¥ma
mezním p°ípad·m:

� £ástice se odrazí jako pruºná koule (kule£níková koule od mantinelu),
� £ástice se termalizuje, tj. její nová rychlost bude dána Maxwellovým�Boltzmannovým
rozd¥lením p°i dané teplot¥ st¥ny. Takové st¥n¥ se °íká Knudsenova st¥na.

Skute£né st¥ny jsou n¥kde mezi t¥mito dv¥ma extrémy. �ím je st¥na drsn¥j²í, tím blíºe
je ideální Knudsenov¥ st¥n¥. Také záleºí na molární hmotnosti � lehké helium se od st¥ny
z t¥º²ích prvk· odrazí spí² pruºn¥.

Knudsenovu difuzi lze vyuºít ke zkoumání vlastností porézního materiálu (velikost a
konektivita pór·).

Válcový (cylindrický) pór o polom¥ru R je asi nejjednodu²²ím modelem pórezního
materiálu, viz obr. 15.3. Nech´ jeho st¥na je ideální Knudsenova. Zvolme si za jednotku
£asu pom¥r t0 = R/v. P°i výpo£tu difuzního koe�cientu za£neme v r(0) = 0 a po£ítáme
⟨r(t)2⟩. Za jednotku £asu máme v pr·m¥ru °ádov¥ (p°edstavte si, ºe £ástice letí pod úhlem
45◦) ⟨r(t0)2⟩ = R2, za £as t (to je t/t0 t¥chto jednotek £asu) pak ⟨r(t)2⟩ = R2t/t0 = tRv.
Platí proto D ≈ Rv (°ádov¥). P°esn¥j²ím výpo£tem (viz Dodatek A.7) vyjde koe�cient
Knudsenovy difuze ve válcovém póru

D =
π

6
Rv
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15.4 Transportní jevy v plynech

Kinetická teorie je schopna vypo£ítat ze znalosti mezimolekulového p·sobení r·zné kine-
tické (tj. související s pohybem molekul) vlastnosti, jako difuzivitu, viskozitu, tepelnou
vodivost apod.

15.4.1 Viskozita

Viskozita (vnit°ní t°ení, p°esn¥ji tzv. smyková viskozita2), se projevuje vºdy p°i prou-
d¥ní tekutiny (kapaliny nebo plynu), jestliºe se r·zné £ásti kapaliny pohybují r·zn¥ rychle.
P°edstavujeme si, ºe proud¥ní se uskute£¬uje v jednotlivých rovnob¥ºných vrstvách, které
mají konstantní rychlost. Na sty£né plo²e mezi sousedními vrstvami, které se pohybují r·z-
nou rychlostí, p·sobí brzdná síla f úm¥rná stykové plo²e A a gradientu rychlosti proud¥ní
ve sm¥ru kolmém k vrstvám. Konstantu úm¥rnosti η nazýváme dynamickou viskozitou3

f = −ηAdvx
dy

(15.14)

Základní jednotkou dynamické viskozity je Pa s.
Z molekulárn¥-kinetického hlediska je p°í£inou této brzdné síly neustálá vým¥na mole-

kul mezi jednotlivými vrstvami. Ty se li²í sloºkou hybnosti (rychlosti) ve sm¥ru proud¥ní.
Molekuly p°icházející kolmo na sm¥r proud¥ní p°ená²ejí sloºky hybnosti ve sm¥ru proud¥ní
z jedné vrstvy do druhé. Pohyb rychlej²ích vrstev je brºd¥n a naopak.

Pro odvození p°íslu²né brzdné síly vyjdeme z p°edstavy, ºe plyn proudí po horizontální
rovinné desce (viz obr 15.4). Rychlost jeho usm¥rn¥ného proud¥ní v my²lené horizontální
rovin¥ o plo²e A ve vzdálenosti y od desky je vx (ve sm¥ru x⃗) a gradient rychlosti proud¥ní
dvx/dy. Jako ur£ující vzdálenost pro p·sobení této brzdné síly povaºujeme st°ední volnou
dráhu molekuly. Potom kaºdá molekula o hmotnostim, která p°ichází kolmo do této roviny
ze sousední vy²²í vrstvy ve vzdálenosti y+L od desky, p°ená²í hybnost m(vx+L dvx/dy).
Podobn¥ molekula p°icházející z niº²í vrstvy ve vzdálenosti y − L od desky p°iná²í do
my²lené roviny hybnostm(vx−L dvx/dy). Po£et t¥chto molekul, p°icházejících v d·sledku
tepelného neuspo°ádaného pohybu za £as dτ v kaºdém z obou uvedených sm¥r·, je podle
(15.13) roven 1

4
vANdτ . Výslednou zm¥nu hybnosti ve sm¥ru proud¥ní dPx dostaneme

jako rozdíl t¥chto dvou efekt·

dPx =
1

4
N vAm

[
v − L

(
dvx
dy

)]
dτ − 1

4
N vAm

[
v + L

(
dvx
dy

)]
dτ

= −1
2N vAmL

(
dvx
dy

)
dτ

Podle druhého Newtonova zákona je síla rovna £asové zm¥n¥ hybnosti, a tudíº

f =
dPx
dτ

= −1
2N vAmL

dvx
dy

(15.15)

2Tzv. objemovou viskozitou, která popisuje odezvu (diagonální sloºky tenzoru nap¥tí) na stla£ování
£i expanzi, se nebudeme zabývat.

3Kapaliny, které se ne°ídí vztahem (15.14), tj. dynamická viskozita není konstantou, ale závisí nap°.
na gradientu rychlosti, se ozna£ují jako nenewtonovské.
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x

y v

v +dv

x

x x

dy

A

Obrázek 15.4: K odvození viskozity plyn·

Porovnáním se vztahem pro brzdnou sílu (15.14) dostaneme pro dynamickou viskozitu
výraz

η = 1
2N vmL = 1

2ϱvL (15.16)

kde ϱ je hustota.
Teplotní závislost dynamické viskozity dostaneme dosazením do vztahu (15.16) za L

a v

η =
2

3σ2

√
mkBT

π3
=

2

3πNAσ2

√
MRT

π
(15.17)

Z této rovnice vyplývá, ºe viskozita plynu p°i nízkých tlacích roste s druhou odmocninou
teploty a nezávisí na tlaku. Druhé tvrzení není úpln¥ intuitivní; niº²í tlak sice znamená
°id²í plyn a proto men²í p°enesenou hybnost, ale zárove¬ del²í volnou dráhu � ta men²í
hybnost se p°enese na del²í vzdálenost.

Uvedený postup byl spí²e kvalitativní. P°esn¥j²ím postupem získali S. Chapman a D.
Enskog pro dynamickou viskozitu °ídkého plynu z tuhých koulí vztah

η =
5π

32
ϱvL (15.18)

Pro realisti£t¥j²í modely (m¥kké potenciály) dochází k dal²ím odchylkám, rovn¥º skute£ná
teplotní závislost viskozity plyn· je pon¥kud sloºit¥j²í.

Experimentální údaje o viskozit¥ plyn· nám umoº¬ují stanovit sráºkový pr·m¥r mo-
lekuly a její st°ední volnou dráhu.

15.4.2 Difuze

Difuzi jsme probírali obecn¥ v odd. 5.1. Zde p°ed námi leºí úkol odvodit alespo¬ kvali-
tativní vztah pro koe�cient difuze. Omezíme se na autodifuzi, tj. difuzi £ástic v tekutin¥
z £ástic stejného druhu. Ve sm¥si jsou úvahy sloºit¥j²í4.

�ástice po sráºce letí v pr·m¥ru dobu τ1 = L/v, neº narazí na dal²í £ástici. Za tuto
dobu urazí vzdálenost L. Budeme p°edpokládat, ºe sm¥r po sráºce je zcela náhodný. Do
rovnice (5.6), ⟨r2⟩ = 6Dτ , dosadíme r := Lr a τ := τ1:

L
2
= 6Dτ1 =

6DL

v
⇒ D =

1

6
Lv =

1

3

√
(kBT )3

πm

1

pσ
(15.19)

4Totiº aplikujeme-li obdobný postup na sloºky sm¥si, zjistíme po se£tení sloºek, ºe v na²í sm¥si je
�vítr� , tj. konvekce, kterou je nutno odstranit
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Jist¥ tu²íte, ºe v odvození jsou nep°esnosti, nap°. £ástice po odrazu nemají zcela náhodný
sm¥r a m¥li bychom integrovat p°es úhly. To provedli Chapman a Enskog pro tuhé koule
a dostali

D =
3π

16
Lv

Difuzivita klesá s rostoucí hustotou £i tlakem a klesá s rostoucí hmotností £ástic (separace
izotop· v t¥º²ím plynu)

15.4.3 Tepelná vodivost

Tepelná vodivost je schopnost objektu vést samovoln¥ teplo z teplej²í £ásti na studen¥j²í.
Vektor toku tepla, J⃗Q, udává mnoºství tepla, které prote£e jednotkovou plochou za jednotu
£asu. V SI se m¥°í v Jm−2 s−1 = Wm−2.

Tok tepla ve ²t¥rbin¥

Uvaºujme úzkou ²t¥rbinu vypln¥nou plynem. Vzdálenost desek nech´ je ∆z, horní deska
nech´ je o ∆T teplej²í neº spodní, p°i£emº ∆T ≪ T . Je-li ²t¥rbina dost úzká, molekuly
se nesráºejí a letí voln¥ z jedné st¥ny na druhou. Plyn je tedy v Knudsenov¥ reºimu,
Kn = L/∆z ≫ 1. Tok tepla proto nezávisí na vzdálenosti mezi deskami (tlou²´ce ²t¥rbiny)
∆z. P°edpokládejme dále, ºe ob¥ st¥ny jsou ideální Knudsenovy st¥ny, zp¥t odraºená
£ástice má tedy teplotu (p°esn¥ji rychlost v pr·m¥ru odpovídající teplot¥) dané st¥ny.
Podle (15.13) te£e sm¥rem nahoru J = N v/4 £ástic na jednotku plochy za jednotku £asu.
Na horní desce se tyto £ástice oh°ejí, spot°ebuje se tedy teplo JCV,1∆T (na jednotku
plochy za jednotku £asu), kde CV,1 = CV,m/NA je izochorická tepelná kapacita jedné
molekuly. Stejné mnoºství £ástic te£e dol· a oh°eje spodní desku, celkem tedy je tepelný
tok roven

JQ = 2JCV,1∆T

Po dosazení (a s formálním znaménkem):

JQ = −2JCV,1∆T = −1

2
N vCV,1∆T = −NCV,1

√
2

π

RT

M
∆T (15.20)

Sou£in NCV,1 = cCV,m (kde c = látková koncentrace) je vlastn¥ objemová tepelná kapa-
cita.

Tepelná vodivost plynu v objemové fázi

Koe�cient (sou£initel) tepelné vodivosti λ, mén¥ p°esn¥ jen �tepelná vodivost� , je de�no-
vaný vztahem

J⃗Q = −λ∇⃗T

kde J⃗Q je tok tepla a ∇⃗T gradient teploty. Jednotka koe�cientu tepelné vodivosti je
[λ] = Wm−1K−1.

P°edstavme si dostate£n¥ ²irokou ²t¥rbinu, Kn ≪ 1. Rozd¥líme si ji na vrstvi£ky
tlou²´ky L a aplikujeme na kaºdou vrstvi£ku vý²e uvedený výsledek (15.20). Je to sa-
moz°ejm¥ p°ibliºná p°edstava, skute£ná hodnota se bude pon¥kud (ale ne °ádov¥) li²it.
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Tabulka 15.1: Vlastnosti tepelné vodivosti pro oba extrémy, ²irokou a úzkou ²t¥rbinu

objemová fáze (²iroká ²t¥rbina) Knudsen·v reºim (úzká ²t¥rbina)

λ nezávisí na hustot¥ resp. tlaku (pro m¥kké
molekuly pon¥kud závisí)

tok tepla úm¥rný hustot¥

λ ∝ 1/m1/2 (t¥º²í molekuly letí pomaleji) tok ∝ 1/m1/2

λ ∝ 1/σ (protoºe L ∝ 1/σ) tok nezávisí na σ, L (molekuly se nesráºejí)

λ ∝ CV,m (ale vibra£ní a rota£ní £ást mén¥) λ ∝ CV,m (závisí na vlastnostech st¥ny)

∝
√
T (exponent bývá vy²²í neº 1/2 z d·vodu

m¥kkosti potenciálu a závislosti CV (T ))
∝
√
T

Protoºe pro takto velmi tenké vrstvy jiº tok tepla nezávisí (p°estává záviset) na tlou²´ce,
pouze ve vý²e uvedených vzorcích nahradíme ∆T → ∆TL/∆z (kde gradient teploty je
∇⃗T = ∆T/∆z). Tok tepla je samo°ejm¥ skrz celou tlustou ²t¥rbinu stejný. Porovnáním
s de�nicí tepelné vodivosti, J⃗Q = −λ∇⃗T , dostaneme

λ =
−JQ

∆T/∆z
=

1

2
N vCV,1L =

√
kBT

πm

CV,1
σ

P°esný výsledek (Chapman�Enskog) pro tuhé koule v limit¥ nízkých hustot je

λ =
25π

64
N vCV,1L =

25

32

√
πkBT

m

CV,1
σ

(15.21)

kde ov²em CV,1 =
3
2
kB, viz (4.2).

P°íklad. (a) Vypo£t¥te tepelnou vodivost vzduchu (kolizní pr·°ez d = 3.7Å) p°i 25 ◦C a srov-
nejte s experimentální hodnotou 0.026Wm−1K−1. Tepelnou kapacitu vypo£t¥te z ekviparti£ního
principu. (b) Opakujte výpo£et pouze s transla£ní £ástí tepelné kapacity.
�e²ení. St°ední molární hmotnost vzduchu je M = 29 gmol−1, tepelná kapacita (dusík a kyslík
jsou lineární molekuly) je CVm = 5

2R (p°ípadn¥ 3
2R, uvaºujeme-li jen translace), kolizní pr·°ez

je πd2 = 4.3×10−19m2. Tepelná vodivost je podle (15.21)

λ =
25π

64
N vCV,1L =

25

32

√
πkBT

m

CV,1
σ

=
25

32

√
πRT

M

CVm

NAσ
=

{
0.0325Wm−1K−1 (a)

0.0195Wm−1K−1 (b)

Vidíme, ºe experimentální hodnota je mezi (a) a (b). Patrn¥ se tedy p°i sráºkách molekul p°ená²í
jen £ást rota£ní energie.

�t¥rbina kone£né velikosti

Pro ²irokou ²t¥rbinu je tok tepla roven JQ = −λ∆T/∆z, pro úzkou JQ = −λ∆T/L.
Nejjednodu²²ím interpola£ním vzorcem mezi t¥mito dv¥ma extrémy je

JQ = − λ∆T

∆z + L

který vyhovuje pro b¥ºné ²t¥rbiny, viz obr. 15.5.
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Obrázek 15.5: Závislost toku tepla JQ na tlou²´ce ²t¥rbiny, d¥lený tokem pro nekone£n¥ tenkou
²t¥rbinu, ∆z = 0

Aplikace

Tepelná vodivost plyn· je ur£ující pro izola£ní vlastnosti porezních materiál·, oken aj.
Proto se dvoj- a trojvrstvá okna plní vhodnými plyny s men²í tepelnou vodivostí neº
je vzduch. Výhodné jsou t¥º²í molekuly (protoºe λ ∝ 1/m1/2), nap°. Ar; p°ibliºn¥
λ(Ar)/λ(vzduch) = 0.67. Je²t¥ lep²í je �uorid sírový, λ(SF6)/λ(vzduch) = 0.5, jehoº
molekula je velmi t¥ºká (i kdyº jeho vy²²í tepelná kapacita naopak tepelnou vodivost
zvy²uje), ale jako skleníkový plyn byl zakázán.

Izola£ní schopnosti skelné vaty, p¥nového polystyrenu ap. jsou dány p°edev²ím plynem
(vzduchem). P°i izolacích za vy²²ích teplot je nutno po£ítat s tím, ºe koe�cient prostupu
tepla je za vy²²ích teplot vy²²í. Materiály jako p¥nový polystyren jsou také dosti prostupné
pro tepelné zá°ení, coº zvy²uje ztráty. Proto se do materiálu p°idává nap°. gra�t, který
radia£ní £ást tepelné vodivosti sníºí; moºná jste n¥kde vid¥li obkládání paneláku ²edým
polystyrenem.

Mikropórezní látky (SiO2 aerogel) s dostate£n¥ malými póry (ve srovnání se st°ední
volnou dráhou) mohou mít tepelnou vodivost men²í neº vzduch. Lze dosáhnout mén¥ neº
polovinu tepelné vodivosti vzduchu, pro vysokou cenu a ²patné mechanické vlastnosti se
v²ak tyto látky pouºívají jen ve speciálních p°ípadech, nap°. v kosmickém výzkumu.

15.4.4 Jednotný popis difuze, vodivosti a viskozity v objemové
fázi

Pokud rovnice pro difuzivitu, tepelnou vodivost a viskozitu napí²eme jednotným zp·so-
bem pomocí st°ední rychlosti v a st°ední volné dráhy L, dostaneme:

D =
3π

16
Lv, Dλ ≡

λ

CV,obj
=

25π

64
Lv, ν ≡ η

ρ
=

5π

32
Lv
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Redukováním tepelné kapacity objemovou tepelnou kapacitou CV,obj = C1/V1 resp. redu-
kováním viskozity hustotou plynu ρ5 dostaneme veli£iny s rozm¥rem difuzivity, m2 s−1.
V²echny jsou °ádov¥ stejné, li²í se jen ur£itým faktorem; vý²e uvedené faktory jsou p°esné
pro z°ed¥ný plyn z tuhých koulí.

Poznámka. Poznamenejme je²t¥, ºe Dλ se nazývá tepelná difuzivita; pro vývoj tepelného
pole v t¥lese lze pak pouºít druhý Fick·v zákon, viz odd. 5.1.3. �Difuzivita hybnosti� ν se
nazývá kinematická viskozita. Pom¥r Pr = ν/Dλ je tzv. Prandtlovo £íslo; pro plyny je Pr
≈ 1, pro roztavené kovy je Pr ≪ 1, pro kapaliny Pr > 1, pro viskózní kapaliny Pr ≫ 1.
Pom¥r Sc = ν/D se nazývá Schmidtovo £íslo. Zbývá Lewisovo £íslo, Le = Dλ/D.

15.5 Rychlostní konstanta ze sráºkové teorie

Uvaºujme reakci
2A → A2

v plynné fázi za (pro sloºité molekuly nerealistického) p°edpokladu, ºe molekuly zreagují
vºdy, jestliºe k tomu mají p°i sráºce dost kinetické energie � alespo¬ aktiva£ní energii E∗.

P°i odvození (viz Dodatek D) si nejprve napí²eme pravd¥podobnostní rozd¥lení re-
lativních rychlostí. Známe frekvenci sráºek. Z nich ale musíme vybrat jen ty, které mají
dostate£nou vzájemnou energii, tj. minimální rychlost

v∗rel =

√
4E∗

m

Integrujeme proto p°es Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení pro rychlosti od v∗rel do ne-
kone£na. Takový výsledek v²ak není uspokojivý ani pro nejjednodu²²í molekuly. P°edpo-
kládali jsme totiº, ºe v²echny sráºky s dostate£nou vzájemnou rychlostí vedou k reakci.
To je oprávn¥né jen u £elních sráºek. O n¥co realisti£t¥j²í model p°edpokládá, ºe molekuly
jsou pruºné koule a p°i necentrální sráºce se m·ºe vyuºít jen £ást rychlosti. Matematic-
kým zpracováním této my²lenky (viz Dodatek A.6) dostaneme kone£ný výraz platný pro
E∗ ≫ kBT . Reak£ní rychlost je

r =
d[A2]

dτ
=

1

−2
d[A]
dτ

= A(T ) exp

(
−E∗

m

RT

)
c2 ≡ −k(T ) c2

kde p°edexponenciální faktor A(T ) je

A(T ) = 2NAσ

√
kBT

πm

Shr¬me si nyní kvalitativn¥ výsledek:

� reakce je druhého °ádu
� hlavní teplotní závislost je v exponenciálním faktoru (Arrheni·v zákon)

5Hustota by se mohla nazývat �objemová hmota�
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Hlavní slabinou této teorie je fakt, ºe ne v²echny sráºky vedou k reakci � pravd¥-
podobnost reakce závisí na vzájemném nato£ení molekul p°i sráºce i na jejich energii.
Reálné rychlostní konstanty bývají proto men²í, v p°ípad¥ sloºitých molekul i o mnoho
°ád·. Proto se zavádí tzv. sterický faktor, který je moºné do jisté míry odhadnout z teorie
tranzitního stavu. Sterický faktor je men²í neº jedna (£asto i °ádov¥) a mírn¥ závisí na
teplot¥, hlavní teplotní závislost k(T ) v²ak z·stává v Arrheniov¥ faktoru.

Pamatujte

� P°i Knudsenov¥ efuzi uniká plyn otvorem o rozm¥ru, který je podstatn¥ men²í neº je
st°ední volná dráha za daných podmínek. Molekuly se tedy v otvoru prakticky nesráºejí.

� Knudsenova difuze je difuze plynu porézním materiálem o velikosti pór· mnohem men²ích
neº je st°ední volná dráha. Molekuly naráºejí do st¥n, ale navzájem se nesráºejí.

� Sráºková teorie p°edpovídá na základ¥ postup· kinetické teorie plyn· rychlostní kon-
stantu. Výsledkem je mírn¥ modi�kovaný Arrheni·v zákon.
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Kapitola 16

Fyzikální chemie polymer·
(jen MIKRO)

P°írodní polymery jsou známy a vyºívány od nepam¥ti. V devatenáctém století byly synte-
tizovány první �um¥lé� polymery, na základ¥ m¥°ení osmotického tlaku v²ak byly nejprve
povaºovány za koloidy spojené nekovalentními vazbami. Na správné p°edstavy o struktu°e
polymer· jsme si museli po£kat do dvacátých let (Hermann Staudinger, Nobelova cena za
1953). Od r. 1930 lze mluvit o v¥ku polymer·.

Polymer je látka sloºená z v¥t²ího mnoºství chemicky podobných jednotek (£lánk·)
spojených kovalentními vazbami. Po£et jednotek se nazývá stupe¬ polymerace, budeme
ho ozna£ovat N . Pro N do zhruba 20 mluvíme o oligomerech. �lánek je tradi£n¥ dán
mechanismem vzniku polymeru, nap°. polyethylen je [-CH2-CH2-]N , nikoliv [-CH2-]N .

V tomto textu budeme studovat konformace, topologii a dal²í fyzikální vlastnosti
polymerního °et¥zce a v dal²í kapitole rozpustnost a fázové chování.

16.1 Úvod

16.1.1 Struktura polymeru

Rozeznáváme n¥kolik stup¬· organizace £ástí polymeru

� Mikrostruktura (primární struktura) je dána po°adím vazeb a skupin podél vlákna,
nap°. po°adím aminokyselin v proteinu.

� Sekundární struktura je lokální prostorové uspo°ádání £lánk· °et¥zce, nap°. α-helix
(²roubovice) a β-sheet (list) u protein·.

� Terciární struktura je ur£ena sloºením lokálních (sekundárních) struktur do vy²²ích
jednotek. Nap°. u proteinu to znamená uspo°ádání ²roubovic, list· a amorfních £ástí
do celého funk£ního proteinu.

� Pokud se jednotlivé terciární struktury skládají do je²t¥ vy²²ích komplex·, mluvíme
o kvartérní struktu°e.

197
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lineární

hv¥zda (star)

dendrimer

kruhový (ring)

h°eben (comb)

ºeb°ík (ladder)

zesít¥ný

Obrázek 16.1: V¥tvení polymer·

16.1.2 Fáze
Mnoho polymer· vzniká polymerací v roztoku, existují
v roztoku a aplikují se v roztoku. Roztokem je nejen sou-
stava, kde jsou jednotlivé °et¥zce daleko od sebe (viz obr.
vlevo), ale i soustava, kde jsou více £í mén¥ propleteny
(obr. vpravo) spolu s molekulami rozpou²t¥dla.

V tavenin¥ polymeru jsou °et¥zce rovn¥º propleteny. Charakteristická pro taveniny je
nejen vysoká viskozita, ale i nenewtonovské reologické chování (smyková síla není úm¥rná
gradientu rychlosti). P°i ochlazování (zvlá²t¥ rychlém) mnoha tavenin vzr·stá viskozita,
ale ºádné vlastnosti se nem¥ní skokem, nejedná se tedy o fázový p°echod. Dostate£n¥
ochlazený polymer je tuhý (za velmi nízkých teplot k°ehký), jeho struktura se v²ak p°íli²
neli²í od taveniny. Mluvíme o amorfním stavu nebo téº o skle. Formáln¥ se de�nuje tep-
lota skelného p°echodu Tg jako teplota, kdy smyková viskozita vzroste nad 1012 Pa s p°i
rychlosti chlazení 20 K za minutu.

N¥které polymery s dostate£n¥ pravidelným °et¥zcem krystalizují. �et¥zce se typicky
skládají do lamel, které se mohou skládat do vrstev £i spolu s ur£itým procentem skelných
oblastí do kulovitých útvar· zvaných sferulity. Krystalické oblasti jsou v polymerech malé
a £asto odd¥lené v¥t²ími £i men²ími nepravidelnými oblastmi, i polymer s velkou mírou
krystalinity tak p°ipomíná polykrystalický materiál a ne monokrystal. Mluvíme proto o
semikrystalickém polymeru.

16.1.3 Izomerie

Podle skládání (stejných) jednotek rozeznáváme sekven£ní izomerii. Nap° polypropylen
(PP) podle zp·sobu polymerace m·ºe být typu

� hlava-ocas: [-CH2-CHCH3-CH2-CHCH3-] (b¥ºn¥j²í), nebo
� hlava-hlava: [-CH2-CHCH3-CHCH3-CH2-]
Strukturní izomerie je dána napojením jednotek v °et¥zci, nap°. cis�trans izomerie

polybutadienu -CH2-CH=CH-CH2- je dána konformací °et¥zce kolem dvojných vazeb.
Asymetrické (chirální) atomy (typicky uhlíky) v °et¥zcích jsou p°í£inou dal²ího typu

stereoizomerie. Máme-li nap°. PP (typu hlava-ocas), postupujeme podél °et¥zce z jedné
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Obrázek 16.2: P°íklady fraktál·. Vlevo: Sierpi«ského trojúhelník. Vpravo: pob°eºí Velké Bri-
tánie jako náhodný fraktál (podle Wikipedie)

strany, oto£íme si substituent (methyl) t°eba nahoru a podíváme se, zda zbývající skupina
p°ipojená na chirální uhlík (zde jen vodík) sm¥°uje nahoru nebo dol·. Potom

� Izotaktický PP má v²echny chirální uhlíky o stejné konformaci.
� Syndiotaktický PP má substituenty v pravideln¥ se st°ídajících konformacích.
� U ataktického PP se konformace st°ídají náhodn¥.

Skládá-li se polymer z r·zných £lánk·, mluvíme o heteropolymeru, v p°ípad¥ dvou
druh· o kopolymeru. St°ídavý kopolymer má £lánky spojené podle schématu ABABABA-
BABABABAB, u náhodného kopolymer se náhodn¥ st°ídají, ABBABAABABBABBAA-
ABABBAB, u blokového kopolymeru se opakují jednotlivé £lánky n¥kolikrát (AAAAA-
BBBBBAAAABBBBBBAAA).

16.2 Fraktály

Fraktál je geometrický útvar (bodová mnoºina v n-rozm¥rném prostoru), která má tu
vlastnost, ºe jeho £ást je po ur£ité transformaci (p°ípadn¥ u náhodných fraktál· v pravd¥-
podobnostním smyslu) podobná celku. P°íkladem je Sierpi«ského trojúhelník, viz obr. 16.2
a téº odd. 17.9. Vznikne tak, ºe z trojúhleníka vy°ízneme vnit°ní trojúhelník spojující
st°edy stran. Vzniknou t°i trojúhleníky. V kaºdém z nich provedeme stejnou operaci.
Vznikne dev¥t trojúhelník·, s nimiº naloºíme stejn¥, atd. do nekone£na. Plocha výsled-
ného obrazce je nulová. Zárove¬ tu²íme, ºe �délka� útvaru je nekone£ná. Z°ejm¥ tedy
existuje dimenze D, D ∈ (1, 2), ve které bude �zobecn¥ná plocha� kone£ná.

16.2.1 Fraktální dimenze

Abychom si nazna£ili pojem fraktální dimenze, uv¥domme si, ºe úse£ku délky l pokryjeme
N = l/m krat²ími úse£kami délky m. Faktor zv¥t²ení m¥°ítka je 1/m a ve stejném pom¥ru
se zv¥t²ujeN :N ∝ 1/m1, a proto dimenze úse£ky je 1. Podobn¥ k pokrytí £tverce o plo²e A
pot°ebujeme N = A/m2 £tvere£k· o stran¥ m a platí N ∝ 1/m2, a proto dimenze £tverce
je 2. Nyní zkusme Sierpi«ského trojúhelník. Na za£átku (generace n = 0) pot°ebujeme
jeden (N0 = 1) trojúhelník o stran¥ l = m k pokrytí. Po vy°íznutí prvního trojúhelníka
(generace n = 1) je m polovi£ní, m1 = l/21, a zbyde nám N1 = 3 trojúhelník·. V druhé
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generaci máme N2 = 9 = 32 trojúhelník· o stran¥ m2 = l/22, atd. Platí tedy

Nn = 3n = 2n log 3/ log 2 ∝ (1/mn)
log 3/ log 2 ≡ (1/mn)

D

kde D = log 3/ log 2
.
= 1.585 je hledaná fraktální dimenze. Formální de�nice fraktální

de�nice je

D = lim
m→0

logNm

log(1/m)
(16.1)

kde Nm je po£et útvar· o charakteristickém rozm¥ru m, kterými lze daný fraktál pokrýt.
V p°írod¥ se £asto vyskytují náhodné fraktály. �kolním p°íkladem je problém délky

pob°eºí. Odpov¥¤ totiº závisí na délce pásma, kterým pob°eºí m¥°íme. Na £ím men²í úseky
pob°eºí rozd¥líme, tím del²í celkovou délku nam¥°íme. Nap°. fraktální dimenze západního
pob°eºí Británie (viz obr. 16.2), které je velmi £lenité, je D = 1.25. Dal²ím p°íkladem je
struktuta �uktuací v kritickém bod¥, viz odd. ??, nebo trajektorie Brownova pohybu.

16.2.2 Fraktální dimenze trajektorie Brownova pohybu

Uvaºujme Brown·v pohyb jako náhodnou procházku (viz obr. 5.3). Za jistý £as ∆t (mno-
hem del²í, neº jsou intervaly mezi nárazy molekul) se posuneme s pravd¥podobností 1/2
doprava o jisté m0 = ∆x a s pravd¥podobností 1/2 doleva o stejné m0 = ∆x. St°ední
kvadrát vzdálenosti, kterou molekula urazí, je ⟨x2⟩ = ∆x2 = m2

0. Mezi t¥mito dv¥ma
body se v²ak £ástice nepohybuje rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e, ale Brownovým pohybem. Po-
kud zjemníme délku pohybu na m1 = ∆x/

√
2, musíme provést dva kroky (s pravd¥-

podobností 1/4 celkem o +2m1, s pravd¥podobností 1/4 o −2m1, s pravd¥podobností
1/2 o +m1 − m1 = 0), abychom dostali stejné ⟨x2⟩ = ∆x2. P°i pouºití metru délky
mn = ∆x/(

√
2)n nam¥°íme Nm2

n úsek· a fraktální dimenze podle vzorce (16.1) je D = 2.
Je z°ejmé, ºe tento výsledek nezávisí na dimenzi prostoru, ve kterém £ástice difunduje; pro
1D prostor ale zapo£ítáváme dráhu tolikrát, kolikrát p°i svém náhodném pohybu £ástice
nav²tíví místo na p°ímce.

Dále uvidíme, ºe konformace tzv. ideálního °et¥zce polymeru není nic jiného neº tra-
jektorie Brownova pohybu. Spo£ítali jsme tedy fraktální dimenzi ideálního polymerního
klubka.

16.3 Distribuce velikosti °et¥zc·

Jen výjime£n¥ se vyskytují tzv. monodisperzní polymery, jehoº v²echny °et¥zce by m¥ly
p°esn¥ stejnou délku. Typické polymery jsou (více £i mén¥) polydisperzní. Zastoupení
molekul o r·zném stupni polymerace N m·ºeme vyjád°it pomocí molárního zlomku,

xN =
nN∑
nN

nebo t°eba pomocí hmotnostního zlomku

wN =
mN∑
mN

=
nNMN∑
nNMN

=
NnN∑
NnN

=
NxN∑
NxN
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16.3.1 St°ední molární hmotnosti

�asto nás zajímá, jaké je pr·m¥rná (st°ední) molární hmotnost. Tato veli£ina ale závisí
na tom, jakou váhu dáme jednotlivým molekulám.

�íseln¥ (po£etn¥) st°ední molární hmotnost je de�nována vztahem

Mn =

∑
nNMN∑
nN

=
∑

xNMN

Dostaneme ji z m¥°ení osmotického tlaku, protoºe osmotický tlak závisí na po£tu £ástic
(je to koligativní vlastnost), a proto se roztok polydisperzního polymeru chová p°i t¥chto
m¥°eních jako monodisperzní s £íseln¥ st°ední molární hmotností.

Hmotnostn¥ st°ední molární hmotnost je de�nována vztahem

Mw =

∑
nNM

2
N∑

nNMN

=
∑

wNMN

Dá se ukázat, ºe p°i Rayelighov¥ rozptylu sv¥tla na z°ed¥ných roztocích polydisperzních
polymer· dostaneme stejný výsledek, jako na roztoku monodisperzního polymeru s hmot-
nostn¥ st°ední molární hmotností. Rozptyl laserového zá°ení se proto pouºívá k m¥°ení
hmotnostn¥ st°ední molární hmotnosti.

Z-st°ední molární hmotnost je je²t¥ vy²²ím momentem,

Mz =

∑
nNM

3
N∑

nNM2
N

Z-st°ední molární hmotnost dostaneme z rychlosti sedimentace z°ed¥ného roztoku po-
lymeru v ultracentrifuze. Síla p·sobící na °et¥zec je totiº úm¥rná velikosti £ástice N a
rychlost sedimentace je úm¥rná síle1. Sedimentované mnoºství je ov²em také úm¥rné N ,
a proto trojka ve vzorci pro Mz.

16.3.2 Index polydisperzity

Index polydisperzity je mírou ²í°ky pravd¥podobnostního rozd¥lení zastoupení °et¥zc·
podle délky N . Je de�nován vztahem

PDI =
Mw

Mn

Vºdy platí PDI ≥ 1, p°i£emº hodnota 1 nastává pro monodisperzní systém. �ím v¥t²í
jsou rozdíly mezi délkami °et¥zc·, tím v¥t²í je hodnota PDI.

P°íklad. Ve t°íd¥ je 20 anorekti£ek (m = 30 kg) a 10 tlou²tík· (m = 90 kg). Vypo£t¥te index
polydisperzity.

1Jsou zde pouºity dva p°edpoklady: a) �et¥zec je rozvinut; pro kulovité kompaktní £ástice v ne-
-rozpou²t¥dle plyne ze Stokesovy formule, ºe rychlost sedimentace je úm¥rná pouze N2/3. b) Roztok
je z°ed¥ný a jeho viskozita je dána viskozitou rozpou²t¥dla; odchylky od Newtonovského chování pro
koncentrovan¥j²í roztoky popsané tzv. vnit°ní (intrinsickou) viskozitou lze také pouºít k m¥°ení velikosti
°et¥zc·, exponenty ve vzorcích jsou v²ak jiné.
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�e²ení.

Mn =
20× 30 + 10× 90

20 + 10
kg = 50 kg

Mw =
20× 302 + 10× 902

20× 30 + 10× 90
kg = 66 kg

PDI =
Mw

Mn
=

66

50
= 1.32

16.4 Ideální °et¥zec

Ideální °et¥zec je °et¥zec, kde jsou zanedbány interakce vzdálených £ástí °et¥zce mezi
sebou. Zanedbány jsou jak repulze (odpudivá interakce, vzdálené £ásti °et¥zce jsou voln¥
prostupné, nemohou do sebe narazit ani se proplést) tak atrakce (p°itaºlivá interakce,
vzdálené £ásti °et¥zce se k sob¥ nemohou �p°ilepit�).

Uvidíme, ºe ideální °et¥zec je dobrým modelem °et¥zce v tzv. θ-rozpou²t¥dle, kde se
p°itaºlivé a odpudivé interakce vyrovnávají. Je také dobrým modelem jednoho °et¥zce
v tavenin¥, kde je daný °et¥zec rozpu²t¥n v ostatních °et¥zcích, které mají shodné vlast-
nosti.

16.4.1 Konformace ideálního °et¥zce

�et¥zec polymeru je zcela �exibilní (pruºný) na del²ích vzdálenostech,
lidov¥ °e£eno, kroutí se. Na krat²ích vzdálenostech (n¥kolik chemických
vazeb) je v²ak �exibilita omezena.

Výchozím bodem ke studiu konformací °et¥zce je vzdálenost jeho
konc· (end-to-end distance),

R⃗n =
n∑
i=1

r⃗i

kde n je po£et vazeb a r⃗i ozna£uje vektory £lánk· °et¥zce.

Z d·vodu izotropie platí ⟨R⃗n⟩ = 0 (konec nalezneme se stejnou pravd¥podobností
vpravo i vlevo od za£átku). Nenulová v²ak není st°ední kvadratická vzdálenost konec�
�konec de�novaná vztahem2 ⟨R⃗2

n⟩1/2. Zkusme si nejprve spo£ítat tuto vzdálenost pro
voln¥ spojené (zcela �exibilní) vazby stejné délky l,

⟨R⃗2
n⟩ =

〈
n∑
i=1

r⃗i ·
n∑
j=1

r⃗j

〉
=

n∑
i=1

r⃗2i + 2
∑
i<j

⟨r⃗i · r⃗j⟩ =
n∑
i=1

r⃗2i = nl2

2V £e²tin¥ správn¥ rozli²ujeme �st°ední kvadratickou veli£inu� ⟨X2⟩1/2 (b¥ºná je i zkratka RMS, root
mean square) a �st°ední kvadrát veli£iny� ⟨X2⟩. �asto se v²ak (nep°esn¥) termínem st°ední kvadratická
veli£ina ozna£uje i její kvadrát, tj. ⟨X2⟩.
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protoºe ⟨r⃗i · r⃗j⟩ = 0 pro i ̸= j (vazby mají zcela náhodný sm¥r v prostoru)3. Symbol
∑

i<j

ozna£uje sou£et p°es v²echny dvojice r·zných index· (dvojice vazeb).
Obecn¥ v²ak vazby nemají náhodný sm¥r a platí ⟨r⃗i · r⃗j⟩ ≠ 0 pro vazby blízko u sebe,

nicmén¥ stále platí ⟨r⃗i · r⃗j⟩ → 0 pro i, j dostate£n¥ daleko od sebe. Zobecn¥ný vztah je
tedy

⟨R⃗2
n⟩ =

〈
n∑
i=1

r⃗i ·
n∑
j=1

r⃗j

〉
=

〈
n∑
i=1

n∑
j=1

r⃗i · r⃗j

〉
= l2

〈
n∑
i=1

n∑
j=1

cos θij

〉
kde θij je úhel mezi r⃗i a r⃗j, r⃗i · r⃗j = l cos θij. Korelace se podél °et¥zce ztrácejí,

lim
|i−j|→∞

⟨cos θij⟩ = 0

V dal²ím textu ukáºeme, ºe konvergence je dokonce exponenciální, coº znamená, ºe ná-
sledující °ada konverguje (pro nekone£n¥ dlouhý °et¥zec)

C∞,i =
∞∑

j=−∞

⟨cos θij⟩ = 1 + 2
∞∑
j=1

⟨cos θi,j+i⟩

Jsou-li v²echny £lánky °et¥zce stejné a °et¥zec je nekone£n¥ dlouhý (tj. i nem·ºe být na
kraji), nezávisí C∞,i na i a m·ºeme napsat (pro i = 0)

C∞ = 1 + 2
∞∑
j=1

⟨cos θ0j⟩

Toto £íslo se nazývá Floryho charakteristický pom¥r4. St°ední kvadrát vzdálenosti
konec�konec je pro dostate£n¥ dlouhý °et¥zec roven

⟨R⃗2
n⟩ = l2

〈
n∑
i=1

n∑
j=1

cos θij

〉
n→∞
≈ l2

〈
n∑
i=1

∞∑
j=−∞

cos θij

〉
= C∞nl

2

16.4.2 Kuhnova délka

B¥ºn¥j²í charakteristikou °et¥zce je tzv. Kuhnova délka b. Je de�novaná jako délka vazby
ekvivalentního (se stejným ⟨R⃗2

n⟩) voln¥ spojeného °et¥zce stejné nataºené délky (contour
length) Rmax, jakou má daný °et¥zec. Pokud po£et £lánku ekvivalentního °et¥zce ozna£íme
nb, m·ºeme napsat

⟨R2
n⟩ = nbb

2 !
= C∞nl

2, nbb = Rmax ⇒ b =
C∞nl

2

Rmax

Jako p°íklady si uve¤me hodnoty pro 1,4-polyisopren (C∞ = 4.7, b = 0.84 nm = 8.4Å) a
ataktický polystyren (C∞ = 9.5, b = 1.8 nm).

3Uv¥domte si, ºe pro paralelní (rovnob¥ºné a shodn¥ orientované) vektory platí r⃗i · r⃗j = l2, pro
antiparalelní (opa£n¥ orientované) platí r⃗i · r⃗j = −l2, pro kolmé platí r⃗i · r⃗j = 0; pro zcela náhodné
vektory platí, ºe ke kaºdému r⃗j existuje vektor opa£ný, a proto ⟨r⃗i · r⃗j⟩ = 0

4Nejsou-li £lánky stejné a C∞,i závisí na £lánku i, je Floryho pom¥r de�nován jako pr·m¥r z C∞,i

p°es v²echny £lánky °et¥zce (v limit¥); téº lze de�novat pro kone£ný °et¥zec Cn = 1
n

∑n
i=1

∑n
j=1⟨cos θij⟩,

pak limn→∞ Cn = C∞
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Obrázek 16.3: Kuhnova délka je de�novaná jako délka vazby ekvivalentního voln¥ spojeného
°et¥zce stejné nataºené délky (contour length) Rmax, jakou má daný °et¥zec

P°i výpo£tech si je nutno uv¥domit, ºe obecn¥ neplatí Rmax = nl, protoºe vazby mají
n¥jaký vazebný úhel.

P°íklad. Vypo£t¥te Kuhnovu délku polyethylenu.
Data: C∞ = 7.4

|CO| = 1.54Å
̸ CCC= 112◦

�e²ení. Z vazebného úhlu vypo£teme

Rmax = nl cos(θ/2) = nl cos[(180◦ − ̸ CCC)/2]

Kuhnova délka je

b =
C∞nl

2

Rmax
=

C∞nl
2

nl cos[(180◦ − ̸ CCC)/2]
= 14

16.4.3 Voln¥ rotující °et¥zec

Jako dal²í aproximaci °et¥zce uvaºujme °et¥zec, kde úhel dvou sou-
sedních vazeb, popsaný úhlem vektor· dvou následujících £lánk·
θ = 180◦ − α (kde α = vazebný úhel), je pevný. Rotace £lánk· je
v²ak zcela volná (nebrán¥ná), tedy torzní potenciál je nulový (nu-
lová je i interakce vzdálen¥j²ích skupin, protoºe °et¥zec je ideální).

Z°ejm¥ platí ⟨r⃗0 · r⃗1⟩ = l2 cos θ. Dal²í vektory napí²eme jako

r⃗0

r⃗1 = cos θ r⃗0 + r⃗random

r⃗2 = cos θ r⃗1 + r⃗random
...

kde r⃗random ozna£uje náhodný vektor kolmý k p°edchozímu £lánku. Protoºe jakýkoliv
vektor r⃗random se vyskytuje se stejnou pravd¥podobností jako −r⃗random, platí

⟨r⃗random · ⃗cokoliv⟩ = 0 ⇒ ⟨r⃗0 · r⃗j⟩ = l2⟨cos θ0j⟩ = l2 cosj θ
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Nyní vypo£teme Floryho pom¥r pomocí vzore£ku pro sou£et geometrické °ady, 1 + x +
x2 + · · · = 1/(1− x):

C∞ = 1 + 2
∞∑
i=1

cosj θ = 1 +
2 cos θ

1− cos θ
=

1 + cos θ

1− cos θ

Nap°íklad pro polyethylen vyjde 2.2, coº je stále p°íli² málo � model volné rotace není
realistický. Na jeho základ¥ v²ak odvodíme dal²í charakteristiku zvanou perzistentní délka.
Korelace vektor· podél °et¥zce se totiº rozpadají exponenciáln¥,

⟨r⃗0 · r⃗j⟩
l2

= cosj θ = e−z/lp , lp = −
l

ln(cos θ)
(16.2)

kde z = jl je délka m¥°ená podél °et¥zce (contour length) a lp je perzistentní délka
°et¥zce. Je závislá na p°edpokladu, ºe korelace ubývají exponenciáln¥5.

16.4.4 Ohebný °et¥zec

Ohebný (£ervovitý, worm-like) °et¥zec se získá limitou θ → 0, l → 0. Je vhodný pro
málo ohebné °et¥zce (DNA, nanotrubi£ky). Pro malé θ platí (pouºijeme Talorovy rozvoje
cosx = 1− x2/2 + · · · a ln(1 + x) = 1− x+ · · · ):

lp = −
l

ln(cos θ)
≈ 2l

θ2

Obdobn¥ vypo£teme i Floryho pom¥r

C∞ =
1 + cos θ

1− cos θ
≈ 4

θ2

Kuhnova délka pak je

b =
lC∞

cos(θ/2)
= 2lp

Perzistentní délka DNA je lp = 50 nm, perzistentní délka nanotrubi£ky je mnohem del²í.
Nutno je²t¥ poznamenat, ºe mechanismus kroucení °et¥zc· takových makromolekul

je jiný, neº jsme pro jednoduchost pouºili pro odvození vztah·. Vzniká totiº ohybem
°et¥zce zp·sobeným náhodnými tepelnými �uktuacemi. Korelace v²ak v tomto modelu
rovn¥º ubývají exponenciáln¥ a (16.2) lze pouºít k de�nici. Perzistentní délka pak závisí
na teplot¥ � p°i vzr·stající teplot¥ se zkracuje.

16.4.5 Vzdálenost konc· ohebného °et¥zce

Je-li °et¥zec t°eba DNA mnohem krat²í neº jeho perzistentní délka, je vzdálenost konc·
rovna délce °et¥zce: R ≈ Rmax = nl, ⟨R2⟩ = R2

max. Naopak pro velmi dlouhý °et¥zec je
vzdálenost konc· úm¥rná odmocnin¥ délky °et¥zce: ⟨R2

n⟩ ≈ C∞nl
2 = 2Rmaxlp.

Pro st°edn¥ dlouhý °et¥zec musíme integrovat, viz Dodatek A.11.
5Jiná de�nice je

∑∞
i=0 l⟨cos θ0i⟩; v limit¥ θ → 0 vyjde to samé. Lze uvaºovat i modely s více perzis-

tentními délkami, ⟨r⃗0 · r⃗j⟩/l2 = C1e
−z/lp1 + C2e

−z/lp2 .
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16.4.6 P°esn¥j²í modely

1

2 3

4

φ

Mnohem realisti£t¥j²í popis °et¥zce dostaneme, jestliºe do výpo£t·
zahrneme torzní potenciál. Pravd¥podobnost, ºe torzní (diedrický)
úhel je ϕ, je úm¥rná π(ϕ) = exp[−utorsion(ϕ)/kBT ]. P°i výpo£tu
ov²em musíme integrovat p°es diedrické úhly, coº není jednoduché
a zde to jiº nebudeme £init.

Torzní potenciál má obvykle velké bariéry (vzpome¬te si na konformace butanu).
Potom lze integraci nahradit s£ítáním p°es konformace trans (anti) a gauche, coº je jedno-
du²²í neº integrace. P°íkladem konformace m·ºe být {tttg+ttg−tg+ttg−tg+tttttg+tttg+tg−}.

16.4.7 Gyra£ní polom¥r

Vzdálenost konec�konec se sice snadno po£ítá, ale ²patn¥ m¥°í. Rovn¥º není vhodná pro
studium rozv¥tvených °et¥zc·. Proto se polymerní klubka obvykle charakterizují tzv. gy-
ra£ním polom¥rem (téº polom¥rem setrva£nosti) Rg. Ten je experimentáln¥ dostupný
z difrak£ních experiment·. Pro jednoduchost budeme p°edpokládat, ºe v²echny £lánky
mají stejnou hmotnost. Pak de�nujeme

R2
g =

1

N

N∑
i=1

(R⃗i − R⃗cm)
2 , kde R⃗cm =

1

N

N∑
i=1

R⃗i

je poloha t¥ºi²t¥. Snadno lze odvodit dv¥ alternativní vyjád°ení

R2
g =

1

N

N∑
i=1

R2
i −R2

cm =
1

N2

∑
i<j

(R⃗i − R⃗j)
2

P°íklad. Vypo£t¥te gyra£ní polom¥r ty£inky délky Rmax.

�e²ení. Po£átek sou°adnic umístíme v t¥ºi²ti (R⃗cm = 0) a sumu p°evedeme na integrál,

R2
g =

1

N

N∑
i=1

R⃗2
i =

∑N
i=1 R⃗

2
i∑N

i=1 1
=

∫ Rmax/2
−Rmax/2

R2dR∫ Rmax/2
−Rmax/2

dR
=
R2
max

12

Gyra£ní polom¥r dlouhého (Rmax ≫ lg ≈ b) ideálního °et¥zce nejsnáze spo£teme
z druhého alternativního vyjád°ení, které p°evedeme na integrál podél °et¥zce. Po£ítáme
st°ední hodnotu:

⟨R2
g⟩ =

1

N2

∑
i<j

⟨(R⃗i − R⃗j)
2⟩ ≈ 1

N2

∫ N

0

dy

∫ N

y

dz⟨[R⃗(y)− R⃗(z)]2⟩

kde
⟨[R⃗(y)− R⃗(z)]2⟩ = |y − z|b2
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Vypo£teme nejprve druhý integrál, kde z > y, takºe∫ N

y

dz⟨[R⃗(y)− R⃗(z)]2⟩ =
∫ N

y

dz(z − y)b2 =
(
N2

2
− yN

)
−
(
y2

2
− y2

)
Druhý integrál je jiº snadný. Výsledek je

⟨R2
g⟩ ≈

Nb2

6

Pokud dosadíme de�nici Kuhnova monomeru, ⟨R2⟩ = Nb2, dostaneme

⟨R2
g⟩ =

⟨R2⟩
6

tj. gyra£ní polom¥r dlouhého ideálního °et¥zce je 1/
√
6-násobkem jeho st°ední kvadratické

vzdáleností konc·. Podobné vztahy lze získat i pro jiné tvary. Nap°. pro kruhový (cyklický)
polymer platí ⟨R2

g⟩ = Nb2/12 a pro f -hv¥zdu ⟨R2
g⟩ = (N/f)b2(3− 2/f)/6.

16.4.8 Analogie ideálního °et¥zce a Brownova pohybu

Víme, ºe pro st°ední kvadrát vzdálenosti konec�konec dlouhého ideálního °et¥zce platí
⟨R2

n⟩ = nb2. V kapitole o Brownov¥ pohybu jsme odvodili vztah (5.6), tj. v malinko
odchylném zna£ení ⟨R(τ)2⟩ = 6Dτ . Analogie

nb2 ↔ 6Dτ

nejlépe vynikne, pokud oba jevy popisujeme jako náhodnou procházku, jen p°i Brownov¥
pohybu máme £as a u ideálního °et¥zce po£et £lánk·. Odvodili jsme jiº vztah pro závislost
koncentrace (resp. pravd¥podobnosti) na £ase, vyjdeme-li z jednotkové koncentrace (£i
jedné £ástice) v po£átku v £ase τ = 0, viz (5.5):

c(r⃗, τ) = (4πDτ)−3/2 exp

(
− r2

4Dτ

)
Po provedení zám¥ny Dτ → nb2/6 dostaneme rozd¥lovací funkci vzdáleností konec�konec:

π(n, R⃗) =

(
2π

3
nb2
)−3/2

exp

(
− R2

2
3
nb2

)
(16.3)

která platí pro R≪ Rmax.

16.4.9 Entropická pruºina

M¥jme vzorek, ve kterém máme W0 °et¥zc· o délce n. Pak po£et °et¥zc· se vzdáleností
konc· R⃗ je

W (R⃗) = W0π(n, R⃗)
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Obrázek 16.4: Natahování ideálního °et¥zce silou fx. Na prostorové ²kále ξ (pr·m¥r blobu) je
tepelná energie kBT rovna energii entropické pruºiny aplikované na blob

Podle Boltzmannova vztahu je entropie rovna

S(R⃗) = kB lnW (R⃗) = S(0)− kB
R2

2
3
nb2

kde £len S(0) zahrnuje jak W0 tak prefaktor v (16.3). Helmholtzova energie je pak

F (R⃗) = U − TS = U(0) + kBT
R2

2
3
nb2

(16.4)

Op¥t U(0) zahrnuje v²echny konstantní (nezávisející na R2) £leny. Zm¥na Helmholtzovy
energie u d¥je za konstantní teploty a objemu je rovna vratné práci, její derivací (gradien-
tem) podle dráhy získáme sílu (aº na znaménko). Síla ve sm¥ru osy x (R⃗ = (Rx, Ry, Rz))
je proto

fx = −
(
∂F

∂Rx

)
= −3kBTRx

nb2

To je stejný vztah jako pro harmonický oscilátor. Jevu se proto °íká entropická pru-
ºina. �ásti ideálního °et¥zce na sebe nep·sobí, tato síla je proto d·sledkem pouze sníºení
entropie p°i nataºení °et¥zce � k dispozici je totiº mén¥ konformací. Odvození platí pro
malé výchylky, pro p°íli² napruºený °et¥zec p°estává být závislost fx na Rx lineární.

V rovnici (16.4) je b Kuhnova délka a n po£et Kuhnových segment·, nb2 je proto
rovno st°ední kvadratické vzdálenosti konec�konec, nb2 = ⟨R2

n⟩. Pokud je tedy °et¥zec
(klubko) nataºen o vzdálenost rovnou jeho velikosti, má energii rovnu °ádov¥ kBT , tj.
�kvantu tepelné energie� .

Pokusme se o odvození je²t¥ jednou na intuitivn¥-kvalitativní úrovni. Máme malé
klubko, které natahujeme za konce silou fx. Velmi krátký kousek °et¥zce (ale jiº sto£ený
do klubka) má energii nataºení men²í neº je �tepelné kvantum� kBT (jedná se ov²em
o Helmholtzovu energii, resp. její entropickou £ást, protoºe interak£ní energie ideálního
°et¥zce je nulová). P°i jisté délce °et¥zce dosáhne pr·m¥r klubka hodnoty, kdy je energie
nataºení práv¥ (°ádov¥) rovna kBT a výchylka je °ádov¥ rovna velikosti klubka (ve smyslu
lineárního rozm¥ru, tj. pr·m¥ru klubka, resp. st°ední vzdálenosti konec�konec). Takové
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klubko nazveme tepelný blob, viz obr. 16.4, a jeho velikost ozna£íme ξ. Tepelný blob
se chová (skoro) je²t¥ jako náhodné klubko, platí tedy ξ2 = kb2, kde k je po£et £lánk·
(rozumí se Kuhnových segment·) v klubku a b je Kuhnova délka.

Celé klubko natahujeme za konce silou fx. Pruºina získá jistou energii, kterou si roz-
loºíme do p°ísp¥vk· o velikosti kvanta kBT . Kaºdému p°ísp¥vku odpovídá jeden blob.
V pr·m¥ru jsou jednotlivé bloby se°azeny za sebou ve sm¥ru síly, kaºdý nataºen na délku
ξ a kaºdý �napruºen� na energii kBT . Po£et blob· je n/k a pro výchylku tedy platí
Rx = ξn/k. Spolu s ξ2 = kb2 máme dv¥ rovnice pro dv¥ neznámé, ξ a k; vypo£teme
k = (nb/Rx)

2. Energie je kBT krát po£et blob·, tedy

energie =
kBTn

k
=
kBTR

2
x

nb2
=
kBTR

2
x

⟨R2
n⟩

Ve v²ech 3 sm¥rech pak energie = 3kBTR
2/nb2, coº je °ádov¥ to samé, co (16.4).

16.5 Reálný °et¥zec

16.5.1 Vylou£ený objem

P°edpokládejme nejprve, ºe polymerní °et¥zec je sloºen z tuhých koulí,
které se nemohou protínat (odpuzují se) a také nemají ºádnou p°itaºlivou
interakci. (P°ípadn¥ m·ºeme studovat pouze monomery � tuhé koule.)
Kolem kaºdého £lánku £i molekuly pak existuje kulovitá oblast o objemu

v =
4π

3
d3, d = 2r£lánek

ve které nesmí leºet st°ed ºádného dal²ího £lánku. Tomuto objemu se °íká vylou£ený
objem.

Pokusme se roz²í°it de�nici vylou£eného objemu i na p°itaºlivé síly. Pro jednoduchost
se omezíme na sféricky symetrické interakce (£lánky °et¥zce nebo molekuly jsou koule).

Pravd¥podobnost nalezení £ástice ve vzdálenosti r v elementu dr⃗ je dána Boltzman-
novým faktorem e−u(r)/kBTdr⃗. Pro tuhé koule je tato pravd¥podobnost bu¤ nula (v oblasti
p°ekryvu) nebo jedna (ve velké vzdálenosti). Vylou£ený objem bude asi veli£ina vzniklá
integrací, protoºe pot°ebujeme zpr·m¥rovat p°itaºlivé a odpudivé oblasti. Ale e−u(r)/kBTdr⃗
nelze integrovat, protoºe limita pro r → ∞ není 0, integrál by byl nekone£no. Trik, kte-
rým dostaneme integrovatelnou funkci, je ode£tení jedni£ky6. Jako de�nice roz²í°eného
vylou£eného objemu se proto zavádí

v = −
∫ [

e−u(r)/kBT − 1
]
dr⃗ (16.5)

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe pro tuhé koule platí

r < d u(r) =∞ e−u(r)/kBT − 1 = −1
r > d u(r) = 0 e−u(r)/kBT − 1 = 0

6Funkce e−u(r)/kBT − 1 se nazývá Mayerova funkce.
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Obrázek 16.5: Lennard-Jones·v potenciál (LJ), model tuhých koulí (HS) a model pravoúhlé
potenciálové jámy (SW)

Po integraci dostaneme mínus objem koule, po zm¥n¥ znaménka (proto minus p°ed in-
tegrálem) dostaneme op¥t v = 4π

3
d3, jak jsme poºadovali. De�nice je tedy konzistentní

roz²í°ení p°edstavy vylou£eného objemu na p°itaºlivé interakce.

16.5.2 Závislost vylou£eného objemu na teplot¥

Roz²í°ený vylou£ený objem m·ºe být i záporný a závisí na teplot¥. Abychom to pro-
zkoumali, uvaºujme pro jednoduchost model pravoúhlé jámy (square-well) mezi £lánky £i
Kuhnovými segmenty (aproximovanými sféricky symetrickou interakcí), viz obr. 16.5

uSW(r) =


∞, pro r < σ

−ε, pro r < σ < λσ

0 pro λσ < r

Vylou£ený objem je pak

v = −
∫ [

e−u(r)/kBT − 1
]
dr⃗ =

4π

3
σ3 − 4π

3
σ3(λ3 − 1)(eε/kBT − 1)

Pokud je hloubka jámy malá proti kBT , m·ºeme napsat

ε≪ kBT ⇒ e−u(r)/kBT − 1 ≈ −u(r)/kBT

a zobecn¥ný vylou£ený objem lze dále zjednodu²it na

v ≈
(
1− θ

T

)
b3

kde θ je konstanta (theta-teplota). Tato aproximace obsahuje dv¥ charakteristické vlast-
nosti závislosti vylou£eného objemu na teplot¥, viz téº obr. 17.1.

� Za vysokých teplot je p°itaºlivá £ást zanedbatelná a v se blíºí kladné konstant¥.
Molekuly nebo £lánky °et¥zce se odpuzují, coº znamená, ºe se látka snadno rozpou²tí.

� Pro T = θ je vylou£ený objem nulový. To lze interpretovat tak, ºe odpudivé a
p°itaºlivé interakce se kompenzují.

� Pro T < θ je vylou£ený objem záporný. Rozpustnost se zhor²uje, protoºe p°itaºlivé
síly zap°í£i¬ují shlukování molekul £i £lánk· polymeru.
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P°evedeno na rozpustnosti to znamená dobrou rozpustnost p°i vysokých teplotách a ²pat-
nou p°i nízkých.

Shr¬me si hodnoty zobecn¥ného vylou£eného objemu pro roztoky polymer·:
� Vý²e uvedené p°ípad tuhých koulí spojených do °etízku odpovídá polymeru v tzv.
atermálním rozpou²t¥dle (v nezávisí na teplot¥). Vylou£ený objem je °ádov¥ v = b3

na Kuhn·v segment délky b, tj. v ≈ b2d na £lánek.
� V dobrém rozpou²t¥dle je v kladný (odpudivé interakce p°evládají), ale men²í neº
mezní hodnota b2d na £lánek, 0 < v < b2d [p°íklad: polystyren (PS) v benzenu].

� V theta-rozpou²t¥dle je v = 0 (p°íklad: PS v cyklohexanu, t = 34.5 ◦C). To znamená,
ºe p°itaºlivé a odpudivé interakce se vyrovají.

� Ve ²patném rozpou²t¥dle p°evládá p°itaºlivost. Platí −b2d < v < 0 (p°íklad: PS
v ethanolu).

� V ne-rozpou²t¥dle (v ≤ −b2d) se jiº polymer v·bec nerozpou²tí (p°íklad: PS ve
vod¥).

16.5.3 Floryho teorie roztoku polymeru

Uvaºujme lineární °etezec o N monomerech (£láncích), který vytvo°í klubko o
velikosti (pr·m¥ru) R v dobrém rozpou²t¥dle, v > 0. P°edpokládejme pro zjed-
nodu²ení úvah, ºe monomery jsou uvnit° klubka rozmíst¥ny rovnom¥rn¥ (ve sku-
te£nosti je uprost°ed klubka vy²²í hustota neº na okraji). Objem koule o pr·m¥ru
R je °ádov¥ R3 (detail· jako π/6 si nebudeme v °ádových odhadech v²ímat). Pravd¥po-
dobnost, ºe 1 monomer se dotkne jednoho z N jiných, je pak rovna vN/R3. Po£et dotyk·
celkem je vN2/R3. Energie jednoho dotyku je °ádov¥ kBT . Vnit°ní energie klubka je pak

U ≈ kBTv
N2

R3

Entropii aproximujeme entropií nataºení klubka o jeho velikost R, tedy

S ≈ −kBR
2

Nb2

Helmholtzova energie je potom

F = U − TS ≈ kBT

(
v
N2

R3
+

R2

Nb2

)
(16.6)

Energetický £len klesá s velikostí klubka (je mén¥ dotyk·), entropický roste (£ím men²í
klubko, tím men²í entropie a v¥t²í £len −TS v F ). Funkce má proto minimum, které odpo-
vídá pr·m¥rné velikosti klubka zp·sobené rovnováhou mezi energetickým a entropickým
£lenem:

R = RF ≡ v1/5b2/5N3/5 ∝ N3/5

Výraz pro velikost je klubka obsahuje jiný exponent závislosti na po£tu £lánk· neº u
ideálního °et¥zce (kdy R ∝ N1/2), klubko jako d·sledek odpudivých sil více nabobtná
(expanduje).

Floryho teorie obsahuje mnoho zjednodu²ujících p°edpoklad·. Výpo£et pomocí tzv.
náhodné procházky bez protínání na 3D kubické m°íºce vede k obdobnému výsledku
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s nepatrn¥ odli²ným exponentem, R ∝ N0.588. Jsou dobré d·vody k ví°e, ºe reálný polymer
v dobrém rozpou²t¥dle se chová kvalitativn¥ stejn¥ a ºe hodnota R ∝ N0.588 je p°esn¥j²í
aproximací Floryho výsledku R ∝ N0.6.

M·ºe být p°ehledn¥j²í p°epsat vý²e uvedený vztah na

N ∝ R5/3 Flory, N ∝ R1.7 p°esn¥ji

Exponent 5/3 resp. p°esn¥ji 1.7 je fraktální dimenzí polymeru v dobrém rozpou²t¥dle
neboli náhodné procházky bez protínání. (Pro ideální °et¥zec, £ili náhodnou procházku
[s protínáním], je tato dimenze 2.)

Velikost ideálního klubka stejné velikosti N je Rid = bN1/2, pom¥r nabobtnání v dob-
rém rozpou²t¥dle (po zahrnutí interakcí kvanti�kovaných vylou£eným objemem v) je

RF

Rid
=

(
vN1/2

b3

)1/5

tj. klubko znateln¥ bobtná od N > b6/v2. P°i zmen²ování v k nule se zv¥t²uje hranice, od
které je patrné bobtnání, men²í klubka jsou tém¥° ideální.

P°epo£ítejme nyní sílu pot°ebnou k nataºení klubka po zahrnutí interakcí. Klubko
natahujeme silou fx. Zatímco ideální blob má velikost ξ ∝ k1/2, pro Floryho blob (se
zahrnutím interakce) platí ξ ∝ k5/3. Bloby jiº jsou spojeny (skoro) za sebou, tedy nataºení
je Rx = ξN/k = N/k2/5. Po£et £lánk· blobu je k = (N/Rx)

5/2 a

energie =
kBTN

k
= kBT

(
Rx

RF

)5/2

K nataºení reálného °et¥zce v dobrém rozpou²t¥dle sta£í men²í síla neº pro ideální °et¥zec,
protoºe odpuzování pomáhá i natahování. Síla není harmonická, pro v¥t²í výchylky roste
rychleji.

Pokud bychom aplikovali Floryho teorii danou (16.6) na roztok polymeru ve ²patném
rozpou²t¥dle, v < 0, dostali bychom minimum Helmholtzovy energie pro R = 0. Tento
výsledek znamená, ºe se klubko bude smr²´ovat. Nesmr²tí se v²ak aº k nule, protoºe
dal²í jevy, které jsme do teorie nezahrnuli (t°í£ásticové interakce mezi £ástmi °et¥zce,
pokles entropie po kondenzaci), zp·sobí, ºe se smr²´ování zastaví na hodnot¥ rovné R ≈
const × N1/3. Konstanta je tím men²í, £ím hor²í je rozpou²t¥dlo, aº v ne-rozpou²t¥dle
máme kompaktní granuli polymeru.

16.5.4 Tepelný blob a struktura °et¥zce v roztoku

Výsledky m·ºeme reinterpretovat na základ¥ p°edstavy tepelných blob· o typické hod-
not¥ energie kBT 7. Tato oblast je (tém¥°) ideálním °et¥zcem; £ím del²í °et¥zec, tím v¥t²í
odchylky od ideality. Velikost (pr·m¥r £i pr·m¥rnou vzdálenost konec�konec) tepelného
blobu ozna£íme ξT , po£et £lánk· = kT . Platí tedy (podle p°edpokladu ideality blobu)

ξT ≈ bk
1/2
T

7Velikost blobu je zde závislá na interakci popsané vylou£eným objemem a rovnováze energie�entropie.
Je t°eba tento mechanismus odli²it od úvah o entropické pruºin¥, kdy byla velikost blobu dána energií
harmonického oscilátoru (entropického p·vodu) a závisela na síle.



16.5. REÁLNÝ �ET�ZEC 213

Obrázek 16.6: �et¥zec polymeru v dobrém a ²patném rozpou²t¥dle. Vlevo: V dobrém roz-
pou²t¥dle jako náhodná procházka bez protínání sloºená z tepelných blob·. Vpravo: Ve ²patném
rozpou²t¥dle jako kompaktní globule sloºená z tepelných blob·.

Energie blobu dle Floryho teorie je

U ≈ kBT |v|
N2

ξ3T
≈ kBT

Opakuji, ºe v < 0 pro ²patné rozpou²t¥dlo a v > 0 pro dobré rozpou²t¥dlo. Z toho
dostaneme

kT ≈
b6

v2
, ξT ≈

b4

|v|
Podle p°edpoklad· je °et¥zec krat²í neº °et¥zec v tepelném blobu za daných podmínek,
N < kT , ideálním °et¥zcem. Tato podmínka po dosazení kT a odmocn¥ní znamená N1/2 <
b3/|v|, £ili ξ = b4/|v| > bN1/2, coº je vskutku vzdálenost konec�konec pro ideální °et¥zec,
£ili po£ítali jsme dob°e. Pro v → 0 (theta-rozpou²t¥dlo) roste velikost blobu nade v²echny
meze, protoºe celý °et¥zec je ideální. Naopak pro |v| ≈ b3 je blob malý (ξT = b); p°ípad
v ≈ b3 popisuje rozvinutý °et¥zec v atermálním rozpou²t¥dle, p°ípad v ≈ −b3 zkolabovaný
°et¥zec v ne-rozpou²t¥dle.

P°edstavy o struktu°e °et¥zce v r·zných rozpou²t¥dlech m·ºeme shrnout následovn¥:
� V dobrém rozpou²t¥dle (vylou£ený objem v > 0) se °et¥zec chová jako náhodná pro-
cházka bez protínání N/kT tepelných blob·, velikost klubka (end-to-end vzdálenost)
je

R ≈ ξT

(
N

kT

)0.588
Flory
≈ v1/5b2/5N3/5

ve shod¥ s Floryho teorií. �ím lep²í rozpou²t¥dlo, tím men²í jsou globule, je jich
více a °et¥zec víc nabobtná.

� Naopak ve ²patném rozpou²t¥dle (v < 0) se tepelné bloby t¥sn¥ sloºí do globule o
velikosti

R ≈ ξT

(
N

kT

)1/3

≈ b2

|v|1/3
N1/3

Pro v → 0 (blíºíme se θ-rozpou²t¥dlu) op¥t platí, ºe vzr·stá velikost tepelného
blobu a i dosti dlouhé °et¥zce se chovají ideáln¥. Naopak £ím hor²í rozpou²t¥dlo,
tím v¥t²í hustota Kuhnových monomer· v blobu a proto i globule. Extrémnímu p°í-
padu polymeru v ne-rozpou²t¥dle odpovídá kompaktní granule s minimem molekul
rozpou²t¥dla, tepelný blob je roven (Kuhnov¥) £lánku °et¥zce.
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Pamatujte

Ideální °et¥zec je °et¥zec, jehoº vzdálené segmenty vzájemn¥ nijak neinteragují.

� Jeho tvar na krátkých vzdálenostech lze popsat Kuhnovou délkou (délkou segmentu
ekvivalentního voln¥ rotujícího °et¥zce), Floryho charakteristickým pom¥rem nebo per-
zistentní délkou.

� Na dlouhých vzdálenostech je ekvivalentní náhodné procházce (s protínáním) £i trajek-
torii Brownova pohybu a má fraktální strukturu. Velikost klubka (konec�konec nebo
gyra£ní polom¥r) je úm¥rná odmocnin¥ po£tu segment·, N0.5.

Pokud zahrneme interakce vzdálených segment·, záleºí, zda p°evládají p°itaºlivé £i odpudivé
síly:

� P°i p°evaze odpuzování £lánk· (polymer v dobrém rozpou²t¥dle) se °et¥zec víc rozvine,
má stále fraktální strukturu a velikost klubka je úm¥rná N0.6. Je ekvivalentní náhodné
procházce bez protínání.

� Pokud se p°itaºlivé a odpudivé síly vyrovnají (polymer v θ-rozpou²t¥dle), chová se jako
ideální °et¥zec.

� P°i p°evaze p°itahování (polymer ve ²patném rozpou²t¥dle) je globule více £i mén¥ kom-
paktní a její velikost je úm¥rná N1/3.



Kapitola 17

Fázové rovnováhy a rozpustnost
(jen MIKRO)

17.1 Stavové rovnice

17.1.1 Z°ed¥né systémy

Mnohokrát jste se setkali se stavovou rovnicí ideálního plynu, pV = nRT nebo pVm/RT =
1 nebo pV = NkBT nebo p = cRT (kde c = N/V ). Formáln¥ stejná, Π = cRT , je rovnice
pro osmotický tlak. Víte také, ºe tyto rovnice povaºují molekuly za bodové £ástice a
zanedbávají jak p°itaºlivé, tak odpudivé síly mezi nimi. To je v²ak p°i vy²²ích hustotách
nep°esné.

Nejjednodu²²í rovnicí, která bere v úvahu síly mezi molekulami, je tzv. viriálová sta-
vová rovnice, která se pí²e ve tvaru nekone£né °ady (rozvoje) v hustot¥ £i koncentraci1:

pVm
RT

= 1 +
B

Vm
+

C

V 2
m

+ · · · nebo Π = cRT (1 +Bc+ Cc2 + · · · )

Parametr B se nazývá druhý viriálový koe�cient (£i druhý osmotický viriálový koe�cient).
Metodami statistické termodynamiky se dá ukázat, ºe odpovídá interakci dvojic £ástic a
pro sféricky symetrické £ástice je roven

B = −NA

2

∫ ∞

0

[exp(−u(r)/kBT )− 1] dr⃗ = −2πNA

∫ ∞

0

[exp(−u(r)/kBT )− 1] r2dr (17.1)

kde u(r) je párový interak£ní potenciál2. Pozorný £tená° si jist¥ v²iml, ºe B = NAv/2,
kde v je zobecn¥ný vylou£ený objem, rov. (16.5). Podobn¥ C odpovídá interakci trojic
molekul, atd. Viriálový rozvoj neexistuje pro nabité £ástice (plasma a ionty v roztoku),
protoºe integrál v (17.1) neexistuje. Význam má pro plyn s tím, ºe £ím více viriálových
koe�cient· znám, tím hust²í plyn jsem schopen p°esn¥ popsat. Viriálový rozvoj diverguje
pro kapalinu, kde je molekula obklopena mnoha sousedy. Viriálové koe�cienty závisí na
teplot¥, ale ne na hustot¥, viz obr. 17.1.

1Koncentrace £isté látky se rovná p°evrácené hodnot¥ molárního objemu: c = n/V = 1/(V/n) = 1/Vm.
2Pro £ástice v roztoku tzv. efektivní potenciál nebo potenciál st°ední síly

215
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Obrázek 17.1: Druhý viriálový koe�cient r·zných látek v závislosti na teplot¥. Za nízkých teplot
je záporný (p°evládají p°itaºlivé interakce), za vy²²ích kladný (p°evládá odpuzování neboli vylou-
£ený objem). Druhý viriálový koe�cient je aº na faktor NA/2 rovný zobecn¥nému vylou£enému
objemu molekuly [10] (p°evzato z FCH II)

17.1.2 Kondenzované systémy

Chceme-li popsat kapalinu nebo zárove¬ kapalinu i páru, musíme tvar stavových rov-
nic je²t¥ roz²í°it. �kolním p°íkladem je van der Waalsova stavová rovnice. P·vodn¥ byla
odvozena ze stavové rovnice ideálního plynu na základ¥ následující zám¥ny:

pVm = RT →
(
p+

a

V 2
m

)
(Vm − b) = RT (17.2)

� �len Vm nahradíme (Vm − b), protoºe molekuly nemají v reálném plynu k dispozici
celý objem Vm, ale pouze £ást nezabranou ostatními molekulami (jejich vylou£eným
objemem b > 0). Jinými slovy, tento £len bere v úvahu odpudivé interakce.

� �len p nahradíme (p + a
V 2
m
), kde a > 0. Tlak, který je dán nárazy molekul na

st¥nu, bude totiº men²í díky p°itaºlivým silám (proto korekci p°i£ítáme). Dále, kaºdá
naráºející molekula je brzd¥na ostatními molekulami (u st¥ny p·sobí p°itaºlivost
jen sm¥rem do plynu), síla na molekulu je v pr·m¥ru úm¥rná koncentraci okolních
molekul (nep°ímo molárnímu objemu), ale za niº²í koncentrace je celkový po£et
naráºejících molekul také men²í, a proto je korekce nep°ímo úm¥rná V 2

m.
Z didaktických d·vod· odvodíme van der Waalsovu rovnici je²t¥ jednou, a to pomocí

Helmholtzovy energie. Ta má dv¥ £ásti, energetickou (interak£ní) a entropickou:
� Molární entropie ideálního plynu je (aº na aditivní konstantu) rovna R lnVm. Na
základ¥ stejného argumentu jako vý²e je entropie van der Waalsova plynu rovna
Sm = R ln(Vm−b), protoºe dostupný prostor (ve kterém jsou molekuly jiº rozmíst¥ny
náhodn¥) je men²í.

� Vnit°ní energie ideálního plynu je nula, u reálného plynu je korekce úm¥rná koncen-
traci (na mol plynu), protoºe v okolí molekuly je interagujících molekul v pr·m¥ru
mén¥, tedy Um = −a/Vm. Korekce je záporná, protoºe se molekuly p°itahují.

http://www.vscht.cz/fch/cz/pomucky/FCH4Mgr.pdf
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Obrázek 17.2: Van der Waalsovy izotermy.Vlevo: závislost redukovaného tlaku p/pc na reduko-
vaném objemu pro n¥kolik teplot. Vpravo: Závislost Helmholtzovy energie (libovolné jednotky)
na redukovaném objemu pro n¥kolik teplot. Index c ozna£uje kritický bod

Helmholtzova energie je pak

Fm = Um − TSm = −a/Vm −RT ln(Vm − b)

Tlak je roven minus derivaci podle objemu

p = −∂Fm
∂Vm

= − a

V 2
m

+
RT

Vm − b
(17.3)

coº je to samé co (17.2).
Pokud si tlak daný vzorcem (17.3) nakreslíme jako funkci objemu pro n¥kolik hodnot

teploty, dostaneme soustavu k°ivek, viz obr. 17.2 vlevo. �ervené (T > Tc) jsou podobné
izotermám ideálního plynu a není na nich nic podez°elého. Modré (T < Tc) v²ak neodpoví-
dají závislosti tlaku na objemu ºádné reálné látky, která je v termodynamické rovnováze,
protoºe tlak takové látky musí s rostoucím objemem klesat (podmínka mechanické sta-
bility) a prost°ední £ást k°ivky této podmínce nevyhovuje. Stejné problémy jsou vid¥t
na integrovaných k°ivkách Helmholtzovy energie vpravo (tlak je aº na znaménko derivací
Helmholtzovy energie), protoºe Helmholtzova energie systému v termodynamické rovno-
váze je vºdy konvexní funkcí objemu a teploty3 a modré k°ivky (T < Tc) tomu
nevyhovují. Výsledky musíme proto dále interpretovat.

Skute£nou závislost tlaku na objemu za niº²ích teplot znáte z kurzu Fyzikální chemie
I, viz obr. 17.3 vlevo. Obsahuje vodorovnou £ást, která popisuje kapalinu a páru v rov-
nováze. Na obr. 17.4 je schematicky znázorn¥na p°íslu²ná Helmholtzova energie (mínus
integrál tlaku podle objemu). Fázová rovnováha kapalina�pára je pak popsána modrou
spole£nou te£nou. P·vodní k°ivka predikovaná van der Waalsovou rovnicí leºí nad touto
úse£kou a odpovídá v¥t²í Helmholtzov¥ energii, systém v takovém stavu tedy nem·ºe být

3Platí i pro vnit°ní energii, entalpii i Gibbsovu energii vºdy jako funkci p°irozených prom¥nných.
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Obrázek 17.3: Fázový diagram van der Waalsovy tekutiny. Binodála odd¥luje jednofázovou
oblast od dvoufázové, spinodála odd¥luje oblast, kde je jedna fáze metastabilní od nestabilní
oblasti

Obrázek 17.4: Schematická závislost Helmholtzovy energie na objemu nebo objemovém zlomku.
Obdobn¥ vypadá závislost Gibbsovy energie na sloºení (pracujeme-li za konstantního tlaku a
teploty)

v rovnováze. Pokud bychom látku v takovém stavu vyrobili (nap°. prudkým ochlazením),
rozpadne se na dv¥ fáze, jejichº zastoupení je dáno pákovým pravidlem a Helmholtzova
energie je dána odpovídající lineární kombinací (proto úse£ka) obou £istých stav· (ka-
palina a pára) a Helmholtzova energie se zmen²í. Dodejme, k°ivka koexistence obou fází
v rovnováze (v prostoru parametr· jako jsou teplota, tlak, objem, sloºení) se nazývá bi-
nodála, ve fázovém diagramu odd¥luje jednofázovou oblast od dvoufázové v rovnováze.

�ásti k°ivek Helmholtzovy energie leºící nad spole£nou te£nou v²ak jistou interpre-
taci mají. T¥sn¥ za bodem fázové rovnováhy popisují metastabilní stav. Druhá derivace
∂2F/∂V 2 > 0 je zde stále kladná (jinými slovy ∂p/∂V < 0), tedy F je lokáln¥ konvexní a
daná fáze je lokáln¥ stabilní £ili metastabilní (nap°. p°esycená pára, p°eh°átá kapalina).
K p°echodu na stabilní fázi dochází po n¥jaké dob¥ mechanismem nukleace. Nejsme-li
p°íli² daleko od bodu fázového p°echodu, m·ºe být bariéra Helmholtzovy nebo Gibbsovy
energie p°i homogenní nukleaci tak velká, ºe stav je z praktického hlediska stabilní. Pokud
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v²ak ∂2F/∂V 2 < 0 neboli ∂p/∂V > 0, dochází k rozpadu na fáze okamºit¥ � stav je ne-
stabilní. Tomuto jevu se °íká spinodální dekompozice, viz �rychle ochlazený systém�
na obr. 17.8, Bod odd¥lující metastabilní a nestabilní £ást je charakterizovaný podmínkou
∂2F/∂V 2 = 0 (in�exní bod) a k°ivka jeho závislosti na objemu, tlaku p°íp. teplot¥ se
nazývá spinodála4.

17.2 Floryho�Hugginsova teorie

17.2.1 M°íºkový model sm¥si

Uvaºujme model látky sloºený z �monomer·� (nikoliv nutn¥ chemických £i Kuhnových)
v (nespeci�kované) m°íºce. Poloºením na m°íºku je zárove¬ spln¥n Amagat·v zákon (ob-
jem se smícháním nezm¥ní). Molekula A nech´ zaujímá NA m°íºkových bod· (�£lánk·
°et¥zce�), molekula B podobn¥ NB m°íºkových bod·, viz obr. 17.5.

Po£et stav· molekuly A na m°íºce o po£tu vrchol· nA je

WA = nAWi,A

kde Wi,A je po£et konformací (bez ohledu na translace, v p°íkladu z obr. 17.5 je Wi,A =
Wi,B = 2, totiº vodorovn¥ a svisle). Po£et translací je roven po£tu vrchol·, nA. Po£et
stav· molekuly A na m°íºce o po£tu vrchol· n = nA + nB (po smíchání s B) je

W = nWi,A+B

kdeWi,A+B je po£et konformací molekuly A ve sm¥si s B. Pro míchání chemicky podobných
látek p°edpokládáme, ºe Wi,A = Wi,A+B. Zm¥na entropie látky A je

∆mixSA = kB lnW − kB lnWA = −kB ln(nA/n) ≡ −kB lnϕA

kde ϕA je objemový zlomek (v²echny monomery neboli m°íºkové body mají stejný objem).
Po£et molekul typu A je nA/NA. Pro ob¥ molekuly:

∆mixS = −kB
(
nA
NA

lnϕA +
nB
NB

lnϕB

)
Sm¥²ovací entropie na jeden vrchol m°íºky (budeme zna£it pruhem) je

∆mixS =
∆mixS

n
= −kB

(
ϕA
NA

lnϕA +
ϕB
NB

lnϕB

)
Pro monomery (NA = NB = 1) o stejném objemu (ϕA = xA):

∆mixSm = −R(xA lnxA + xB lnxB)

4Pojmy nestabilita a spinodála jsou zavedeny na základ¥ p°ibliºného modelu typu st°edního pole
a jsou tedy pouze p°ibliºn¥ de�novány. Nem·ºeme s libovolnou p°esností m¥°it veli£iny pro metasta-
bilní stav, protoºe ho nemáme k dispozici nekone£n¥ dlouhou dobu � po n¥jaké dob¥ dojde k fázovému
p°echodu. To je statisticko-termodynamická analogie Heisenbergova principu neur£itosti.
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Obrázek 17.5: Vlevo: m°íºkový model sm¥si dimer· (NA = NB = 2), vpravo: m°íºkový model
polymeru v rozpou²t¥dle (NA ≫ 1,NB = 1),

coº je ideální sm¥²ovací entropie, kterou si jist¥ pamatujete z Fyzikální chemie I, viz
obr. 2.3. Pro roztok jedné makromolekuly A v rozpou²t¥dle B

∆mixS = −kB
(
ϕA
NA

lnϕA + ϕB lnϕB

)
coº je mén¥.

Roztok s ideální sm¥²ovací entropií, tj. náhodným (rovnom¥rným a nekorelovaným)
rozmíst¥ním molekul (nap°. na m°íºce), ale obecn¥ neideální energií (entalpií), se nazývá
regulární roztok. Bývá dobrou aproximací, jsou-li zm¥ny energie malé, takºe jsou malé
i odchylky od náhodného rozd¥lení. Na stejné úrovni aproximace jsme jiº odvodili van der
Waalsovu rovnici: p°edpokládali jsme, ºe molekuly jsou v mezích daných vylou£eným ob-
jemem rozmíst¥ny náhodn¥, nicmén¥ jsme uvaºovali zm¥nu energie danou zpr·m¥rovaným
(tj. náhodným) rozmíst¥ním molekul v okolí.

Pro výpo£et energie uvaºujme pouze interakce nejbliº²ích soused· v m°íºce. Po£et
soused· jednoho vrcholu £ili koordina£ní £íslo m°íºky ozna£íme z, nap°. pro £tvercovou
m°íºku z = 4. Energii kaºdého páru A�A ozna£me uAA, atd. P°edpokládáme náhodné
rozmíst¥ní molekul na m°íºce, a proto pravd¥podobnost nalezení molekuly A na vybraném
vrcholu m°íºky je ϕA. Pravd¥podobnost nalezení dal²í molekuly A hnedle vedle je pak ϕA,
po£et takových soused· je z, ale protoºe interakce je párová a stejnou úvahu m·ºeme
u£init i pro druhou molekulu A, je energie p°ipadající na interakci A�A rovna z

2
uAA na

jeden vrchol m°íºky. Po obdobném výpo£tu pro interakce A�B a B�B dostaneme st°ední
energie sm¥si monomer· (NA = NB = 1) na m°íºce (na jeden vrchol)

U =
z

2

[
uAAϕ

2 + 2uABϕ(1− ϕ) + uBB(1− ϕ)2
]

kde jsme pro jednoduchost ozna£ili ϕ = ϕA, ϕB = 1 − ϕA. Sm¥²ovací vnit°ní energie je
tedy (na jeden vrchol m°íºky)

∆mixU = U − UA − UB = U − z

2
uAAϕ−

z

2
uBB(1− ϕ)

=
z

2
ϕ(1− ϕ)(2uAB − uAA − uBB)

= χϕ(1− ϕ)kBT

kde jsme zavedli Floryho interak£ní parametr

χ =
z

2

2uAB − uAA − uBB
kBT

(17.4)
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Floryho interak£ní parametr závisí na teplot¥. V nejjednodu²²ím p°ípad¥ m·ºeme p°ed-
pokládat, ºe interak£ní energie závisí na teplot¥ lineárn¥, u ≈ u0 + CT , kde C je tepelná
kapacita. Pak

χ ≈ A+
B

T
kde A a B jsou konstanty.

Nyní jiº m·ºeme napsat výraz pro Helmholtzovu energii sm¥si (na 1 vrchol m°íºky):

∆mixF = ∆mixU − T∆mixS = kBT

[
ϕ

NA
lnϕ+

1− ϕ
NB

ln(1− ϕ) + χϕ(1− ϕ)
]

Pro regulární roztok monomer· (NA = NB = 1) nebo chcete-li binární slitinu dostaneme
vztah

∆mixF = kBT [ϕ lnϕ+ (1− ϕ) ln(1− ϕ) + χϕ(1− ϕ)]
který poprvé odvodil Hildebrand. Pro roztok polymeru A v rozpou²t¥dle B dostaneme
Floryho�Hugginsovu teorii

∆mixF = kBT

[
ϕ

NA
lnϕ+ (1− ϕ) ln(1− ϕ) + χϕ(1− ϕ)

]
Entropická £ást (£leny s ln) je vºdy konvexní funkcí ϕ (a nadto derivace v koncích intervalu
jsou nekone£né). Interak£ní (energetický £len) je obvykle kladný (pak je konkávní). Je-
-li interak£ní £len dost velký [χ velké ⇒ uAB ≫ (uAA + uBB)/2], p°evládne a systém se
rozpadne na dv¥ fáze.

17.2.2 P°íklad: symetrická tavenina polymer·

Výpo£ty s Floryho�Hugginsovou teorií jsou zvlá²t¥ jednoduché pro symetrickou taveninu
polymer· £i symetrickou sm¥s (ob¥ molekuly jsou stejn¥ velké � t°eba sm¥s optických
antipod· n¥jaké látky s asymetrickým uhlíkem nebo sm¥sný krystal).

Binodála je dána podmínkou spole£né te£ny. To znamená obecn¥ °e²it soustavu dvou
rovnic o dvou neznámých, sloºení (objemový zlomek) první fáze ϕ a druhé fáze ϕ. V p°í-
pad¥ symetrické sm¥si platí ϕ+ ϕ = 1 a spole£ná te£na je rovnob¥ºná s osou x (ϕ), takºe
nám sta£í jen jedna rovnice

∂∆mixF

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
kBT

[
ϕ

N
lnϕ+

1− ϕ
N

ln(1− ϕ) + χϕ(1− ϕ)
]
= 0

kde N = NA = NB. Rovnici nelze vy°e²it5 pro ϕ, lze v²ak vyjád°it χ pomocí ϕ:

χ =
ln
[
ϕ/(1− ϕ)

]
(2ϕ− 1)N

Podobn¥ z podmínky pro in�exní bod

∂2∆mixF

∂ϕ2
= 0

5Tj. vyjád°it ko°en pomocí elementárních funkcí
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Obrázek 17.6: Symetrická sm¥s monomer· podle Floryho�Hugginsovy (F-H) resp. Hildebran-
dovy teorie: vlevo Helmholtzova energie, vpravo fázový diagram. Pro χ < 2 je sm¥s homogenní,
p°i χ > 2 dochází k rozmí²ení. Rovnováha je dána spole£nou te£nou (tenká £ervená £ára vlevo),
body dotyku s k°ivkou Helmholtzovy energie dávají sloºení koexistujících fází (binodála vpravo).
Je-li k°ivka Helmholtzovy energie lokáln¥ konvexní, je stav metastabilní, je-li konkávní, je nesta-
bilní. Metastabilní oblasti kon£í v in�exním bod¥ (vlevo) spinodálou (modrá k°ivka vpravo). Pro
χ = 2 je sm¥s p°i stechimetrickém sloºení kritická. Pro srovnání s F-H je zobrazeno p°esné °e²ení
pro £tvercovou (2D) a kubickou (3D) m°íºku (Ising·v model)

dostaneme spinodálu. Implicitní a explicitní °e²ení jsou

χ =
1

2N

(
1

ϕsp
+

1

1− ϕsp

)
, ϕsp =

1

2
±
√

1

4
− 1

2Nχ
Pro kritický bod z d·vod· symetrie platí ϕ = 1/2. Pak ob¥ podmínky pro kritický bod,
∂2∆mixF/∂ϕ

2 = ∂3∆mixF/∂ϕ
3 = 0, jsou spln¥ny pro χ = 2/N .

Jiº jsme se zmínili, ºe závislost χ na teplot¥ lze £asto vyjád°it ve tvaru χ = A+B/T .
Zpravidla platí B > 0, se zvy²ující teplotou se Floryho parametr zmen²uje a ob¥ látky
se snáze mísí. Teplota, kdy se vyskytne kritický bod (pro vý²e studovanou symetrickou
sm¥s pro χ = A + B/T = 2/N ), se pak nazývá horní kritická rozpou²t¥cí teplota
(UCST, upper critical solution temperature): nad touto teplotou je systém homogenní,
pod ní dochází (p°i ur£itém sloºení) k rozpadu na dv¥ fáze. Výjime£n¥ nastává B < 0 a
v systému je dolní kritická rozpou²t¥cí teplota (LCST, lower critical solution temperature);
p°íkladem je poly(N-isopropylakrylamid) ve vod¥.

17.2.3 Hustota kohezní energie a Hildebrand·v parametr roz-
pustnosti

Hodnoty párové energie uAA pot°ebujeme n¥jak odvodit z experimentálních údaj·. P°ed-
pokládejme proto, ºe jednotkový objem látky A rozebereme na jednotlivé molekuly a ty
p°eneseme �do nekone£na� , kde m·ºeme interak£ní energii zanedbat. Tato energie, tzv.
hustota kohezní energie, je rovna objemové výparné (£i sublima£ní) vnit°ní energii:

∆vapUV =
∆vapUm

Vm
=

∆vapHm −RT
Vm
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Tabulka 17.1: Hodnoty Hildebrandova parametru δ pro n¥kolik vybraných látek

látka δ/MPa1/2

n-hexan 15

chloroform 19

ethanol 26

voda 48

látka δ/MPa1/2

poly(ethylen) 16

PVC 19

nylon 6,6 28

(hydroxyethyl)methakrylát 52

V poslední rovnosti jsme ji p°evedli na entalpii, která je lépe p°ímo m¥°itelná a tabelo-
vaná, p°edpokládajíce jednak mnohem v¥t²í objem par neº je objem kondenzované fáze,
jednak ideální chování par. Tzv. Hildebrand·v parametr rozpustnosti je de�nován
jako odmocnina hustoty kohezní energie

δ =
√

∆vapUV (17.5)

M¥°í se v MPa1/2, lze se setkat i s jednotkou (cal cm−3)1/2. Pro p°evod platí

(cal cm−3)1/2 = [4.184 J · (0.01m)−3]1/2 = 2045.5Pa1/2 = 2.0455MPa1/2

Pokra£ujme dále v budování m°íºkové teorie rozpustnosti a ozna£me symbolem v0
objem p°ipadající na jeden m°íºkový bod. Energie p°ipadající na jeden vrchol m°íºky
v £isté látce A je pak

−zuAA
2

= v0∆vapUV = v0δ
2
A

kde z je koordina£ní £íslo, kaºdá molekula (segment) tedy sousedí v m°íºce se z jinými.
Ve vzorci je minus, protoºe energie uAA je záporná (látka drºí pohromad¥). Faktor 1/2
vyplývá z toho, ºe energie je párová: P°edstavte si, ºe z látky vyjmeme jednu molekulu
(segment na m°íºkovém bodu). K tomu ov²em pot°ebujeme energii −zuAA, protoºe jsme
p°eru²ili z vazeb. Av²ak po této operaci má kaºdý z t¥chto z soused· jednu vazbu nenasy-
cenou. V kondenzované fázi dojde ke spárování a obnovení z/2 vazeb. Obdobn¥ pro látku
B

−zuBB
2

= v0∆vapUV = v0δ
2
B

Ob¥ párové energie uAA a uBB tak máme snadno experimentáln¥ dostupné. Hor²í je
to s k°íºovou interakcí uAB. Ukazuje se, ºe pro Londonovy interakce je dobrou aproximací
geometrický pr·m¥r obou interakcí £istých látek (aº na znaménko: uAB je také záporné),

−zuAB
2

=
z
√
uAAuBB
2

= v0δAδB (17.6)

Vztah·m tohoto typu pro odhad parametr· interakce mezi dv¥ma r·znými látkami z pa-
rametr· £istých látek se °íká kombina£ní pravidlo. Toto nejjednodu²²í pravidlo v²ak
ztrácí p°esnost pro polární látky nebo pro látky s vodíkovými vazbami. Proto se ob£as
modi�kuje, nap°. zavedením empirického parametru: − zuAB

2
= v0(1− k12)δAδB.

Floryho intrak£ní parametr lze za p°edpokladu platnosti (17.6) p°epsat do tvaru

χ =
z

2

2uAB − uAA − uBB
kBT

=
v0
kBT

(δ2A − 2δAδB + δ2B) =
v0
kBT

(δA − δB)2
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Obrázek 17.7: Ising·v model a jeho ekvivalenty

Protoºe £ím men²í χ, tím snáze se látky v sob¥ rozpou²t¥jí, lze o£ekávat, ºe látky
s podobným δ se v sob¥ budou rozpou²t¥t. Teorie v²ak ²patn¥ funguje pro siln¥ polární
látky a látky s vodíkovými vazbami, jak je vid¥t z p°íkladu nylonu v tab. 17.1, který je
v ethanolu nerozpustný (rozpou²tí se v²ak v m-kresolu, tj. 3-methyl fenolu).

17.3 Malý výlet za hranici klasických model·

17.3.1 O p·vodu aproximací

Ani van der Waalsova rovnice ani Hildebrandovo £i Floryho�Hugginsovo °e²ení nejsou
p°esné. Vycházejí z p°edstavy náhodného rozmíst¥ní molekul, na jejichº základ¥ po£ítají
st°ední (p°itaºlivou) interakci. Postupy tohoto typu byly pouºity £i objeveny n¥kolikrát
nezávisle a pat°í do skupiny metod £i aproximací st°edního pole (mean-�eld).

P°es svou p°ibliºnost dávají aproximace st°edního pole kvalitativn¥ správn¥ fázové
rovnováhy i kritický bod a p°edpovídají téº, kdy je systém metastabilní (a nová fáze
vzniká nukleací) a kdy nestabilní (nové fáze vznikají spinodální dekompozicí). Kvalitativn¥
správn¥ popisují i azeotropy jakoº i mnohdy topologicky velmi sloºité fázové diagramy
kombinující kritické body, azeotropy, trojné body aj. i u vícekomponentových sm¥sí.

17.3.2 Ising·v model

P°i budování Hildebrandovy teorie jsme provedli mnoho aproximací, kterými jsme po-
psali interakce reálných látek. a) Molekuly jsme umístili na pravidelnou m°íºku. b) Do
výpo£t· jsme zahrnuli jen interakce nejbliº²ích soused· na m°íºce a zanedbali síly mezi
vzdálen¥j²ími molekulami. Model je tak ekvivalentní sm¥snému krystalu s interakcí nej-
bliº²ích soused·. Nakonec jsme tento zjednodu²ený model p°ibliºn¥ °e²ili tak, ºe jsme c)
pouºili aproximaci st°edního pole.

M·ºe být zajímavé p°esn¥ (tj. bez aproximace c) vy°e²it model binární sm¥si mo-
nomer· daný aproximacemi a) a b). Takový model je ekvivalentní známému modelu
feromagnetu nazývanému Ising·v model. S kaºdým vrcholem m°íºky (omezíme se na
£tvercovou nebo kubickou) je spojena skalární prom¥nná si, která se nazývá spin a která
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nízká teplota rychle ochlazený systém vysoká teplota kritický bod
T = 0.8Tc T = 0.5Tc T = 1.25Tc T = Tc

Obrázek 17.8: Typické kon�gurace dvoudimenzionálního Isingova modelu. Model jako feromag-
net: modrá je spin (magnet) nahoru, ºlutá dol·; model jako binární sm¥s: modrá je molekula A,
ºlutá je molekula B

nabývá pouze dvou hodnot +1 nebo −1. Kon�gura£ní energie je dána vztahem

U = −J
∑
<i,j>

sisj + h
∑
i

si (17.7)

kde J je síla interakce (pro feromagnet je J > 0) a h je vn¥j²í magnetické pole. První
suma je p°es v²echny dvojice nejbliº²ích soused· < i, j > (hrany m°íºky) a druhá suma
p°es v²echny vrcholy. Ising·v model je exaktn¥ °e²itelný v jedné a pro h = 0 i ve dvou
dimenzích, ve fyzikáln¥ zajímavých t°ech dimenzích musíme pouºít bu¤ aproximativní
°e²ení nebo simulace. Podkritické (dvoufázové) oblasti za nízkých teplot odpovídá fero-
magnet, kde jsou v²echny spiny jedním sm¥rem, viz obr. 17.8. Kritickému bodu odpovídá
tzv. Curie·v bod, kdy látka p°estává být feromagnetická. Za vy²²ích teplot je látka para-
magnetická.

Jinou variantou na totéº téma jem°íºkový plyn (lattice gas). Je to vlastn¥ Hildebran-
dova teorie binární sm¥si, kde jedna sloºka je nahrazena vakuem. Je to nejhrub²í model
pro systém klasicky interagujících £ástic. Celý uvaºovaný prostor, a´ uº plochu £i objem,
si rozd¥líme na malé bu¬ky a p°edpokládáme, ºe £ástice leºí ve st°edech bun¥k. V jedné
bu¬ce je maximáln¥ jedna £ástice (odpudivá interakce), p°itaºlivou interakci omezujeme
na sousedící bu¬ky obsazené £ásticemi. Tento model s jistým chemickým potenciálem
£ástic je ekvivalentní Isingovu modelu (s h ̸= 0) resp. nesymetrické Hildebrandov¥ sm¥si.
Model popisuje za nízkých teplot dv¥ fáze v rovnováze: kondenzovanou (molekuly jsou u
sebe, tu a tam je mezi nimi mezera) a plyn (molekuly jsou tu a tam v prostoru), kritický
bod i nadkritický hustý plyn.

Pro Ising·v model bez pole (neboli symetrickou Hildebrandovu sm¥s) ve dvou dimen-
zích je dokonce známo p°esné (analytické) °e²ení, které je nakresleno na obr. 17.66, ve
t°ech dimenzích je nakreslený výsledek zaloºen na simulacích metodou Monte Carlo7. Vi-
díme, ºe ve vy²²í dimenzi funguje metoda st°edního pole lépe. Je to proto, ºe kaºdý atom
má více soused·, a proto je pr·m¥rná hodnota jejich energie vypo£tena p°esn¥ji8.

6Lars Onsager (1944)
7A.L. Talapov, H.W.J. Blöte: J. Phys. A 29, 5727�5734 (1996)
8Dá se ukázat, ºe v limit¥ nekone£n¥dimenzionálního prostoru je metoda st°edního pole p°esná.
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T = 0.9Tc → → T ≈ 0.8Tc

T = Tc → → T ≈ Tc

T = 1.1Tc → → T ≈ 1.2Tc

Obrázek 17.9: Renormalizace kon�gurace Isingova modelu. Kaºdý £tvere£ek 3 × 3 nahradíme
jedním v¥t²ím s p°evládající barvou a pak zmen²íme

17.3.3 Renormalizace

Na obr. 17.6 jsme vid¥li, ºe nejhor²í shoda Hildebrandovy teorie s p°esným °e²ením modelu
je v blízkosti kritického bodu. Pokusme se v rámci malého populárního výletu do moderní
teorie fázových p°echod· vysv¥tlit, pro£.

Zavedeme renormalizaci kon�gurace. Rozd¥líme si m°íºku na £tvere£ky 3 × 3 nebo
krychli£ky 3× 3× 3 a kaºdý nahradíme jedním £tvere£kem (krychli£kou), který obarvíme
p°evládající barvou (nap°. ). Vidíme (viz obr. 17.9), ºe kon�gurace za teploty niº²í
neº je kritická po renormalizaci �vypadá stejn¥�9 jako kon�gurace p·vodního systému za
teploty niº²í, naopak renormalizovaná nadkritická kon�gurace �vypadá stejn¥� jako kon-
�gurace za teploty vy²²í. Jen kritická kon�gurace se renormalizací nem¥ní. Renormalizací
se tedy vzdalujeme od kritického bodu. V kritické kon�guraci p°etrvávají pom¥rn¥ velké
�uktuace hustoty i na zna£ných vzdálenostech £i ve velkých oblastech. I zde platí, ºe na

9Po p°esn¥j²í matematické speci�kaci pojmu �vypadat stejn¥� se zjistí, ºe to ve 2D není úpln¥ pravda,
ale net°eba se znepokojovat, v zajímav¥j²ím p°ípad¥ 3D prostoru postup projde.
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Obrázek 17.10: Fluktuace hustoty v kritickém bod¥ dosahují velikosti srovnatelné s vlnovou
délkou sv¥tla a jsou pozorovatelné jako kritická opalescence (SF6 podle www.physics.brown.edu)

£ím v¥t²í oblast se dívám z v¥t²í dálky, tím homogenn¥j²í systém vidím, ale v kritickém
bod¥ se k tomuto homogennímu systému blíºím velmi pomalu; tak pomalu, ºe i v ob-
lastech srovnatelných s vlnovou délkou sv¥tla jsou �uktuace viditelné a projevují se jako
tzv. kritická opalescence, a to i u nepolymerních systém· (viz obr. 17.10). Renormali-
zací ov²em tyto �uktuace op¥t zvýrazním, malá £ást systému tedy vypadá podobn¥ jako
systém velký � kritická fáze je náhodný fraktál.

17.3.4 Kritické exponenty

Teorie st°edního pole a v²echny postupy, které v sob¥ tento princip mají (klasické stavové
rovnice, modely aktivitních koe�cient· aj.) dávají pro rozdíl hustot £i objemových zlomk·
v závislosti na teplot¥ v blízkosti kritického bodu parabolickou závislost

ρ(l) − ρ(g) nebo ϕ− ϕ ≈ const(T − Tc)1/2 pro T ≈ Tc

Tomu se °íká klasické chování. Neodpovídá v²ak realit¥. Podrobný rozbor zaloºený na
renormaliza£ních výpo£tech s 3D Isingovým modelem i dal²ími modely a rovn¥º expe-
rimenty s nejr·zn¥j²ími systémy (kapalina�pára, sm¥s dvou kapalin, feromagnet) dávají
chování tvaru

ρ(l) − ρ(g) nebo ϕ− ϕ ≈ const(T − Tc)β pro T ≈ Tc

kde β = 0.326419(3) je kritický exponent. Rozdíl hustot (objemových zlomk·) mezi
ob¥ma fázemi se blíºí k nule pro T → Tc pomaleji, neº p°edpovídá klasická teorie.

Toto chování jakoº i fraktální charakteristiky kritické fáze a dal²í kritické exponenty
(nap°. závislost povrchového nap¥tí na teplot¥ blízko kritického bodu) jsou univerzální
bez ohledu na detaily interakce mezi £ásticemi.

Pamatujte

Floryho�Hugginsova teorie popisuje fázové chování polymer· a dal²ích látek. Vychází z násle-
dujících p°edpoklad·:

� Segmenty (£ásti molekul £i celé molekuly) jsou umíst¥ny ve vrcholech m°íºky.
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� Molekuly jsou rozmíst¥ny zcela náhodn¥ a mají i náhodné konformace, coº nám umoº¬uje
spo£ítat sm¥²ovací entropii.

� P°itaºlivé síly jsou aproximovány interakcí nejbliº²ích soused·, z £ehoº vypo£tu sm¥²ovací
vnit°ní energii.

� Z entropie a vnit°ní energie spo£tu Helmholtzovu energii a z ní fázový diagram.

Hildebrand·v rozpustnostní parametr je roven odmocnin¥ kohezní vnit°ní energie látky.
Z Hildebrandova parametru obou látek lze odhadnout Floryho parametr vystupující ve Floryho�
�Hugginsov¥ teorii a vyjad°ující snahu látek se rozmísit. Látky s p°ibliºn¥ stejnou hodnotou
Hildebrandova parametru se v sob¥ zpravidla rozpou²t¥jí.

Skute£ná Helmholtzova energie jako funkce objemu (objemového zlomku) a teploty je pro
systém v rovnováze vºdy konvexní. Modelová Helmholtzova energie nemusí být konvexní, pak

� Konkávní £ást odpovídá nestabilnímu stavu, který se okamºit¥ spinodální dekompozicí
rozpadne kapky (zrna) obou stabilních fází.

� Lokáln¥ konvexní £ást leºící uvnit° konvexního obalu nad spole£nou te£nou odpovídá
metastabilnímu stavu, ve kterém se m·ºe nukleací tvo°it stabiln¥j²í fáze.

� Fázová rovnováha je dána spole£nou te£nou. K°ivka odd¥lující jednofázové a dvoufázové
oblasti ve fázovém diagramu se nazývá binodála.

� K°ivka odd¥lující nestabilní a metastabilní oblasti ve fázovém diagramu se nazývá spi-
nodála.

Floryho�Hugginsova teorie a obdobné postupy (van der Waalsova rovnice a jí podobné) nepo-
pisují správn¥ okolí kritického bodu.



P°íloha A

Dodatky

Zde najdete matematicky náro£n¥j²í odvození a dal²í dodatky vyºadované úplností textu.
Matematické detaily zde uvedené p°i zkou²ce nevyºaduji, poºaduji v²ak znalost p°ed-
poklad· daného modelu £i aproximace. Nejlep²ím zp·sobem, jak t¥mto p°edpoklad·m
skute£n¥ porozum¥t, je prokousat se odvozením.

A.1 Metoda nejmen²ích £tverc·

P°edpokládejme, ºe máme jistou mnoºinu n dat (výsledk·, závisle prom¥nná) yi, i =
1 . . . n, které závisí na hodnotách nezávisle prom¥nných, x⃗i. Nezávisle prom¥nných m·ºe
být více (je to vektor), ale pro základní pochopení sta£í, kdyº si pod nezávisle prom¥nnou
p°edstavíte t°eba £as (skalár) a pod závisle prom¥nnou koncentraci látky. Dále p°edpoklá-
dejme, ºe nezávisle prom¥nné x⃗i jsou známy (zm¥°eny) p°esn¥, ale závisle prom¥nné jsou
zatíºeny náhodnými chybami (nejistotami)1 σi; p°edpokládáme, ºe chyby jednotlivých
dat jsou náhodné a nezávislé (tj. chyba u m¥°ení y1 neovlivní chybu m¥°ení y2). Chyby σi
nech´ jsou tzv. standardní chyby, tedy standardní odchylky veli£in yi od jejich správných
(ale nám neznámých) hodnot. Jednotlivé hodnoty σi mohou být r·zné a (zatím) budeme
p°edpokládat, ºe je známe.

Hledáme funkci fa⃗(x⃗) závislou na p parametrech a⃗ = (a1, a2, . . . , ap) vystihující data
(x⃗i, yi); p°edpokládejme zde, ºe to to v principu jde, tj. kdybychom m¥li p°esná data,
proloºili bychom tato data danou funkcí p°esn¥, tedy ná² problém je jen v tom, ºe na²e
data jsou nep°esná, a proto také na²e odhady a⃗ budou nep°esné.

Parametry a⃗ budeme hledat z podmínky minima sou£tu kvadrát· odchylek,

S2 = min
a⃗

n∑
i=1

[
fa⃗(x⃗i)− yi

σi

]2
(A.1)

Platí tzv. Gaussova�Markovova v¥ta, ºe pro funkci fa⃗ lineárn¥ závisející na paramet-
rech2 je tento postup nejlep²í (takto získané parametry mají nejmen²í chyby), nestranný
(provedeme-li výpo£et metodou nejmen²ích £tverc· mnohokrát s r·znými daty se stejným

1Termín �chyba� se pouºívá v matematické statistice, termín �nejistota� v metrologii.
2Linearita zjednodu²uje výpo£ty, ale není p°íli² podstatná v praxi, máme-li dostate£n¥ p°esná data a

funkce f je �rozumná� (dá se rozvést do Taylorovy °ady s tím, ºe v mezích variace hodnot a parametr·
jsou £leny vy²²²ího neº prvního °ádu malé).

229
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pravd¥podobnostním rozd¥lením chyb, platí, ºe aritmetický pr·m¥r takto získaných pa-
rametr· konverguje ke skute£ným hodnotám parametr·) a lineární (to je p°edpoklad)
odhad (angl. Best Linear Unbiased Estimate, BLUE ).

S2 se nazývá reziduání sou£et £tverc·. Dále platí, ºe tzv. standardní odchylka �tu,

σ =

√
S2

n− p

je (pro velká n) rovna jedné. Pokud nám vyjde hodnota podstatn¥ v¥t²í, σ ≫ 1, tak bu¤
máme podhodnocené chyby σi, nebo je na²e funkce f ²patná a není schopna vystihnout
data. Naopak vyjde-li σ ≪ 1, máme bu¤ nadhodnocené chyby, nebo na²e fukce má p°íli²
mnoho parametr· a my �tujeme ²um.

V praxi £asto neznáme odhady standardních chyb dat, σi. M·ºeme-li p°edpokládat,
ºe v²echna m¥°ení jsou srovnatelná a proto tyto chyby jsou stejné, σi = σj, m·ºeme je
spo£ítat práv¥ z poºadavku σ = 1, tj. v (A.1) poloºíme nejprve σi = 1, spo£teme minimum
S2, a po výpo£tu dostaneme nová σi z rovnice

σi =

√
S2

n− p
(A.2)

Výsledkem �tování (téº korelace, regrese, prokládání) jsou odhady a⃗ spolu s odhady
chyb a rovn¥º korelacemi mezi parametry (viz níºe). Existuje mnoho softwaru, který
umí �tovat data: Statistica, TableCurve, Maple, Mathematica, MatLab, Octave, jazyk R;
jednodu²²í úlohy zvládne i kancelá°ský software jako Microsoft Excel £i Libre O�ce (ne
kaºdý ale umí i odhady chyb).

V následujícím jiº matematicky náro£n¥j²ím textu si odvodíme vztah pro odhady chyb
a korelace mezi parametry. Symbol ⟨ ⟩ zna£í st°ední hodnotu, coº si m·ºete p°edstavit tak,
ºe daný postup provedeme mnohokrát (s r·znými daty se stejnými statickými vlastnostmi)
a vypo£teme aritmetický pr·m¥r.

P°edpokládejme Taylor·v rozvoj do 1. °ádu (bude p°esný pro lineární model)

fa⃗(x⃗) ≈ fa⃗0 +

p∑
j=1

∆ajfj(x⃗), fj(x⃗) =
∂fa⃗0(x⃗)

∂aj
(A.3)

kde a⃗0 je správné °e²ení a a⃗ = a⃗0 + ∆a⃗. Pro jednodu²²í zápis (bez újmy na obecnosti)
m·ºeme poloºit a⃗0 = 0 a fa⃗0 = 0. Funk£ní hodnota fa⃗(x⃗) je tedy lineární kombinací báze
{fj(x⃗)}pj=1,

fa⃗(x⃗) =

p∑
j=1

ajfj(x⃗)

Data s chybami m·ºeme zapsat takto

yi =

p∑
j=1

ajfj(x⃗) + δyi

kde náhodné veli£iny (chyby) δyi mají nulové st°ední hodnoty a jsou dle p°edpokladu
nezávislé,

⟨δyi⟩ = 0, ⟨δyiδyj⟩ = σ2
i δij
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kde δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i ̸= j (Kroneckerovo delta). Standardní odchylky, σi,
jednotlivých m¥°ení ov²em mohou být r·zné. Pro sou£et £tverc· platí

S2 =
n∑
i=1

[∑p
j=1 ajfj(x⃗i)− yi

σi

]2
Hledáme minimum, tedy spo£ítáme derivaci a poloºíme ji rovnu nule:

1

2

∂S2

∂ak
=

n∑
i=1

fk(x⃗i)

σi

[∑p
j=1 ajfj(x⃗i)− yi

σi

]
= (A · a⃗− b⃗)k

!
= 0

Ozna£me Fki = fk(xi)/σi (F je matice p×n) a Yi = yi/σi (Y⃗ je n-vektor); platí ⟨δYiδYj⟩ =
δij. Pak

A = F · FT, b⃗ = F · Y⃗
a °e²ení rovnice A · a⃗ = b⃗ je

a⃗ = A−1 · b⃗ = A−1 · F · Y⃗

kde te£ka · zna£í maticové násobení a T transpozici matice. Zbývá spo£ítat chyby odhad·
a korelace (kovariance) mezi parametry. V následujícím výpo£tu pouºijeme pravidlo, ºe
se s£ítá vºdy p°es dvojice stejných index·.

Cov (ai, aj) = ⟨∆ai∆aj⟩ =
∑

A−1
iα FαkδYk A

−1
jβ FβlδYl

=
∑

A−1
iα Fαk A

−1
jβ Fβlδkl

=
∑

A−1
iα Fαk A

−1
jβ Fβk

=
∑

A−1
iα AαβA

−1
jβ

=
∑

A−1
iα AαβA

−1
βj

= A−1
ij (A.4)

Matice p × p s prvky Cov (ai, aj) se nazývá kovarian£ní matice (angl. covariance matrix
nebo variance-covariance matrix, protoºe na diagonále jsou variance (rozptyly)). Výsled-
kem �tování tedy nejsou jen odhady parametr· s chybami, ale i korelace mezi parametry.
Potom umíme spo£ítat odhad libovolné funkce parametr· (t°eba integrálu funkce f v za-
daných mezích) v£etn¥ odhadu chyb této funkce.

P°íklad. Pro fa(x) = a (konstanta) najd¥te odhad a. Za p°edpokladu, ºe v²echna data jsou
zatíºena stejnou chybou, odhadn¥te i standardní chybu získaného a.

�e²ení.

S2 = min
a

n∑
i=1

(a− yi)2

Podmínka minima je ∂S2/∂a = 0. Vyjde

a =
1

n

n∑
i=1

yi
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tj. aritmetický pr·m¥r dat. Reziduální sou£et £tverc· je

S2 =
n∑
i=1

(a− yi)2 =
n∑
i=1

y2i − na2

Dále F = (1, 1, 1 . . . )T (protoºe fj = 1, j = 1, jeºto p = 1; viz (A.3)) a A = n (matice
1× 1). Proto z (A.4) a (A.2) dostaneme

Cov (a, a) = ⟨δa2⟩ = A−1σ2
1 =

1

n

S2

n− 1

a standardní chyba a je

⟨δa2⟩1/2 =

[
1
n

∑n
i=1 y

2
i −

(
1
n

∑n
i=1 yi

)2
n− 1

]1/2

A.2 P°esné °e²ení Gouyova�Chapmanova modelu

Pro zajímavost uvádíme bez d·kazu i p°esné °e²ení rovnice (6.1) bez linearizace.

ϕ(x) =
2kBT

e
ln

(f0 + 1)ex/λ + (f0 − 1)

(f0 + 1)ex/λ − (f0 − 1)
, kde f0 = eeϕ0/2kBT (A.5)

Ve sloºit¥j²ích p°ípadech (zak°ivené rozhraní) analytické °e²ení Poissonovy�Boltzmannovy
rovnice nemusí existovat, zatímco °e²ení linearizované rovnice m·ºe.

A.3 Difuze jako náhodná procházka

Nejprve zobecníme úvahu z hlavního textu, pro jednoduchost jen pro sudý po£et krok· n.
Aº na normaliza£ní faktor 4−n je pravd¥podobnost dána binomickými koe�cienty (vzpo-
me¬te si na Pascal·v trojúhelník). V £ase 2n∆τ bude opilec s pravd¥podobností

π(n, k) =

(
2n

n− k

)
4−n (A.6)

v bod¥ x = 2k∆x, −n ≤ k ≤ +n.
Dokáºeme, ºe limita (A.6) pro n→∞ dává (5.4).
Vyjd¥me z π(n, 0). Protoºe(

2n

n+ 1

)
=

(2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
=

(2n)!

n!/n · n!(n+ 1)
=

(
2n

n

)
× n

n+ 1

m·ºeme napsat

lnπ(n, 1) = lnπ(n, 0) + ln
n

n+ 1
= lnπ(n, 0) + ln

(
1− 1

n+ 1

)
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≈ lnπ(n, 0) + ln

(
1− 1

n

)
≈ lnπ(n, 0)− 1

n

kde jsme zanedbali £leny druhého °ádu (∝ 1/n2), protoºe p°edpokládáme, ºe po£et krok·
n je velký. Analogicky dostaneme

lnπ(n, 2) = lnπ(n, 1) + ln

(
1− 3

n+ 2

)
≈ lnπ(n, 1)− 3

n
≈ lnπ(n, 0)− 1

n
− 3

n

a obecn¥

lnπ(n, k) ≈ lnπ(n, 0)−
k∑
j=1

2k − 1

n

Nyní nahradíme sumu integrálem (stejn¥ jako p°i odvození Stirlingovy formule)

k∑
j=1

(2k − 1) ≈
∫ k

0

(2k − 1)dk = k(k − 1) ≈ k2

protoºe k je dle p°edpokladu velké. Obdobn¥ lze výpo£et provést pro záporná k. V limit¥
velkých k a n tedy platí

π(n, k) ≈ π(n, 0) exp

(
−k

2

n

)
Abychom se dostali k (5.4), musíme pouºít ∆x = (2D∆τt)1/2. Pak x = k∆x, tj. k =
x/∆x = x/(2D∆τ)1/2 a obdobn¥ n = t/(2∆τ), na£eº

π(n, k) = c(x, τ) ≈ c(x, 0) exp

(
− x2

4Dτ

)
Po normalizaci (podmínka

∫
π(x, τ)dx = 1) dostaneme (5.4).

A.4 Goldmanova rovnice

Uvaºujeme membránu o tlou²´ce L, kterou difundují jednomocné ionty. Polohu bodu
v membrán¥ ozna£íme x (vlevo x = 0, vpravo x = L). Tok iont· i v míst¥ x je úm¥rný
gradientu elektrochemického potenciálu v daném bod¥, konstantou úm¥rnosti je propust-
nost membrány (£i veli£ina této propustnosti úm¥rná)

Ji = −
Di

RT
ci gradµ̃i = −

Di

RT
ci grad [µi + ziFϕ] = Dici

[
− d

dx
ln ci +

ziFE
RT

]
neboli

Ji = −Di
d

dx
ci +

Di

RT
ziciFE (A.7)

První £len vpravo je Fick·v zákon pro difuzi a druhý je Ohm·v zákon (hustota elektrického
proudu = ji = FziJi = κiE , kde κi = ciz

2
i F

2Di/RT )
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Po ustavení stacionárního stavu se nikde nic nehromadí. Proto Ji nezávisí na x (je to
konstanta, v tento okamºik v²ak neznáme její hodnotu), kaºdý typ iontu rovnom¥rn¥ te£e
membránou doprava nebo doleva. Rovnici pak snadno zintegrujeme separací prom¥nných:

dx =
Di

ciziFEDi −RTJi
dci

Rozsah integrace je od 0 do L (tlou²´ka membrány) pro x a od cvlevoi do cvpravoi pro
koncentraci. (N¥kdo m·ºe namítnout, ºe bychom m¥li integrovat od Nic

vlevo
i do Nic

vpravo
i

pro koncentraci uvnit° membrány, kde Ni je Nernst·v rozd¥lovací koe�cient. Na²e de�nice
propustnosti v²ak jiº tento rozd¥lovací pom¥r v sob¥ zahrnuje; ostatn¥, výsledek bude
záviset stejn¥ jen na pom¥ru koncentrací.)∫ L

0

dx =

∫ cvpravoi

cvlevoi

Di

ciziFEDi −RTJi
dci

Integrace je p°ímo£ará,

L =
RT

ziFE
ln

(
cvpravoi ziFEDi −RTJi
cvlevoi ziFEDi −RTJi

)
Vyjád°íme si tok iont· Ji skrz membránu pomocí koncentrací vlevo a vpravo:

RTJi = PiziFE
εzicvlevoi − cvpravoi

εzi − 1
, kde ε = exp

(
−F∆ϕ
RT

)
(A.8)

a kde ∆ϕ = ϕvpravo − ϕvlevo = −LE je nap¥tí na membrán¥ ve stacionárním stavu (pozor
na znaménka � pole je minus derivace potenciálu).

Ve stacionárním stavu je celkový procházející proud nulový,

0 =
∑
i

ziJi (A.9)

To je výsledná rovnice pro neznámé nap¥tí ∆ϕ (samoz°ejm¥ po dosazení Ji a ε z (A.8)).
Uvaºujme nyní pouze univalentní ionty, |zi| = 1. Se£teme toky zvlá²´ p°es kationty a

anionty. Pro kationty platí

RTJ⊕
FE

= +
∑

kationty

DiFE
εcvlevoi − cvpravoi

ε− 1

a anionty

RTJ⊖
FE

= −
∑

anionty

DiFE
(1/ε)cvlevoi − cvpravoi

1/ε− 1
=
∑

anionty

DiFE
cvlevoi − εcvpravoi

ε− 1

Rovnice (A.9) je tedy

0 = (J⊕ − J⊖)
RT

FE
=
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=
1

ε− 1

[(
ε
∑

kationty

Dic
vlevo
i −

∑
kationty

Dic
vpravo
i

)
−

( ∑
anionty

Dic
vlevo
i − ε

∑
anionty

Dic
vpravo
i

)]
To je lineární rovnice pro ε. Po vy°e²ení a vyjád°ení ∆ϕ = −(RT/F ) ln ε dostaneme
Goldmanovu rovnici (8.6)

∆ϕ = −RT
F

ln

∑
kationty Pic

vpravo
i +

∑
anionty Pic

vlevo
i∑

kationty Pic
vlevo
i +

∑
anionty Pic

vpravo
i

kde Pi ∝ Di jsou propustnosti membrány vyjád°ené libovolným zp·sobem (záleºí jen na
jejich pom¥rech).

A.5 Kapalinový potenciál na tlusté membrán¥

Rovnici (A.7) si napí²eme zvlá²´ pro kation a pro anion,

J⊕ = −D⊕
d

dx
c⊕ −

D⊕

RT
c⊕F

d

dx
ϕ (A.10)

J⊖ = −D⊕
d

dx
c⊖ +

D⊖

RT
c⊖F

d

dx
ϕ (A.11)

Víme, ºe c⊕ = c⊖ je lineární funkcí vzdálenosti, tj. lineárn¥ se m¥ní z c⊕(0) = c⊖(0) = cvlevo

na c⊕(L) = c⊖(L) = cvpravo. V ustáleném stavu je proud j =
∑

i ziJiF = (J⊖ − J⊕)F
nulový (to znamená, ºe kationty a anionty putují stejnou rychlostí, ale na opa£nou stranu).
Hledáme takový pr·b¥h potenciálu ϕ(x), který toto zajistí. Rovnice pro J⊖ a J⊕ ode£teme
a dostaneme rovnici

(D⊖ −D⊕)
dc

dx
=
D⊖ +D⊕

RT
Fc

dϕ

dx

Tuto rovnici hrav¥ vy°e²íme separací prom¥nných (nejprve ov²em � matematici prominou
� �pokrátíme� dx ve jmenovateli). Dostaneme

D⊖ −D⊕

D⊖ +D⊕
ln
cvpravo

cvlevo
=

F

RT
[ϕ(L)− ϕ(0)] = F

RT
∆ϕ

Dostaneme
D⊖ −D⊕

D⊖ +D⊕
ln
cvpravo

cvlevo
=

F

RT
[ϕ(L)− ϕ(0)] = F

RT
∆ϕ

neboli pomocí p°evodových £ísel

∆ϕ = (t⊖ − t⊕)
F

RT
ln
cvpravo

cvlevo
(A.12)

Poznámka. Vzorec (A.12) resp. (8.8) se n¥kdy nep°esn¥ odvozuje na základ¥ úvahy po-
dobné výpo£t·m v rovnováºných p°ípadech. Nech´ prote£e 1 mol náboj· zleva doprava.
Tento jeden mol se rozd¥lí na t⊖ mol aniont· tekoucích doleva a t⊕ mol kationt· tekoucích
doprava.

+t⊖ aniont· (cvlevo) :: −t⊖ aniont· (cvpravo)

−t⊕ kationt· (cvlevo) :: +t⊕ kationt· (cvpravo)
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Zm¥na Gibbsovy energie zp·sobená tokem iont· je

∆Gm = Gvpravo
m −Gvlevo

m = −t⊖RT ln
cvpravo⊖
cvlevo⊖

+ t⊕RT ln
cvpravo⊕
cvlevo⊕

coº se má rovnat vratné (?) práci −∆ϕF . Dostaneme op¥t rovnici (A.12). To, ºe nesprávným
postupem vyjde správný výsledek, lze vysv¥tlit mikroskopicky. Vzr·st elektrochemického
potenciálu iont· cestujících jedním sm¥rem je totiº vyrovnán poklesem elektrochemického
potenciálu opa£ných iont· tekoucích opa£ným sm¥rem. To, ºe existuje 100% ú£inný p°enos
elektrochemické energie z aniontu na kation, je dáno jejich svázáním podmínkou elektrone-
utrality.

A.6 Rychlostní konstanta ze sráºkové teorie

Uvaºujme reakci
2A → A2

v plynné fázi za (pro sloºité molekuly nerealistického) p°edpokladu, ºe molekuly zreagují
vºdy, jestliºe k tomu mají p°i sráºce dost kinetické energie � alespo¬ aktiva£ní energii E∗.

Pravd¥podobnostní rozd¥lení relativních rychlostí je stejné, jako rozd¥lení rychlostí
jedné molekuly za dvojnásobné teploty, tedy

πrel(vrel) = 4π

(
m

4πkBT

)3/2

exp

(
−mv2rel
4kBT

)
v2rel

Molekula s v = vrel se bude sráºet s ostatními s frekvencí (po£et sráºek za jednotku £asu)

r1 = vrel σN

kde N = N/V = NAc je £íselná hustota a σ ú£inný pr·°ez. Rychlost vzhledem k t¥ºi²ti
páru je vrel/2 a energie je

E = 2
1

2
m
(vrel

2

)2
=
mv2rel
4

Naopak minimální rychlost v∗rel pot°ebná k reakci je

v∗rel =

√
4E∗

m

Frekvence sráºek (tj. po£et sráºek vedoucích k reakci za jednotku £asu v jednotce objemu)
je

rreakce =
N
2

∫ ∞

v∗
rel

r1πrel(vrel)dvrel

Po dosazení za r1 a substituci za E dostaneme

rreakce =
16πσN 2

m2

(
m

4πkBT

)3/2 ∫ ∞

E∗
exp

(
−E
kBT

)
E dE

=
16πσN 2

m2

(
m

4πkBT

)3/2

exp

(
−E∗

kBT

)[
kBTE

∗ + (kBT )
2
]

(A.13)

Pokud poloºíme E∗ = 0, zreagují molekuly vºdy, kdyº se setkají, a proto dostaneme vztah
identický s rcelk z rovnice (15.11).
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Zatím jsme p°edpokládali, ºe v²echny sráºky s dostate£-
nou vzájemnou rychlostí vedou k reakci. To je oprávn¥né u
£elních sráºek. O n¥co realisti£t¥j²í model p°edpokládá, ºe
molekuly jsou pruºné koule a p°i necentrální sráºce se m·ºe
vyuºít jen £ást rychlosti. Lze si to p°edstavit tak, ºe koule p°i
sráºce vyuºijí pouze radiální (spojující centra atom·) sloºku
rychlosti, ta se p°evede na energii potenciální, tj. v okamºiku
maximálního p°iblíºení je radiální sloºka rychlosti nula, za-
tímco te£ná sloºka z·stává nevyuºitá. Z obrázku vyplývá, ºe vyuºitá radiální £ást p·-
vodní rychlosti je rovna (cos θ)-násobku vzájemné rychlosti, vyuºitá £ást kinetické energie
(cos2 θ)-násobku, neboli pokud integrujeme jako vý²e p°es p·vodní kinetickou energii E,
stoupne hranice z E∗ = 0 na E∗/ cos2 θ. V modi�kovaném výrazu integrujeme je²t¥ p°es
θ s tím, ºe element je π sin θ d sin θ/

∫ π/2
0

π sin θ d sin θ = π sin θ d sin θ/2, viz obrázek.

rreakce =
16πσN 2

m2

(
m

4πkBT

)3/2 ∫ π/2

0

π

2
sin θ d sin θ

∫ ∞

E∗/ cos2 θ

dE exp

(
−E
kBT

)
E

=
16πσN 2

m2

(
m

4πkBT

)3/2

(kBT )
2 exp

(
−E∗

kBT

)
(A.14)

Reak£ní rychlost v chemických jednotkách [molm−3 s−1] vyjád°ená pomocí koncentrace
[A] = N /NA a E∗

m = NAE
∗ je pak

rreakceNA =
d[A2]

dτ
=

1

−2
d[A]
dτ

= −k(T ) [A]2

kde

k(t) = A(T ) exp

(
−E∗

m

RT

)
a pro p°edexponenciální faktor platí

A(T ) =


2σ(E∗

m +RT )√
πmkBT

jednoduchá verze dle rov. (A.13)

2NAσ

√
kBT

πm
realisti£t¥j²í verze dle rov. (A.14)

Hlavní slabinou této teorie je fakt, ºe ne v²echny sráºky (i podle realisti£t¥j²í verze (A.14))
vedou k reakci. Pro sloºit¥j²í molekuly jsou skute£né reak£ní rychlosti i o n¥kolik °ád·
men²í.

A.7 Knudsenova difuze ve válcovém póru

Nejprve si odvodíme vztahy pro odraz od Knudsenovy st¥ny. Místo ní si p°edstavme
dutinku, kde se £ástice mnohokrát odrazí a pak vyletí. Pravd¥podobnost výletu ve sm¥ru
daném sférickými úhly Ω = (θ, ϕ) je úm¥rná pr·m¥tu plo²ky do sm¥ru kolmého k plo²ce

π(Ω) ∝ cos θ dΩ, dΩ = dϕ sin θdθ
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Uvaºujme nyní válcový pór o polom¥ru R ve sm¥ru ŷ, obr. 15.3. Odraz ve sm¥ru
n⃗ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) z bodu (0, 0,−R) je dán parametrickou rovnicí p°ímky

l⃗(a) = (0, 0,−R) + an⃗

Abychom nalezli pr·se£ík dráhy s pórem, °e²íme rovnici |⃗l(a)− ŷ| = R [nejlépe p°epsanou
na tvar (⃗l(a)− ŷ)2 = R2]. Ta má dv¥ °e²ení,

a = 0, a =
2R cos θ

cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ

První °e²ení nás nezajímá, je to totiº výchozí bod, (0, 0,−R). Dráha ve sm¥ru osy póru
(ŷ) je y = a sin θ sinϕ za £as t = a/v, kde v má Maxwellovo�Boltzmannovo rozd¥lení,

π(v) =
v2

(π/2)1/2σ3
exp[−v2/(2σ2)], σ =

√
kBT

m

Difuzivita je pak dána kvadrátem dráhy za celkový £as

D =
1

2
lim
n→∞

⟨[
∑n

i=1 yi]
2⟩∑n

i=1⟨ti⟩
, kde ⟨·⟩ =

∫ ∞

0

π(v)dv

∫ π/2

0

cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ

Protoºe jednotlivé úseky jsou nekorelované (úsek y1 nijak nezávisí na y2), lze napsat

D =
1

2
lim
n→∞

∑n
i ⟨y2i ⟩∑n
i=1⟨ti⟩

=
1

2

⟨y2⟩
⟨t⟩

Výpo£et ⟨y2⟩ jednoduchý, protoºe ⟨y2⟩ nezávisí na v, nicmén¥ oba integrály jsou jednodu-
ché, pokud pouºijeme sluºeb moderního matematického asistenta, viz obr. A.1. Výsledná
difuzivita

D = Rσ

√
2π

3
=
π

6
Rv

je p°ímo úm¥rná velikosti póru a st°ední rychlosti molekul.
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Obrázek A.1: Výpo£et difuzivity pro Knudsenovu difuzi ve válcovém póru v systému Maple
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A.8 Heterogenní nukleace

A.9 Jednotky a °ádové výpo£ty

V odd. 10.2.4 jsme spo£etli tlou²´ku louºi£ky rtuti jako
√

4γ/gρ. Vý²e uvedený výsledek
lze dostat (alespo¬ °ádov¥) i jednodu²eji. Máme k dipozici t°i konstanty popisující systém
�kaluº rtuti� , totiº ρ, γ a g. Jednotky jsou [ρ] = kgm−3, [γ] = Nm−1 = kg s−2 a [g] =
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m s−2. Existuje jediná kombinace, které dává metr, totiº

m =

√
kg s−2

ms−2 · kgm−3 ⇒ h ∼
√

γ

gρ

Dostali jsme aº na násobení konstantou 2 stejný výsledek. Lze ho interpretovat také
tak, ºe na této délkové ²kále se tíhové a povrchové síly vyrovnávají; u t¥les £i objem·
v¥t²í velikosti p°evaºuje gravitace, u men²ích rozm¥r· povrchové síly. Jinou ilustrací jsou
povrchové vlny na kapalin¥. Velké vlny jsou °ízeny gravitací a platí, ºe v¥t²í vlny jsou
rychlej²í. Naopak krátké vlny jsou zp·sobney povrchovým nap¥tím a £ím je vlna krat²í,
tím se ²í°í rychleji. Vlny délky λ = 2π

√
γ
gρ

se ²í°í nejpomaleji.

A.10 Geometrická °ada

Mnoho student· si ze st°ední ²koly nepamatuje následující vzorec pro sou£et nekone£né
geometrické °ady

S = 1 + x+ x2 + x3 + · · · = 1

1− x

Ten platí pro |x| < 1, protoºe jinak °ada diverguje. Elementárn¥ vzorec odvodíme násle-
dující úvahou. Rozepí²eme

1 + x+ x2 + x3 + · · · = 1 + (x+ x2 + x3 + · · · ) = 1 + x(1 + x+ x2 + · · · )

a vidíme, ºe v závorce máme stejnou °adu, kterou jsme ozna£ili symbolem S. �e²íme tedy
rovnici

S = 1 + xS ⇒ S =
1

1− x

Nyní hledejme vzorec pro

T = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + · · ·

Postupujeme obdobn¥. Rozepí²eme

T = 1+2x+3x2 +4x3 + · · · = (1+ x+ x2 + x3 + · · · )+ x+2x2 +3x3 + · · · = 1

1− x
+ xT

To je rovnice pro T , kterou hrav¥ vy°e²íme. Vyjde

T =
1

(1− x)2

op¥t jen pro |x| < 1. Jinou metodou, jak dostat tento vztah, je zderivovat S podle x.
Vyjde p°ímo dS/dx = T .
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A.11 Vzdálenost konc· ohebného °et¥zce

K výpo£tu vyuºijeme vztah ⟨R2
n⟩ =

〈∑n
i=1 r⃗i ·

∑n
j=1 r⃗j

〉
=
∑n

i=1

∑n
j=1⟨r⃗i · r⃗j⟩ který

�zespojitíme� , tj. sumy p°epí²eme na integrál:

⟨R2
n⟩ =

∫ Rmax

0

dy

∫ Rmax

0

dz exp

[
−|y − z|

lp

]
= 2

∫ Rmax

0

dy

∫ Rmax

y

dz exp

[
−z − y

lp

]
= 2l2p

[
exp

(
−Rmax

lp

)
−
(
1− Rmax

lp

)]
Snadno se p°esv¥d£íme, ºe tento vztah je v shod¥ s limitami z odd. 16.4.5.

A.12 Stirling·v vzorec

Stirling·v vzorec aproximuje logaritmus faktoriálu vztahem

lnN ! ≈ N lnN −N

Odvodíme ho tak, ºe napí²eme

lnN ! =
N∑
i=1

ln i

a sumu nahradíme integrálem, který vypo£teme metodou integrace po £ástech (per partes)

N∑
i=1

ln i ≈
∫ N

0

lnx dx
per partes

=
[
x lnx− x

]N
0
= N lnN −N

Tato aproximace nám sta£í. Pro zv¥davce uvádím n¥kolik £len· asymptotického rozvoje

lnN !
asympt.
= N lnN −N + ln

√
2πN +

1

12N
− 1

360N3
+

1

1260N5
−+ · · ·



P°íloha B

Seznam symbol·

Hodnoty konstant jsou podle Codata 2014.

. desetinná te£ka, 2.3 = 23/10
, odd¥lova£ poloºek v seznamu, nap°. argument· funkce, f(x, y)
; odd¥lova£ seznam·, nap°. skupin argument· funkce, f(c1, c2, . . . ;T )
· násobení, 2 · 3 = 6; skalární sou£in vektor·, a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz
× násobení
a/bc a/(bc)
a/b · c (a/b) · c; obdobn¥ a/b× c ≡ (a/b)× c
a/b/c (a/b)/c
: pom¥r, nap°. a : b : c = A : B : C znamená, ºe a/b = A/B ∧ b/c = B/C
a⃗ vektor v trojrozm¥rném prostoru, a⃗ = (ax, ay, az)

|x|, |⃗a| absolutní hodnota £ísla; norma (velikost) vektoru, |a| =
√
a⃗ · a⃗

.
= je p°ibliºn¥ rovno (po numerickém zaokrouhlení, π .

= 3.14)
≈ je aproximací (po zanedbání n¥£eho, ex ≈ 1 + x pro malé x)
!
= má se rovnat
≡ je totoºné s, lze jinak zapsat jako
∝ je úm¥rný
≪, ≫ je mnohem men²í, v¥t²í neº
:= dosazení, a := f(x) znamená, ºe vypo£teme f(x) a dosadíme do prom¥nné a
∧ a zárove¬
∨ nebo
a = 1.23(4) odhad hodnoty a je 1.23, standardní chyba (odchylka, nejistota) je 0.04; za

p°edpokladu Gaussova rozd¥lení je a ∈ (1.19, 1.27) s pravd¥podobností 68 %
(a, b) otev°ený interval od a do b
[X] (za vztahem) platí, je-li veli£ina X konstantní
[a, b] uzav°ený interval od a do b; za konstantních hodnot veli£in a a b
[A] látková koncentrace (molarita) látky A, [A] ≡ cA
⟨X⟩ st°ední hodnota veli£iny X (ve statisticko-termodynamickém souboru)
<i, j> dvojice nejbliº²ích soused· na m°íºce
X st°ední hodnota veli£iny X; aritmetický pr·m¥r

na jeden vrchol m°íºky (Flory�Huggins)
X, X veli£ina X ve fázi 1 a 2
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∇⃗ gradient (∇ se £te �nabla�)
̸ úhel... kapalinové rozhraní (pórovitá p°epáºka)...
... polopropustná membrána
| fázové rozhraní
∥ solný m·stek
⊖ záporná elektroda (anoda)
⊕ kladná elektroda (katoda)
⊙ roztok

∗ aktivovaná molekula, E∗ aktiva£ní energie
‡, # tranzitní stav (aktivovaný komplex)
◦,◦ ,• ,[x] ,[c] ,[m] standardní stavy, viz tab. 2.1
s za tlaku nasycených par
st za standardního tlaku, koncentrace aj.

0 po£áte£ní: c0 = po£áte£ní koncentrace
a acidita: Ka = konstanta acidity
cm t¥ºi²t¥ (center of mass)
d disocia£ní: Kd = disocia£ní konstanta
g gyra£ní: Rg = gyra£ní polom¥r
id ideální sm¥s
lp perzistentní délka °et¥zce
kin kinetický: Ekin = kinetická energie
m molární veli£ina
mix sm¥²ovací
pot potenciální: Epot = potenciální energie
r reak£ní: ∆rX zm¥na veli£iny p°i reakci; relativní: εr relativní permitivita
s málo rozpustná s·l; Ks = sou£in rozpustnosti
spec speci�cká (m¥rná) veli£ina (na jednotku hmotnosti)
w voda; Kw = iontový sou£in vody
X za konstantní veli£iny X, nap°. Cp = isobarická tepelná kapacita

a konstanta Debyeova�Hückelova vztahu, (6.9)
konstanta van der Waalsovy rovnice

ai aktivita látky Ai (látky £íslo i)
A konstanta Debyeova�Hückelova vztahu, (6.8); Hamakerova konstanta
Å Ångstrøm, 1Å = 1×10−10m
A plocha
A(T ) p°edexponenciální (frekven£ní) faktor v Arrheniov¥ rovnici
b konstanta van der Waalsovy rovnice; Kuhnova délka
B druhý viriálový koe�cient
c rychlost sv¥tla ve vakuu, c = 299792458ms−1

ci koncentrace látky Ai (látky £íslo i)
C tepelná kapacita; konstanta ve vztahu pro van der Waalsovy síly, (13.1)
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C∞ Floryho charakteristický pom¥r
d pr·m¥r £ástice (molekuly, atomu), d = 2r; vzdálenost povrch·
d in�nitezimální zm¥na; úplný (totální) diferenciál
D ozna£ení dimenze (2D = dvojdimenzionální)
D difuzní koe�cient (difuzivita); fraktální dimenze; pr·m¥r (koule, molekuly)
D⃗ elektrická indukce, D⃗ = εE⃗
d̄ in�nitezimální zm¥na, která není úplným diferenciálem
e základ p°irozených logaritm·, e = limn→∞(1 + 1/n)n

e elementární náboj, e = 1.6021766208(98)×10−19C
E enzym
E energie (obecn¥, celková); elektrický potenciál (£lánku), E = ∆Φ
E energie (stavu); intenzita elektrického pole
F Helmholtzova (volná) energie, F = U − TS

Faradayova konstanta, F = 96485.33289(59)Cmol−1

f po£et stup¬· volnosti
G Gibbsova (volná) energie, G = H − TS
h Planckova konstanta, h = 6.626070040(81)×1034 J s; vý²ka
H entalpie, H = U − pV
I iontová síla v molalitách, (6.11)
Ic iontová síla v koncentra£ních jednotkách, (6.5)
ji proudová hustota (iont· typu i)
J rychlost reakce (extenzivní veli£ina)
Ji tok látky i (látkové mnoºství jednotkou plochy za jednotku £asu)
k rychlostní konstanta chemické reakce
kB Boltzmannova konstanta, kB = R/NA = 1.38064852(79)×1023 JK−1

K rovnováºná konstanta
KM Michaelisova konstanta, viz 1.5
L st°ední volná dráha
ln p°irozený logaritmus
log dekadický logaritmus
m hmotnost
m molalita, mi = ni/mrozpou²t¥dla

M mol/L
M molární hmotnost
NA Avogadrova konstanta, NA = 6.022140857(74)×1023mol−1

n látkové mnoºství; celkový °ád reakce
N po£et molekul (£ástic)
N £íselná hustota, Ni = Ni/V = NAci
NA po£et m°íºkových bod· na molekulu A (Flory�Huggins)
P produkt reakce
p − log
p tlak
pi parciální tlak látky i (implikuje ideální chování plyn·)
P hybnost
Pi propustnost membrány pro látku i
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q elektrický náboj
Q teplo
R molární plynová konstanta, R = 8.3144598(48) Jmol−1K−1

elektrický odpor
r rychlost reakce; polom¥r; vzdálenost od po£átku sou°adnic
r⃗i polohový vektor £ástice i
R⃗ vektor konec�konec (°et¥zce)
S substrát
S entropie
t Celsiova teplota
t⊖, t⊕ p°evodová £ísla
T absolutní termodynamická teplota
ui pohyblivost iontu i; energie souded· v krystalové m°íºce (párový potenciál)
u(r) párový potenciál
U vnit°ní energie; elektrické nap¥tí
v rychlost £ástice; rychlost reakce; vylou£ený objem
v st°ední rychlost
V objem, za konstantního objemu
W práce; po£et stav· (statistická váha)
x, y. . . rozsah reakce k koncentracích, viz 1.2.1
xi molární zlomek látky i (v kondenzované fázi)
yi molární zlomek látky i v plynné fázi
wi hmotnostní zlomek látky Ai (látky £íslo i)
z koordina£ní £íslo (po£et soused· v m°íºce)
zi nábojové £íslo iontu, zi = qi/e (v£. znaménka)

α stupe¬ p°em¥ny, stupe¬ disociace
α, α′ konstanty inhibice, viz (1.39)
β inverzní teplota, β = 1/kBT
γi aktivitní koe�cient Ai (látky £íslo i)
δ Hildebrand·v parametr, rov. (17.5)
δij Kroneckerovo delta
∆ zm¥na; koncová hodnota minus po£áte£ní hodnota
ε permitivita
εr relativní permitivita (dielektrická konstanta)
ζ zeta-potenciál
η smyková dynamická viskozita
κ konduktivita (m¥rná vodivost); adiabatický pom¥r κ = Cp/CV
λ vlnová délka; molární vodivost
µi chemický potenciál látky Ai (látky £íslo i)
µ̃i elektrochemický potenciál látky Ai (látky £íslo i)
ν frekvence
νi stechiometrický koe�cient, nap°. látky Ai v reakci
ξ rozsah reakce, viz 1.2.1
π Ludolfovo £íslo
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π pravd¥podobnost, hustota pravd¥podobnosti
σ ú£inný pr·°ez; povrchový náboj; sm¥rodatná odchylka
τ £as
τ1/2 polo£as d¥je (nap°. reakce)
ϕ elektrický potenciál; objemový zlomek
Φ kvantový výt¥ºek reakce
χ Floryho parametr, (17.4)
ψ kvantový stav (vlnová funkce)
Ω prostorový úhel
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