Termodynamika material(i verse 2.03 (12/2006)

8. Dodatek

8.1. Zakladni matematicky aparat

Pfevazna tada poznatkid v termodynamice vyplyva z prvni a druhé véty termodynamické,
které postuluji ¢i umoziuji odvodit vztahy mezi jednotlivymi termodynamickymi veli¢inami.
Protoze uvedené véty maji diferencidlni formu a protoze rovnovazny stav se za danych
podminek realizuje vzdy v bodé¢ minima urc€ité energetické (termodynamické) funkce, je
znalost zéakladnich partii diferencidlniho poctu funkce vice proménnych dulezita pro
pochopeni postupti v termodynamice. Z uvedené¢ho divodu se prvni podkapitola dodatku
vénuje této problematice. ReSeni rovnovaznych podminek, tj. hledani bodu minima dané
energetické funkce, vede na feSeni jedné ¢i vice nelinedrnich rovnic. Této tematice - a
predevsim Newtonové metodé - je veénovana druhd podkapitola. Velmi frekventovanou
aplikaci matematiky v ptirodnich védach je nahrada (redukce) sady experimentalnich tidaji
(xi, ) i =1, 2, ..., N n¢kolika nastavitelnymi (adjustabilnimi) parametry, napf. parametry a a
b v korela¢nim vztahu In y = a + b/x. Proto je numerickym problémiim metody nejmensich
¢tverci vénovana tieti podkapitola.

Funkce vice proménnych

Uvazujme nejprve pro jednoduchost funkci dvou proménnych, kterou formalné
zapisujeme jako z = f(x, y) nebo z = z(x, y). V termodynamice volime nezavislé proménné x a
v a zévisle proménnou z dle potieby. Uvazujme jako piiklad idealni plyn. Zvolime-li jako
nezéavisle proménné tlak p a molarni objem Vy, je zavisle proménnou teplota 7 a plati 7 =
pVn/R atd.

Aniz to budeme zduraznovat, budeme vzdy predpokladat dostate¢nou hladkost kazdé
funkce, tj. existenci v dal$im textu uvadénych derivaci. Prvni derivace funkce z podle x pti
pevné (byt i nezadané) hodnoté y je definovana vztahem

Ox

[@] _ Jim ZX AR 7 2(x)) (8.1-1)
’ Ax—0 Ax

Je nutné si uvédomit, Ze prvni derivace je obecné opét funkci proménnych x a y. Plati-li napf.
pro idealni plyn p = RT/Vp, pak (6p/0Vm)r = -RT/(Vm)*. Na druhou stranu vyraz (6p/dT)im =
R/Vi jiz neni funkci teploty, nebot’ tlak je pii déji za konstantniho molarniho objemu linearni
funkeci teploty. Ozna¢me prvni derivaci na levé strané vztahu (8.1-1) symbolem h(x,y). Druhé
derivace jsou pak definovany vztahy

2
972 _ fip BEF A% 1)~ k(%)) (8.1-2a)
Ox~ A0 Ax

2
Oyox — &—0 Ay

U druhych derivaci, pokud nehrozi moznost nedorozuméni, jiz obvykle z divodu vétsi
b b

prehlednosti nepiSeme oznaceni pevné proménné jako spodni index. Poznamenejme vsak, zZe

je-li funkce na levé strané (8.1-2b) spojita v urCité oteviené mnozing, pak v této mnoziné plati
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nezévislost na potradi derivovani, tj.

0’z 0’z
OyOx  OxQOy

(8.1-3)

V termodynamice Casto existuji vazby i mezi "nezavisle" proménnymi. Typickym
ptikladem je zavislost na sloZeni, tj. na hodnotach molarnich zlomkl x;, i = 1,2,.., N, u
obecné N-slozkového systému, kdy soucet vSech hodnot molarnich zlomkl je vzdy roven
jedné. Je-li N = 2, tj. z = z(xy, x2), miizeme zpusob derivovani vyjadrit vhodnym zapisem,
napf.

dz

dx,

8_J _[6_] (8.1-4)
Ox, . ox, N

kde zapisem na levé stran¢ zdlraziiujeme skutecnost, ze funkce z je funkce pouze proménné
x1, nebot’ plati x, = 1 — x;. Na pravé stran¢ je vyraz ziskany dle pravidla o derivovani sloZzené
funkce. Je-li N > 2, pak obvykle slovné opisujeme podminky, za kterych derivujeme.
Hovotime-li napt. o fyzikalni prvni derivaci funkce z = z(xy, x2, ..., xy) podle x;, coz zna¢ime
0z/0x1, pak tim rozumime derivovani za pevnych hodnot x;, x3, ..., x5 a platnosti podminky

N-1

xy=1->"x (8.1-5)

i=1

V nékterych ptipadech je vhodnéjsi pracovat s tzv. nefyzikalnimi derivacemi, kdy napf.
derivace podle x; se rozumi za pevnych (konstantnich) hodnot vSech ostatnich proménnych,
tj. ignorujeme vaznou podminku (8.1-5). Abychom rozlisili fyzikalni a nefyzikalni derivace,
uzivame nékdy jiny symbol - napt. "D" - pro nefyzikalni derivaci. Pak zfejmé plati

0z _ Dz Dz (8.1-6)
Ox, Dx;, Dx,

J

Jako priklad uvazujme ternarni regularni roztok a vztah pro dodatkovou veli¢inu z (viz
rovnice (4.7-4) pro dodatkovou Gibbsovu energii) ve tvaru

z=0Q,xx, + Q0% +Q,x,x; (8.1-7)

kde (2 jsou konstanty. Plati

Dz Dz Dz

D_xl =Q,x, +Q3x;, D_2 =Q,x +Qyx;, D_3 =Q,x +Qy,x, (8.1-8)
a tedy

0z Dz Dz

a_)Cl:D—XI—D—XS:QB(xS—x1)+(Q]2—QB)x2 (8.1-9a)
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0z Dz Dz
ox, B Dx, N D, =1y <x3 _x2)+(912 _Ql3>xl (8.1-9b)

Tytéz vztahy samoziejmé dostaneme, kdyz budeme derivovat ptimo funkci (8.1-7) podle x;
nebo x; za vazné podminky x3 = 1 —x; — x.

Velmi cCasto nelze explicitné vyjadfit zéavisle proménnou jako funkci nezavisle
proménnych. Hovofime v tom piipad¢ o implicitni zavislosti (implicitni funkci). Pfikladem
muze byt napt. zavislost molarniho objemu na teploté u van der Walsovy stavové rovnice p =
RT/(Vin — b) — al/(Vin)*. Obecny zapis implicitni funkce s jednou nezavisle proménnou ma tvar

g(x,y)=0 (8.1-10)

ktery na urcitém intervalu I, x € I, generuje (obecné nikoliv jen jednu) funkci y = y(x)
(podrobngji viz Véta o implicitnich funkcich, skripta Matematika, VSCHT Praha). Protoze
rovnost (8.1-10) plati pro vSechna x € I, budou si pro vSechna x € I rovny i derivace levé a
pravé strany podle x. Ze vztahu (8.1-10) tedy plyne

Og g | dy
2 22 =2 =0 8.1-11

a odtud (predpokladame-1i nenulovou hodnotu derivace podle y)

[Og]

dy__ Ox y ]

- = —[8g] (8.1-12)
dy ).

kde do pravé strany vztahu (8.1-12) dosazujeme zvoleny bod x € I a hodnotu y uréenou ze
vztahu (8.1-10). Ma-li rovnice (8.1-10) pro zadané x € I vice nez jedno feSeni, pak volime
takové fteSeni y, abychom obdrzeli ndmi vySetfovanou funkci y = y(x). Uvedena
"viceznac¢nost" napf. nastane, jestlize pro zadanou podkritickou teplotu a vhodny tlak chceme
urcit ze stavové rovnice hodnotu molarniho objemu. Ze tii feSeni (prostiedni je nefyzikalni)
je nutné rozhodnou, zda zvolime objem kapalné ¢i plynné faze.

Uvazujme jako ptiklad binarni rovnovazny systém kapalny roztok - pevna latka, kde
zéavislost molarniho zlomku latky A v kapalném roztoku na teploté (pii které se z kapalného
roztoku vylucuje pevna faze Cisté latky A) je dana vztahem

A, H (A) T AL C(A) T T,.-T
Inx — Tfus" m | —fus | P g s~ 8.1-13
Y TTRI [ T] R 7, T R

kde AnsfTm(A) je entalpie tani Cisté latky A pii teploté tani Ty (tedy konstanta) a ApsCpm(A)
je rozdil molarnich tepelnych kapacit latky A v kapalném a pevném stavu pii teploté Ty
(rovnéz konstanta). Pfedpokladame-li pro popis neidedlniho chovani roztoku (tedy pro popis
koncentraéni a teplotni zavislosti aktivitniho koeficientu y) jednoduchy model regularniho
roztoku, je implicitni zavislost x5 versus 7 vyjadiena implicitni funkci
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Q
g(T,xA(T)):lnxA +E<I_XA)2 _

(8.1-14)
_ AfusHm (A) [l _&] _ AquCj‘Dm(IA) lni—i_ vaus — T — O
R]}us T R ]}US T
kde interakéni parametr © je konstantou. Ziejmé plati
[3_8] L8| (8.1-15)
or), \0x, ), dT
kde
A C (AT —T,,
a_g] — Q - (1 _xA )2 . AfusHmz(A) o fus pm( )2< fus) (81-16)
oT ), RT RT RT
Og | 1 20 ) (8.1-17)
Ox, ). x, RT

Z podminky termodynamické stability (4.5-28) plyne kladna hodnota derivace (8.1-17) v
celém koncentracnim intervalu (0,1). Pro pfipad jiné volby popisu neidedlniho chovani
homogenniho roztoku je tatdz skuteCnost ziejma z podminky termodynamické stability
homogenniho binarniho roztoku (4.5-31)

1

Olna,
Ox,

Oln~y,
ox,

Xa

>0 (8.1-18)

T T

Pii vypoctu konkrétni hodnoty derivace dxa/d7 postupujeme ndasledujicim zplisobem:
Nejprve pro danou teplotu 7 (7 < Txs) vypocteme z rovnice (8.1-14) hodnotu xa. V
uvedeném piipad¢ existuje pravé jedno feseni v intervalu (0,1) a implicitni predpis (8.1-14)
tedy generuje pouze jednu funkci. Uvedenou dvojici hodnot 7 a xa pak dosadime do vztaht
(8.1-16), (8.1-17) a nakonec do (8.1-15).

V mnoha pfipadech sice neni mozné vyjadfit explicitné zéavislost proménné y na
proménné x, ale 1ze to provést obracené, tj. vyjadrit explicitné zavislost x na y (viz napt. vyse
zminénou van der Walsovu stavovou rovnici, kde nelze pfi pevném tlaku explicitné vyjadrit
molarni objem jako funkci teploty, avsak lze za téze podminky vyjadtit explicitné zavislost
teploty na molarnim objemu, ptfedpokladdme-li konstantni hodnotu parametrii a a b). Pak pii
vypoctu derivace dy/dx mizeme vyuzit platnosti vztahu

b_

™ (8.1-19)

&g~

kde ob¢ derivace jsou vycisleny v bodé€ (x,, o), ktery spliiuje implicitni funkci (8.1-10) a
navic plati dx/dy # 0 v tomto bodé.

Zéakladni termodynamické véty jsou v diferencidlni formé&. Uvazujme nejprve
diferencialni formu (diferencial) ve dvou proménnych
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S(x,y)dx+g(x,y)dy (8.1-20)

kterd je definovdna pro vSechna x a y z n&jaké oteviené¢ konvexni mnoziny (mnozina je
konvexni, jestlize s libovolnymi dvéma body z této mnoziny je v mnozin¢ obsaZena téz
usecka oba tyto body spojujici). Diferencidly rozliSujeme na Gplné (totalni) a netplné.

Uplny diferencial je takovy, pro ktery existuje funkce z(x, y), Ze v dané mnozing plati

0z 0z
[a]y—f(xay)a [8_y] =g(x,y) (8.1-21)

X

Lze dokézat, ze az na aditivni konstantu je funkce z(x, y) urcena jednoznacné. Diferencialni
formu (8.1-20) pak oznacujeme symbolem dz. V termodynamice tuto funkci z(x, y) nazyvame
stavovou funkci, abychom zdiraznili, ze kazdému stavu (tj. hodnotdm x a y) je jednoznacné
uréena hodnota z. Z platnosti vztahti (8.1-21) a (8.1-3) plynou znamé Cauchyovy -
Riemannovy podminky (v termodynamice téz oznacované jako Maxwellovy relace)

a| _
dy |
o kterych lze dokéazat, Ze jsou nejen nutnymi ale i1 postacujicimi podminkami, aby

diferencialni forma (8.1-20) byla totdlnim diferencidlem. Je-li (8.1-20) uplnym diferencidlem,
pak pro funkci z(x, y) plati

g
s 8.1-22
pN ]y ( )

2(r,0) = 2(x,,3,) + [ dz (8.1-23)

kde ¢ je dostatecn¢ hladka kiivka s pocatecnim bodem x,, y, a koncovym bodem ux, y,
pficemz hodnota integralu nezavisi na volbé "tvaru" kiivky, nybrz pouze na hodnoté
pocatecniho a koncového bodu (hovoiime o nezavislosti na cest¢).

Jestlize diferencidlni forma neni totalnim diferencidlem, tj. nespliiuje Cauchyovy -
Riemannovy podminky (8.1-22), pak tuto skutecnost vyznacujeme tak, ze misto symbolu "d"
uzivame tfeba symbol "3", napt. 8¢g. V tomto piipad€ g neni funkce, tj. neméa smysl hovofit
o tom,ze by nezavislym proménnym x, y byla pfitazena ur¢ita hodnota ¢ (ptikladem je teplo
nebo prace), ale ma smysl hovofit o hodnoté veliCiny g do systému dodané ¢i systémem
odevzdané pii prechodu systému z bodu (stavu) A do bodu (stavu) B po urcité cesté. Pro
hodnotu uvedené veliCiny plati

q:qu (8.1-24)

pricemz hodnota integralu zavisi v tomto ptipad¢ nejen na krajnich bodech A a B kiivky ¢,
ale téZ na konkrétnim tvaru této kiivky.
Pro diferencialni formu dvou proménnych Ize dokazat, ze existuje tzv. integrabilni faktor

@ = ax, ), pro ktery plati

dz = wdg (8.1-25)

tj. diferencidlni forma wf(x,y)dx + wg(x,y)dy jiz spliuje Cauchyovy - Riemannovy
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podminky (8.1-22), a tedy existuje funkce z(x, y) takova, ze forma @dq je jejim totalnim
diferencialem. Obecné vSak integrabilni faktor nemusi existovat pro diferencialni formy tii a
vice proménnych. Jednim z hlavnich axioml druhé véty termodynamické je existence
integrabilniho faktoru pro nelplny diferencidl tepla v piipadé obecného vratného déje (o =
1/T, tj. dS = 8¢/T, kde S je noveé zavedena stavova funkce entropie).

Jako ptiklad uvaZzujme ideédlni plyn v uzavieném systému, ve kterém probihaji pouze
vratné déje (p' = p, kde symbolem na levé strané oznaujeme vnéjsi nebo téz externi tlak), a
konajici €i pfijimajici nejvyse objemovou praci w. Pak plati

dU =038q+ow=0g— pdV (8.1-26)

kde U je vnitini energie. Pro ideélni plyn plati dU = CydT (vnitini energie idealniho plynu je
funkci pouze teploty), kde Cy je celkova tepelna kapacita za konstantniho objemu. Plati tedy

8g = CydT + pdV (8.1-27)

Diferencialni forma (8.1-27) neni uplnym diferencidlem, nebot’ neplati Cauchyovy -
Riemannovy podminky (8.1-22)

[‘9&] :[3_1’] (8.1-28)
av | \ar),

protoze na levé stran¢ (8.1-28) je nula (tepelna kapacita idedlniho plynu je funkci pouze
teploty), zatimco derivace na pravé stran¢ je pro idedlni plyn rovna nR/V. Vyndsobime-li
v$ak dle druhé véty termodynamické diferencialni formu (8.1-27) integrabilnim faktorem 1/7,
pak pro ideélni plyn (p/T = nR/V) plati

Log=Svars Mgy (8.1-29)
T T %

Je zfejmé, ze Cauchyovy - Riemannovy podminky (8.1-22) jsou splnény (obé derivace jsou
identicky rovny nule).

Pro vratné déje (8g = TdS) vztah (8.1-26) prechdzi na ekvivalentni vztahy, tzv. spojené
formulace prvni a druhé véty termodynamické (viz Tabulka 1-I)

dU = TdS — pdV’ (8.1-30a)
dH = TdS +Vdp (8.1-30b)
dF = —SdT — pdV’ (8.1-30c)
dG = —SdT + Vdp (8.1-30d)

kde HH H=U+pVresp. F, F=U—-TSresp. G, G=H— TS je entalpie resp. Helmholzova
energie resp. Gibbsova energie systému. Uvazujeme-li ve vztahu (8.1-30b) pouze izobarické
déje (dp = 0), pak plati

[3_5] :l[a_H] _G (8.1-31)
or) ~Tlor) " T
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Aplikujeme-li Cauchyovy - Riemannovy podminky (8.1-22) na totdlni diferencial dG,
obdrZzime

[8—5] - [W] (8.1-32)
op), oT

Spojenim vztahti (8.1-31) a (8.1-32) ziskame obecny tvar diferencialu entropie v proménnych
teplota a tlak

C oV
dS=rdr— d 8.1-33
T [ar} ’ (8.1-33)

Necht 71, p; a T, p> jsou dva stavy uzavieného a homogenniho systému (abychom
nemuseli uvazovat zménu entropie pii fdzovém piechodu). Pak plati

)4

8.1-34
o7 ( )

AS=S(T,,p,)—S(T;, p,) de f

247 — d
T []p

"Cestu" zvolime napf. tak, ze nejprve izobaricky (p = p;) ohiejeme (¢i ochladime) systém z
teploty 7) na teplotu 75 a pak izotermné (7 = T) budeme expandovat (¢i komprimovat) na
tlak p,. Pak plati

AS = fC(T ) f[gV] (T,, p)dp (8.1-35)

P P

UvaZzujeme-li ideélni plyn, pro ktery tepelna kapacita zavisi pouze na teploté a (6V/071), =
nR/p, pak plati

— 47— nRIn L2 (8.1-36)
T T D

Pro pevné latky, u niz je tlakova zavislost objemu, tepelné kapacity i koeficientu izobarické
objemové roztaznosti & (viz 2.1-3) zanedbatelna, plati

AS = f @dﬂnma(m(m -p) (8.1-37)

kde symbolem W(T,) resp. «(7>) znacime celkovy objem resp. koeficient izobarické
objemové roztaznosti pii teploté 7.

Z duvodu jednoduchosti zapisu je v predchozich vztazich uzita celkova tepelna kapacita
systému 1 celkovy objem systému. Pro praktické aplikace vySe uvedenych vztahli je obvyklé
prejit k molarnim veli¢indm obecné definovanym jako Z,, = Z/n.
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ReSeni rovnic
Uvazujme nejprve jednu rovnici pro jednu neznamou
f(x)=0 (8.1-38)

kde opét predpoklddame dostate¢nou hladkost funkce f. Pokud bychom neméli zadnou
apriorni informaci o chovani a vlastnostech funkce f, postupujeme obvykle tak, ze nejprve
provedeme tzv. separaci kotene, tj. hleddme (napt. zkusmo) dvojici bodu a, b takovych, ze
hodnota f(a) ma jiné znaménko nez hodnota f(b), tj. f(a)f(b) < 0. Pak musi alespon jeden
(pfesngji feceno lichy pocet vcetné ndsobnosti) kofen lezet v intervalu (a,b). Poté mizeme
postupovat napf. metodou piileni intervalu, kterd spociva v rozptleni intervalu (a,b) a
testovani, zda teSeni lezi v intervalu (a,c) ¢i (c,a), kde ¢ = (a+Db)/2. Je-li f(a)f(c) < O,
opakujeme postup s intervalem (a,c), v opacném piipadé s intervalem (c,b). Nevyhodou
popsané metody je pomald konvergence k feSeni a to zvIasté pti aplikaci metod tohoto druhu
na feSeni soustavy nelinearnich rovnic.

V termodynamickych ulohdch jsme obvykle schopni na zaklad¢ fyzikalnich a
matematickych uvah nalézt interval I, ve kterém ma rovnice (8.1-38) pravé jedno feSeni.
Zvolme bod xy € I (tzv. nultd nékdy téZ prvni ¢i pocatecni aproximace feSeni) a rozved'me
levou stranu rovnice (8.1-38) v Taylorovu fadu, pfi¢emz zanedbame ¢leny druhého a vyssiho
fadu (z geometrického hlediska nahradime funkci f jeji te€nou v bod¢ x). Obdrzime vztah

f(x0)+f/(x0)<x—x0):O (8.1-39)

kde symbol f’ znac¢i df/dx a f'(x) je ¢iselnd hodnota této derivace v bod¢ xy. Vyjadiime-li
hodnotu x z rovnice (8.1-39) a oznacime-li ji jako novou aproximaci x;, plati

¢y )
£lx,)

(8.1-40)

Z geometrického hlediska je bod x; roven praseciku vySe zminéné tecny s osou x. Jestlize
proces opakujeme, ziskame iteracni predpis (Newtonova metoda)

xi+1 :xi_w? i:071727--- (81'41)
f(x,)

ktery miizeme v literatufe ¢asto nalézt ve formée

o M) (8.1-42)

X,
new old /
£(Xoa)
Nejcastéjsi podminka ukonceni vypoctu ma tvar
X, —X

new old

<e (8.1-43)

Xold

kde v konkrétnich vypoctech volime obvykle = 10-4 &i 10-3.
Pro praktické vypocty nds zajima, kdy a jak rychle konverguje Newtonova metoda k
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feSeni x* e 1. Korektni a vycerpavajici odpoved’ piesahuje ramec tohoto dodatku. Ze
zakladnich vlastnosti Newtonovy metody si v§ak uved'me:

a) Ke kazdému feseni x* rovnice (8.1-38) existuje otevieny interval toto feSeni obsahujici,
pticemz zvolime-li libovolny bod z tohoto intervalu jako pocéatecni aproximaci, pak iteracni
proces (8.1-41) konverguje k feSeni x* (fikdme, Ze¢ Newtonova metoda je lokéln¢
konvergentni).

b) Jestlize iteracni proces (8.1-41) konverguje k feSeni x¥, pak existuje prirozené ¢islo iy a
konstanta 3 takové, ze pro vSechna i, i > i, plati

(8.1-44)

* «|2
‘xl.ﬂ—x ‘<6‘xi—x ‘

Ob¢ tvrzeni jsou pouze existencni a v praktickych ulohach lze jen vyjimecné
kvantifikovat interval z prvé vlastnosti. Nicméné vime, ze zvolime-li pocatecni aproximaci
"dostatecné" blizko k feSeni, pak Newtonova metoda bude k tomuto feSeni konvergovat.
Druhé tvrzeni ndm tika, ze v zavéru bude konvergence velmi rychla.

Interval 1, ze kterého miZeme zvolit pocate¢ni aproximaci, mize byt v praktickych
ulohach velmi rtizny. Z geometrického hlediska je zfejmé (nebot se jednd o posloupnost
prisecikil tecen s realnou osou), ze podminkou, kterou budeme v intervalu I poZzadovat, je
ryze klesajici nebo ryze rostouci charakter funkce f(x) (tj. ryzi monotonost funkce f). Neni to
vSak podminka postacujici k zajisténi konvergence iteracniho procesu (8.1-41), a to ani v
ptipadé, kdy funkce f je napf. ryze rostouci v celém intervalu (-c0,00). Jako piiklad uved'me
feSeni rovnice arctg(x) = 0. Tato rovnice ma pouze nulové feSeni. Lze se presveédcit (uciiite
tak !), ze iteracni proces (8.1-41)

X, = x,— (14 x7 )arctg(x,), i=0,1,2,.. (8.1-45)

konverguje k nule, jen je-li | xo < 1,392. V opa&ném ptipadé dochazi k oscilaéni divergenci
(proc ?, nakreslete si).

V praktickych tlohdch uZivime Newtonovu metodu s relaxaénim (redukénim)
parametrem 7, 0 < 77 < 1, ve formé&

fx,
Xipi in—ni%, i=0,1,2,.. (8.1-46)

Hodnota relaxa¢niho parametru mtize byt v kazdém iteratnim kroku rtizna, ale v zavéru
itera¢niho procesu je rovna jedné. Hodnotu parametru volime napf. tak, aby hodnota x""
neopustila fyzikalni interval (napf. (0,1)), je-li feSenim molarni zlomek), aby x™" nebylo
"iilis" rizné od x° (nastava, je-li f' v absolutni hodnoté "malé"” &islo) atd. Vhodna volba
relaxaniho parametru zajistuje konvergenci Newtonovy metody v intervalu, ve kterém ma
rovnice (8.1-38) feSeni a funkce f je v tomto intervalu ryze monotoni.

Rozsifeni Newtonovy metody na soustavu nelinedrnich rovnic je jednoduché. Ukazme

postup na soustaveé dvou rovnic pro dvé neznamé

f(x,y)=0 (8.1-47a)
g(x,»)=0 (8.1-47b)

Necht’ xo, yo je pocateni aproximace feSeni. Levé strany rovnic (8.1-47) opét nahradime
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Taylorovymi fadami s pouze linedrnimi ¢leny. Po pievedeni prvniho ¢lenu fady na pravou
stranu, ziskame soustavu dvou linedrnich rovnic pro dvé nezndmé Ax a Ay

ﬁA)H—ﬁAy:—f(xo,yo) (8.1-48a)
Ox Oy

0 0

98 Ax —l——g Ay =—g(x,,,) (8.1-48Db)
0x oy

kde Ax =x —x9 a Ay =y — yo. Zapis 0f/Ox znacime ¢iselnou hodnotu uvedené derivace v bodé
Xo, Vo Analogicky 1 pro ostatni derivace. Po vyieSeni soustavy (8.1-48) stanovime novou
aproximaci feSeni soustavy rovnic (8.1-47) ve tvaru

X, =X, +Ax (8.1-49a)
=y, +Ay (8.1-49b)
resp.

X, =X, +nAx (8.1-50a)
Y=Y, +nAy (8.1-50b)

kde 7 je opét relaxacni (reduk¢ni) parametr majici stejnou ulohu jako u rovnice pro jednu
neznamou. Parametr 7 mulze plnit je$t€¢ jednu dllezitou roli. Rovnovazny stav je v
termodynamice vzdy charakterizovan bodem minima urcité energetické funkce, kterou
oznacime symbolem H, a kterd je v nasem zjednoduSeném piipadé funkci pouze dvou
proménnych x a y. Soustava rovnic (8.1-47) vyjadiuje tedy v tomto piipadé¢ nutnou
podminku, kterou musi bod minima spliiovat a plati f = 0H/0x a g = 0H/0y. Hodnotu
parametru 77 pak volime v kazdém itera¢nim kroku tak, aby posloupnost aproximaci (x;, y;) i
=0, 1, 2, ... byla tzv. minimalizujici posloupnosti, tj. aby platilo Hy > H, > H, > ..., kde H; je
hodnota energetické funkce H v bodé (x;, y;). Takovato volba parametru 7 velmi poméaha
zajiStovat konvergenci celého itera¢niho procesu.

Lokalni vlastnosti a), b) uvedené za vztahem (8.1-43) plati i pro feSeni soustavy rovnic
Newtonovou metodou.

Metoda nejmensich ¢tverci.

Casto je tfeba nahradit bodovou sadu experimentalnich méfeni (x;, y;) i = 1, 2, ..., N, kde
veli¢ina y je funkci veli€iny x, n€jakou analytickou zavislosti. Hovofime v tomto ptipadé o
redukci experimentalnich udajii ¢i o regresni metodé ¢i o korelaéni metod¢. Budeme vzdy
predpokladat, ze chyba ve stanoveni k-tého experimentalniho bodu (xx, yx) nezavisi na chybé
a hodnotéch ptedchozich bodu (tj. experimentalni métfeni jsou vzajemné nezavisla).

Postup nejlépe osvétlime na prikladé. Predpokladejme, Ze jsme pro urcitou sadu teplot
stanovili hodnoty rovnovazné konstanty K studované reakce. Mame tedy sadu dvojic (73, K;) i
= 1,2,3, ... Z termodynamiky vime, Ze je-li v daném teplotnim rozsahu reakéni teplo
vySetfované reakce alespont "priblizné” konstantni, lze teplotni zéavislost rovnovazné
konstanty této reakce vyjadfit vztahem
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1n1<:a+§ (8.1-51)

kde ajustabilni (nastavitelné) parametry ¢ a b mlzeme urit z experimentalnich udaja.
Metodami matematické statistiky, které zde nebudeme probirat, lze dokazat, ze za urcitych
ptedpokladii (pfedpoklad o vySe zminéné nezavislosti je jednim z nich) je bod minima
kriteridlni funkce @

D(a,b) = EN: (8.1-52)

i=1

InK, —a——
T

1

br

nejpravdépodobnéjs$im odhadem skutecnych hodnot parametri a a b. Mimo jiné to plati
tehdy, jestlize odhad relativni chyby ve stanoveni rovnovazné konstanty je v celém
uvazovaném teplotnim intervalu konstantni. K vysvétleni této podminky se vratime pozdé&ji.
Jak je ve vztahu (8.1-52) vyznaceno, kriterialni funkce @ je funkci pouze adjustabilnich
parametri. Nutnou a v piipadé linedrni regrese (korelaéni funkce je linearni vici
parametrim) i postacujici podminkou bodu minima funkce @ je splnéni podminek

0P = b
— | ==-2 InK —a——|=0 8.1-53a
o) Z a7 ( )
o ——Zi InK —a—ﬁ i—O (8.1-53b)
o), =TT |
které lze déle upravit do tvaru
N 1 N
aN-l—bZ?: > Ink, (8.1-54a)
i=l +i i=l1
N N 2 N
S Lyl =y K (8.1-54b)
A o I

Soustava rovnic (8.1-54) se v literatufe nazyva soustavou normalnich rovnic. V uvedeném
ptipadé dvou adjustabilnich parametri ji lze snadno fesit bud’ vyjadienim napt. parametru a z
prvé rovnice a naslednym dosazenim do druhé rovnice, ¢i aplikaci Cramerova pravidla. V
ptipad¢ vice nastavitelnych parametri uzivame k tfeseni vzniklé soustavy normalnich rovnic
obvykle Gaussovu elimina¢ni metodu.

Pro rychlou informaci a porovnani je vhodné vyjadfit uspéSnost popisu dat jednou
hodnotou. Obvykle uzivame veli¢inu nazyvanou stfedni kvadratickd odchylka s, ktera je
definovana vztahem

Qopt
s = 8.1-55
,/ N ( )

kde ®° je hodnota kriterialni funkce pro optimélni hodnoty parametri @ a b. V ptipadé, Ze
minimalizujeme odchylky logaritmt korelované veliciny, je suma ¢tverct rozdild logaritmi
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pfiblizné rovna sumé ¢tverct relativnich odchylek, nebot’ plati

15? exp vyp
K™ K" =AlK =dink =K = 2K _K7—-K (8.1-56)
K K™ Ko

V takovém piipad¢ pak obvykle pouzivame tzv. stfedni procentickou kvadratickou odchylku
definovanou vztahem

@opt
$(%) =100,/ = (8.1-57)

Kriterialni funkce (8.1-52) je tedy sumou CcCtvercii relativnich odchylek, a proto
pozadujeme alesponi piiblizné¢ konstantni odhad relativni chyby ve stanoveni rovnovazné
konstanty v daném teplotnim rozsahu, abychom v kriterialni funkci (8.1-52) s¢itali ¢leny s
piiblizn¢ stejnou chybou. Toho muzeme vzdy docilit, uzijeme-li nasledujiciho postupu.
Uvazujme obecnéjsi korelacni vztah (funkci) y = f(x, a, b) a opét sadu experimentalnich
dvojic (x;, y;) i =1, 2, ..., N. Kriterialni funkci pak volime ve tvaru

2

N —
®(a,b) = Z i —f(x,a,b) (8.1-58)
i= oy,
ve kterém
A
oy, =, |0y, +| 5| ox (8.1-59)
Ox ),

kde ox; resp. oy; je smérodatna odchylka (Ize nahradit odhadem chyby) experimentalniho
stanoveni veli¢iny x resp. y. Hodnota derivace se rozumi taktéz v i-tém experimentalnim
bodé. ProtoZe jeji hodnota zavisi na parametrech a, b, postupujeme obvykle tak, ze bud’ jeji
hodnotu apriorné pro urcité hodnoty parametriit vypocteme a pro dalsi vypocet ji povazujeme
za konstantni, nebo se s tim nespokojime a volime iteracni proces, v jehoz jednotlivych
krocich pracujeme s riznymi hodnotami ptisluSné derivace, které byly stanoveny na zakladé
hodnot a, b ur€enych v pfedchozim kroku. Zvoleny postup zalezi na poméru mezi prvnim a
druhym ¢lenem pod odmocninou ve vztahu (8.1-59). V mnoha piipadech lze druhy clen
zanedbat. V hodnoté dy jsou tedy "zapocteny” vlivy experimentalnich chyb jak ve stanoveni
nezavislé tak 1 zéavislé proménné. Z hlediska matematické statistiky je korektni uziti
kriteridlni funkce (tzv. metoda maximalni vérohodnosti)

N 2

®(a,b,x")=>"

i=1

€Xp __ 4.VYP

yl xi
oX.

1

" —1(x"",a,b)
gy,

2 N
+2

i=l1

(8.1-60)

Tato metoda se v praxi pfili§ nerozsifila, nebot’ numericky postup vypoctu parametrti a a b je

wewvr

statistiky.
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8.2. Priklady pouziti Gibbsovy-Duhemovy rovnice

V nasledujicim textu ukdzeme pouziti Gibbsovy-Duhemovy (dale GD) rovnice pii
odvozovani termodynamicky konzistentnich vztahi pro zavislosti aktivitnich koeficientl
rozpousStédla na slozeni velmi zfedénych roztokl. Tak jako dfive budeme piedpokladat, ze
rozpoustédlo je latka c¢islo jedna, pro kterou volime Raoultiv standardni stav Cistd latka
v pfislusném skupenstvi. Pro ostatni latky vyskytujici se v roztoku v nizké koncentraci
volime Henryho standardni stav. Protoze nemuze dojit k nedorozuméni, nebudeme uZzivat
hornich indext (R) a (H). Pro aktivitni koeficienty vSech slozek roztoku plati okrajové
podminky

limy, =1  i=1,2,.,N (8.2-1)

x—1

tj. aktivitni koeficienty vSech latek jsou v nekonecné zfedéném roztoku jednotkové. Protoze
chemické potencidly a tedy i logaritmy aktivitnich koeficientil jsou parciadlni molarni veliCiny,
plati pro né GD rovnice ve tvaru

| |
. Olny, x, Olny, tx, Olny, +__.+xNan_7N:() j=23,.,N (8.2-2)

1
0x, Ox, ox, ox,

kde vystupuji derivace za konstantni teploty a tlaku a jako nezéavislé koncentra¢ni proménné
se uvazuji molarni zlomky rozpusténych latek x,, x3, ..., xy , pficemz pro molarni zlomek
rozpoustédla plati vazba

x=1-)x (8.2-3)

Pfi stanoveni koncentracni (a teplotni) zavislosti aktivitnich koeficientll se vyuziva dvou
postupt. V prvém piipadé vychazime z (semi)empirického ¢i teoretického modelu pro
dodatkovou Gibbsovu energii AG® a vztahy mezi extenzivni veli¢inou AG® a jejimi
parcialnimi molarnimi veli¢inami R7 Iny;, které maji v nasem ptipadé tvar

E
Iny, =—| %G i=1.2,..N (8.2-4)
RT\ oOn. r
! ,Pa”j#

kde symbolem n; zna¢ime latkové mnozstvi i-té latky. Pro takto uréené aktivitni koeficienty
jsou automaticky splnény GD vztahy (8.2-2). Tento postup se obvykle uziva u roztokl
definovanych v celém koncentratnim rozsahu, kde volime standardni stav Cisté latky pro
kazdou latku v roztoku (tzv. symetrickd volba standardnich stavll). V pfipad¢ ziedénych
roztoki se obvykle vyuzivd druhého postupu, kdy vychazime z (semi)empirickych Cci
teoretickych™ vztahti pro koncentraéni zavislost aktivitnich koeficientdi rozpusténych latek.
Je dilezité, aby navrzené vztahy vyhovovaly ¢i "témér” vyhovovaly GD rovnicim (2).
V opacném piipadé bychom pii vypoctu fazové ¢i chemické rovnovahy obdrzeli nespravné

*% Napf. v pfipadé zifedéného roztoku elektrolytd ma derivace na pravé strané vztahu (8.2-4) fyzikalni
vyznam prace potfebné k pfeneseni jednoho molu i-té latky z idealniho do realného roztoku. Hodnotu
vySe zminéné prace, a tedy predpis pro koncentra¢ni zavislost aktivitnich koeficient(i jednotlivych
iontl v roztoku teoreticky odvodili Debye a Hickel.
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vysledky.

Pti feSeni praktickych tloh sice uvazujeme koncentracni zavislost aktivitnich koeficienti
rozpuSténych latek, ale obvykle uvazujeme jednotkovy aktivitni koeficient rozpoustédla.
Opodstatnéni tohoto postupu ukdZzeme na jednoduchém piipadé systému obsahujiciho
rozpoustédlo a pouze jednu rozpusténou latku. GD rovnice (8.2-2) ma v tomto piipadé
jednoduchy tvar

yomn oy (8.2-5)
ox, ox,

Uvazujme pro koncentracni zavislost aktivitniho koeficientu rozpusténé latky velmi
jednoduchy ptedpis

Iny, =ax, (8.2-6)

kde a je konstanta. Dosazenim do (8.2-5) a naslednou integraci (integracni konstanta je
urc¢ena z okrajové podminky (8.2-1)) obdrzime

Iny, =ax, +aln(1-x,) (8.2-7)
Z Taylorovy fady
82
In(l+&)=g-"-+..  pro €] <1 (8.2-8)
plyne
a o
Iny, = 5% prox, >0 (8.2-9)

Zvolme napt. a = 20 a x, = 0,01. Ze vztahi (8.2-6) a (8.2-9) pak vypocéteme hodnoty
aktivitnich koeficienti »» = 1,221 a 5 = 0,999. Je tedy ziejmé, Ze v tomto piipad¢ lze
zanedbat neidedlni chovani rozpoustédla. Pokud by se vSak jednalo o 90% roztok (x, = 0.1),
pak y; = 0.905, a vliv neidealniho chovani rozpoustédla nelze zanedbat.
Pii odvozeni pfedpisu pro koncentracni zavislost aktivitniho koeficientu rozpoustédla a
testovani, zda plati GD rovnice (8.2-2), 1ze uzit riznych zptsobt. Zde ukédzeme dva z nich.
Zaved'me oznaceni

h,=Iny,—Iny, i=23,..,N (8.2-10)

Jak je z ptfedchoziho vykladu ziejmé, tak pro velmi zfedény roztok plati /; = In y;. Dosadime-
11 (8.2-10) do (8.2-2) a vyuZzijeme-li vztah (8.2-3), obdrzime soustavu diferencidlnich rovnic

N
=—>x,—~-  j=23..N (8.2-11)

s po¢atecni podminkou (x; = 1: Iny; =0, h; = 0, j = 2, 3, ..., N). Z podminky zdménnosti
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potadi derivovani plyne nutna podminka54 existence feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
(8.2-11), kterd ma tvar

OF, _ 9
ox, Ox,

J

i k=23,.,N (8.2-12)

Zvolme jednoduchy linearni model
h=Y¢&x — i=23.,N (8.2-13)

kde nastavitelné parametry & nazyvame interakénimi parametry prvniho ¥adu (viz kapitola
4.10.3). Ziejmé plati

F=-)¢&x, j=23..N (8.2-14)

Z podminky (8.2-12) plyne
gj’f =g/ Jok=2,3,..,N (8.2-15)

Fyzikalni interpretace podminky (8.2-15) je jednoduchd. UvaZzujme napi. kiemik a hlinik
rozpusténé v zeleze. Pak prispévek kiemiku k aktivitnimu koeficientu hliniku je stejny jako
ptispévek hliniku k aktivitnimu koeficientu kiemiku. V tomto ptfipadé¢ je integrace soustavy
(8.2-11) velmi jednoducha a plati

N N

Iny, =Y > &ixx, (8.2-16)

=2 k=2

Ze vztahii (8.2-10) a (8.2-13) pak plyne finalni vztah

N

N N
Iny, =Y ¢&x+>. > &xx, i=23,.,N (8.2-17)
k=2

j=2 k=2

V ptipadé¢ "dostatecné” ziredéného roztoku (pfesn€ji feceno v ptipadé, kdy hodnota y,
vypoctena ze vztahu (8.2-16) je "blizka" k jednicce) 1ze druhé mocniny moléarnich zlomki
rozpusténych latek zanedbat a uzit sice termodynamicky neptfesny le¢ numericky postacujici
predpis

N
Iny, =0, Iny,=>¢'x  i=23,..N (8.2-18)
k=2

vvvvvv

rozpusténé latky a model s interakénimi parametry druhého fadu p/*

** \/ nadem ptipadé (dostate¢né hladké funkce definované na oteviené souvislé mnoZziné) je to i
postacujici podminka.
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hy =&;x, + &%, + Pi’x; + 207 x,%, + Py xd (8.2-19a)
hy, = &lx, + &%, + Py x5 + 205 x,%, + i x; (8.2-19b)

Snadno se lze pfesveédCit, Ze soustava (8.2-11) ma v tomto piipadé tvar

Fy=—x,(& +2p7°x, +2p}"x, )= x, (&5 +27°x, + 2p}"x; ) (8.2-20a)

Fy=—x,(& +2p°x,+2p7°x, )= x, (&1 + 207", + 2p7"'x, ) (8.2-20b)

a tedy

6_52 =—&] =2(p3" + i) x, —4px, (8.2-21a)
3

% ==& -4p;°x,=2(p3> + P ), (8.2-21b)
2

Odtud kromé& podminky (8.2-15) plynou navic podminky pro smisSené interakéni parametry
druhého tadu

P =p2? a pil=pt (8.2-22)

Snadnou integraci rovnic (8.2-11) a (8.2-20) obdrzime piedpis pro logaritmus aktivitniho
koeficientu rozpoustdla, ktery by v tomto pfipadé obsahoval druhé (x,%, x32, xox3) a tieti (x2°,
X3, X2°X3, X2x3°) mocniny molarnich zlomka rozpu§ténych latek. Ze vztahu (8.2-10) bychom
pak jednodusSe urcili pfedpis pro koncentracni zavislost aktivitnich koeficientii rozpusténych
latek. V ptipadé "dostatecne” ztedéného roztoku pouzijeme aproximaci 1 =1a h; = Iny, i =
2,3 s podminkami (8.2-15) a (8.2-22).

Druhého zptisobu uzivame v teorii elektrolytl, kdy vyse uvedeny postup je nevhodny a
vede k velmi sloZitym vypoctim. Vychazime ze vztahu (8.2-4), ze kterého plyne (vyuZivame
zaménnosti pofadi derivovani a pro jednoduchost neuvadime, za jakych pevnych proménnych
derivujeme)

Olny.
Oy, 07 iz12...N (8.2-23)
on, on,

Lze ukazat, Ze splnéni podminek (8.2-23) je ekvivalentni splnéni GD vztahi (8.2-2). Ukazme
postup na jednoduchém piipadé, kdy roztok obsahuje pouze jednomocné ionty A™ a B~ (latka
&islo 2 a 3) . Z Debyovy-Hiickelovy teorie elektrolyti plyne (viz rovnice 4.10-60))

Iny,=lny;=—ayl, I,= %(m2 +my) (8.2-24)

kde I, je iontova sila roztoku (viz rovnice (4.10-62)), m; je molalita i-t¢ latky a a je
konstanta. Pfedchozi postup vyuzivajici molarnich zlomkt zde skutecné neni vhodny, nebot

>\ kapitole 4.10 je ve vztazich pro vyjadFeni zavislosti aktivitniho koeficientu na iontové sile roztoku
uzit dekadicky logaritmus. P¥i pouZiti pfirozeného logaritmu se pfisludné vztahy liSi pouze o nasobnou
konstantu In(10).
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plati vztah

mootmn m % 10000, (8.2-25)
m nn m x, M,

rozp rozp

kde myo, je hmotnost rozpoustédla v jednotkach kg a M; je molarni hmotnost rozpoustédla
v jednotkach g mol™. Tontova sila tedy neni "jednoduchou” funkci molarnich zlomki x; a x3,
coz komplikuje naslednou integraci. V uvedeném piipadé obsahuje vztah (8.2-23) tii
nezavislé podminky. Prvni z nich

Olny, Olny,

8.2-26
on, on, ( )
je zfejmé splnéna. Z dalSich dvou podminek
1
olny, _dlny, 1 1, (8.2-27a)
on, on, 2 n
1
oy, _olny, 1 I (8.2-27b)

on, on, 2 n

kde jsme pfti derivovani Iny; (viz rovnice (8.2-24)) vyjadrili molality iontii m; pomoci vztahu
m; = 1000n;/n,M,, plyne

Iny, = 2i [JJ1,,dn, +C(n) (8.2-28a)
ny

Iny, = % [JL,dn, +C(n,) (8.2-28b)
1

Protoze iontova sila je v tomto ptipad¢ symetrickou funkci latkovych mnozstvi obou iontd,
jsou oba integraly identické, a tedy integracni konstanta C je skute¢né pouze konstantou,
kterou ur¢ime z okrajové podminky (8.2-1). Ziejmé plati

2 M 1 3/2
Iny, 3 a 1000 I (8.2-29)
Jako piiklad uvazujme vodny roztok pii teploté 25°C (M, = 18 g mol™, o= 1,18 kg"* mol™"?)
o molalité iontt 0,01 mol kg™'. Ze vztahu (8.2-24) plyne 5 = 7 = 0,89 a ze vztahu (8.2-29)
=1,00001. Je zieymé, Ze zanedbani neidealniho chovani vody je zcela korektni.

Z dilezitych aplikaénich tloh zde neni diskutovan ptipad dvou a vice rozpoustédel (napf.
smés voda a etanol), z nichZz pro kazdé volime standardni stav Cisté latky. Dale zde neni
diskutovan ptipad, kdy nedojde k Gplné disociaci elektrolytu a v kapalné smési je vedle
rozpoustédla pfitomen i nedisociovany elektrolyt (napf. kyselina octova), pro néjz je volen
Henryho standardni stav. Oba piipady vsak lze feSit metodami uvedenymi v tomto dodatku.
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8.3. Prepocetni vztahy mezi standardnimi chemickymi potencialy, aktivitami a aktivitnimi koeficienty pro rizné

standardni stavy

. Vyjadieni crav . .
Definice standardniho . D?ﬁ.nlc'e Limitni Vyjadieni aktivity aktivitniho ij ztdrenl stan.d,ardnlho
Oznaceni aktivitniho R . chemického potencialu vzhledem
stavu Koeficientu vztahy vzhledem Kk g; koeficientu Kk u®
vzhledem k % H
Raoultiv ar
Cista latka i(a) pii teploté o }}Lr}x; =1
syste’:mu T a tlaku R 7[R e ; 7,13 aiR ,U,-R
systemu p ; i a; .
limy ===,
Henryho (x)
roztok léﬂ;}lf i \li daném Heo) Heo) N N
rozpoustédle, ktery se Hx) _ 4 . ;T Hx) _ Vi Hx) _ G Hex) _ R 00
chova idealn¢ ve smyslu H) Vi = X, )lclir(l) X, =1 T T »Y_OO G = »Y_OO i =p +RT Iy,
Henryho zékona pfi l l l l
teploté 7, tlakupax; =1
Henryho (w)
roztok latky i v daném
rozpoustédle, ktery se H(w) H(w) R R
chova idealné ve smyslu H(w) ]/,H(W) =4 im&G— o 1o — %M—Mﬁ l.H(W) = % 100M, w'™ = pt + RT In~® &
Henryho zékona pfi Wi M0 W, v M o Wi M rozp 100M,
teploté 7, tlaku p aw; = 1
hm.%
Henryho (m)
roztok latky i v daném Hom) Hom) ®
rozpoustédle, ktery se Hm) _ a; 1i i —1 R H(m) _ q 1000 M m®
chova idealné ve smyslu H(m) Vi m / m° e m / m° A = Jix ! < M Hm — R RT Iny>e —22 ©
i M| (] ¢ oo - rozp Vi rozpmi H i + ny; 1000

Henryho zékona pfi
teplote 7, tlaku p a m;°=1
mol kg’

Poznamka: Molarni hmotnost rozpoustédly M;,,, se dosazuje v jednotkach g mol”




