Soustavy nelinearnich rovnic pomoci systému Maple.
Newtonova metoda.

Uvod

Mnoho technickych problému vede na feSeni matematickych tloh, které se nasledné prevedou na tulohy feseni
soustav nelinearnich rovnic

f(x) = 0. (1)

Rovnice (1) znamend soustavu n rovnic zapsanou ve vektorovém tvaru, tj. f:R™ — R™ je vektorovd funkce a
soustava se fesf pro nezndmou n-tici hodnot x. ReSenf rovnice (1) pro piipad n =1 je popsén v textu Reseni
rovnic(Matematika I), na ktery se zde navazuje. Pouziti Newtonovy metody pro piipad n = 1 nalezneme v
piikladech pro zminény text.

Pro feseni soustavy nelinedrnich rovnic pouzivame velmi ¢asto numerické iteraéni metody. Zvlasté ¢asto se
pouziva Newtonova metoda, kterd je zobecnénim Newtonovy itera¢ni metody pouzivané v pripadé jedné rovnice.
Jak nize ukézeme, jedna se sice o analogickou metodu, ve skutecnosti jsou vsak mezi jedno- a vicedimenziondlnim
piipadem podstatné rozdily. V piipadé jedné rovnice, tj. n = 1, je mozné snadno ziskat dobré informace o
poloze kotfene. Pokud polohu blize nezname, 1ze uzit k ziskani feSeni nékterou z metod, ktera vzdy konverguje,
napiiklad metodu puleni intervalu. V ptipadé vice dimenzi se informace o poloze feSeni ziskdvaji nesrovnatelné
obtiznéji, nez v piipadé n = 1. Navic nejsou zndmy metody, které vzdy konverguji pii fesen{ (1) pro n > 2.

V tomto textu budeme déle uvazovat pouze piipad n = 2, tj. soustavu dvou nelinearnich rovnic o
dvou neznamych

fl(xvy) =0

f2(377y) = 0, (2)

kde f1, fo jsou realné funkce dvou redlnych proménnych x,y.

V druhé ¢asti ukazeme, ze i pro n = 2 je obtizné nejen urcit pocet feseni ulohy, ale také tyto kofeny separovat
do oblasti tak, aby vhodné zvoleni pocate¢ni aproximace feseni vedlo v itera¢ni metodé k nalezeni hledaného
feSeni soustavy.

V tieti ¢asti tohoto textu se budeme zabyvat Newtonovou itera¢ni metodou pro feseni soustav nelinedrnich
rovnic. PopiSeme algoritmus této metody a ukazeme, jak lze Newtonovu metodu naprogramovat v systému
Maple. Poznamenejme, ze existuji i jiné metody pro FeSeni soustav typu (1); nékteré z nich jsou modifikaci zde

probirané Newtonovy metody.

Resitelnost dvou nelineiarnich rovnic

Jak obtizné je nalézt pfibliznou polohu feSeni soustavy nelinedrnich rovnic lze nejlépe demonstrovat jiz pro
piipad n = 2. Pro n > 2 by diskuse Tesitelnosti soustav byla daleko obtiznéjsi.

V piipadé dvou nelinedrnich rovnic (2) si lze udélat néasledujici geometrickou predstavu. Predpoklddejme, ze
soustava (2) mé jenom izolované koteny. Funkce f; a fy jsou funkee dvou proménnych, jejichz nulové vrstevnice
oddéluji v R? oblasti, kde jsou tyto funkce kladné a kde zaporné. Pravé body, kde se nulova vrstevnice funkce
f1 protind s nulovou vrstevnici funkce fs, jsou fesenim soustavy (2).

V piikladech 1 - 3 znazornime nulové vrstevnice funkei f; a fo pomoci systému Maple pitkazem implicitplot
z baliku plots. Piéli bychom si, obdobné jako v pifpadé n = 1 , abychom nasli takové oblasti v R? a v nich
prvni pfiblizeni, které by zarucilo konvergenci numerické metody k feseni. Nahlédneme, Ze separovat pruseciky
nulovych vrstevnic do takovych oblasti neni pro n = 2 jednoduché.

Piiklad 1. Definujme soustavu nelinearnich rovnic
> fl:=x-y~2+1;

fl =x—y>+1
> £2:=2xx"2-y-1;

f2:=222-y—-1



a nakresleme grafy ptislusnych nulovych vrstevnic.

> plots[implicitplot] ({£f1=0,f2=0},x=-1.5..1.5,y=-1.5..2);
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Tato soustava m4 ¢tyfi FeSeni, z nichz dvé jsou relativné blizko sebe, jedno je ziejmé x; = [0; —1].

Pro teseni jedné algebraické rovnice jsme v Maple pouzivali piikaz fsolve (zaddni ve tvaru fsolve(eqns,
vars, options)). Pro soustavy dvou rovnic lze pouzit stejny piikaz, kde je prvni argument dvojice rovnic
(bez nulovych pravych stran). Parametr vars nemusime zaddvat, tj. ani proménné, ani po¢étecni priblizeni.
Nésledujicim piikazem dostdvame jeden z kofenu soustavy, tedy x;

> resenil:=fsolve({f1,f2});
resenil := {x = —0.6934800000 10~2*, y = —1.000000000}

Dalsi feseni se pokusime nalézt tak, ze zaddme pocéatecni priblizeni, které se zda byt dostatecné blizké jinému
feSeni. Dostavame ale znovu prvni nalezené feseni:
> resenil:=fsolve({f1,f2},{x=0,y=-0.7});

resenil := {x = 0., y = —1.000000000}

Jiz pii drobné zméné pocatecniho piiblizeni dostaneme druhé hledané feSeni xo, které je blizké feseni
prvnimu. Déle pak lze systémem Maple (méame-li §tésti pfi volbé pocateénich ptiblizen{) spoéitat ostatni
kofeny soustavy X3, X4 -
> reseni2:=fsolve({f1,f2},{x=0,y=-0.6});
reseni2 := {x = —0.2695944364, y = —0.8546376797}
> resenild:=fsolve({f1,f2},{x=-1,y=1});
resenid := {x = —0.8375654353, y = 0.4030317168}
> resenid:=fsolve({f1,f2},{x=1,y=1});
reseni4 = {y = 1.451605963, x = 1.107159872}



Dalsim piikladem je soustava rovnic, kterou rovnéz zndzornime graficky. Stejné budeme hledat pruseciky
dvou parabol, jako v piikladu 1.

Priklad 2. Soustava
> fl:=x-y~2;

f1 =z —y>?
> £2:=2%x"2-2%y+1;

f2:=222-2y+1
nema feSeni. Grafy nulovych vrstevnic se neprotinaji.

> plots[implicitplot] ({£1=0,£2=0},x=-1..1,y=-1..1);
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Nésledujicim pitkazem skuteéné nedostaneme feseni soustavy. Systém Maple pouze piepise zadani do
jiného tvaru:

> resenil:=fsolve({f1,f2});

resenil := fsolve({22% — 2y + 1, z — y?}, {z, y})

Poznamenejme, ze systém Maple by spravné nenalezl feseni ani kdybychom do pfikazu zadali co nejblizsi
pocatecni piiblizeni k o¢ekdvanému feSend.
V nékterych piipadech muze byt hranice mezi zddnym feSenim soustavy a pravé jednim feSenim zprvu
nepostiehnutelnd. V téchto pripadech je nutné provést systémem Maple detailnéjsi graf.

V dalsim piikladu mé soustava pravé jedno feSeni, ale systém Maple pii hledani tohoto feSeni selhava, i
kdyz volime pocatecni priblizeni dostateéné blizko hledanému feseni.

Priklad 3. Soustava
> fl:=x-y~2-1/4;

|

fl:=x—y>—



> f2:=x"2-y+1/4;
1
92 = g% — -
=" —y+y

mé praveé jedno feseni x; = [0,5;0,5], coz lze ovérit jednoduchym dosazenim nebo graficky.

> plots[implicitplot] ({£1=0,f2=0},x=-1..1,y=-1..1);
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> reseni:=fsolve({f1,f2},{x=0.3,y=0.5});

1
reseni := fsolve({z —y? — —, 22 —y + 1}’ {y =105, z=0.3})

4 bl
Maple tedy zadanou tlohu pfikazem fsolve nevyftesil. V piikladech pro tento text naleznete feSeni tohoto
ptikladu Newtonovou metodou.

Newtonova metoda

Nejdifve zopakujeme odvozeni Newtonovy iteraéni metody pro soustavu dvou nelinedrnich rovnic (2). Déle v

této casti ukazeme, jak postupovat pomoci systému Maple pii feseni konkrétni soustavy nelinearnich rovnic.
Stejné jako jiné iteraéni metody vychdzi Newtonova metoda z vhodného bodu Xo € R?, tzv. pocateéniho

priblizeni, a sestrojuje posloupnost iteraci Xj, kterd pro i — oo konverguje k hledanému feseni soustavy (2).
Necht Xgo = [zg,yo] je pocdtecni piiblizeni k feSeni X = [x,y] soustavy (2). Polozime

X=Xo+AX, tj. 2=20+ Az, y=v0+ Ay,
a budeme pozadovat, aby f(X) = 0, tedy aby

filzo+ Az, 00 +4y) = 0
falwo + Ayyyo +4y) = 0.



Napiseme Tayloruv rozvoj pro vektorovou funkci f = (f1, fo) v okoli bodu Xg , kde se omezime pouze na
¢leny linearni v AX. Pouzijeme tedy Tayloruv rozvoj prvniho stupné pro funkce f1 a fo a dostdvame piiblizné

0fi o0fi

f1(X0)+%(X0)Az+a—y(Xo)Ay =0 "
f2(X0)+%(XO)Az+%—J;2(XO)Ay = 0.

Tuto soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro nezndamé A, a A, pfepiSeme do tvaru

P (Xo) G} (Xo) Ay f1(Xo)
92 (Xo) %2(Xo) | [ Ay f2(Xo)
tj.
J(Xo) - AX = —f(Xo), (5)

kde J(Xp) je matice parcidlnich derivaci vektorové funkce f v bodé Xo, tedy Jacobiho matice. Je-li matice
J(Xop) reguldrni, ma soustava (5) pravé jedno feseni AX. Oznacime-li

X1:X0+AX7 (6)

je X1 prvni dals{ pfiblizeni soustavy nelinedrnich rovnic (2).

Pro vypocet dalsi iterace, tj. dals{ aproximace kofene soustavy (2), postupujeme stejnym zpusobem:
povazujeme X; za nové pocateéni priblizeni a nalezneme feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic
(jako v piipadé rovnice (5)) pro novy vektor nezndmych AX. Obdobné jako v (6) dostdvame dalsi aproximaci
feSeni X2 = X1 + AX .

Déle ukazeme konkrétni postup pii Feseni soustavy nelinedrnich rovnic typu (2) pomoci systému Maple.

7 ptedchozi diskuse v tomto textu vime, ze pro urceni pocateéniho ptiblizeni je vhodné v systému Maple
znazornit nulové vrstevnice funkei f; a fo pitkazem implicitplot.

Pii hledén{ dals{ aproximace je numericky nejobtiznéjsi fesit soustavu linedrnich algebraickych rovnic (LAR).
Navic obdobnou soustavu LAR musime fesit opakované pro kazdou dals{ iteraci. Mohli bychom sice (tedy
zejména pro n = 2) pro vypocet fesen{ soustavy LAR pouzit Cramerova pravidla, ale vypocet determinantu
vyzaduje vzdy velké mnozstvi operaci. Obecné je numericky vyhodné fesit soustavu linearnich algebraickych
rovnic pomoci jiz osvédéenych metod. Vétsinou se pro soustavu linearnich algebraickych rovnic pouziva
néktery ze softwarovych ”baliki” s chybovym hldSenim, pokud je matice soustavy ”blizka” matici singularni.

Jelikoz mame k dispozici systém Maple, na¢teme hned na zacatku piikazem with(linalg) programy
umoznujici fesit tlohy linearni algebry, tedy také piikazem linsolve FeSit soustavu linearnich algebraickych
rovnic.

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined
and unprotected

Piiklad 4. Je déna soustava nelinearnich rovnic
> f1:=x"3+y"3-8;
fli=a3+y>-38
> f2:=y*x-1;
f2=yx—1

Grafy nulovych vrstevnic se protinaji ve dvou bodech.
> plots[implicitplot] ({£1=0,£2=0},x=-5..8,y=-5..5);



> f := vector([f1,f2]);

f=[+y3 =8 yx—1]

Budeme potiebovat Jacobiho matici, tj. matici parcidlnich derivaci vektorové funkce f. V Maplu existuje
funkce jacobian pro jeji vypocet:
> Df := jacobian(f, [x,y]);

L 3z 392
Df._[ oo }

Pomoci obrézku znazornujici nulové vrstevnice zvolime pocateéni aproximaci jednoho z kotenu, napiiklad
Aproxg = [1;2]. Pro dosazeni jednotlivych slozek bodu Aprozxy do Jacobiho matice D f pouzijeme piikazu
subs. Poznamenejme, ze piikaz evalm vyhodnocuje vyrazy ve vektorech nebo maticich. Nésledujicimi piikazy
ziskdame prvni aproximaci kofene soustavy Aprozx.

> Aprox[0]:=[1.0,2.0];
Aproxy = [1.0, 2.0]

> J[0] :=subs(x=Aprox[0] [1] ,y=Aprox [0] [2] ,evalm(Df));
3.00 12.00
Jo = { 20 10 ]

> F[0] :=subs (x=Aprox[0] [1] ,y=Aprox [0] [2] ,evalm(f));
Fy :=[1.000, 1.00]

> DX:=linsolve(J[0],-F[0]);
DX := [—0.52380952387 0.04761904767]

> Aprox[1]:=evalm(Aprox [0]+DX) ;



Aproz, 1= [0.4761904762, 2.047619048|

Dalsi aproximace kofene bychom ziskali opakovéanim stejnych ptikazi, jenom s jinymi hodnotami. Pro takovy
piipad se ve viech programovacich jazycich pouziva piitkaz cyklu. V systému Maple je rovnéz mozno pouzit
piikaz cyklu, ktery méa tvar

for n from 1 to nmax do
pro opakujici se skupinu pifkazi za vyrazem do. Nejdifve se dosadi n=1 a po provedeni skupiny piikazu (za
pifkazem do) se hodnota n zvétsf o 1. Skupina pifkazu se provede znovu, a to tolikrdt, az n dosdéhne hodnotu

n=nmax, tj. celkem nmax-krat. Pokud naptiklad chceme vypocitat dalsi t¥i aproximace feseni Newtonovou
metodou, zvolime nmax = 3.

>  nmax:=3;

nmax = 3
> for n from 1 to nmax do
> J[n] :=subs(x=Aprox[n] [1] ,y=Aprox[n] [2] ,evalm(Df)) ;
> F[n]:=subs(x=Aprox[n] [1] ,y=Aprox[n] [2] ,evalm(f));
> DX:=linsolve(J[n],-F[nl);
> Aprox[n+1]:= evalm(Aproxtn]+DX);
> end do;

I 0.6802721088  12.57823130
L7 2.047619048  0.4761904762

Fy :=[0.693121698, —0.0249433105]
DX :=[0.02531510182, —0.05647398579]
Aprox, := [0.5015055780, 1.991145062]

I, 0.7545235344  11.89397597
27| 1.991145062  0.5015055780

F, :=[0.020343096, —0.0014296448]
DX :=[0.001167441817, —0.001784429226]
Aprox, := [0.5026730198, 1.989360633]

1.989360633  0.5026730198
F := [0.000021070, —0.20831 10~7]
DX := [0.1520067082 10~5, —0.1871716950 10~°]
Aproz, := [0.5026745399, 1.989358761]

I [ 0.7580404944  11.87266718 }
4=

Vidime, ze se Aprox4 lisi od Aprozxs az na patém desetinném misté. Pro praktické ucely muzeme tedy
prohlasit koten Aprox, za ptiblizny kofen soustavy. Vétsinou je vSak predem zadana presnost & , s jakou
pozadujeme kofen soustavy. Potom ukonéime proces vypoctu aproximaci az tehdy, kdyz plati ||AX]|| < e.
Poznamenejme, ze je vhodné pouzit numericky nejjednodussi normu vektoru, tedy ovérit, zda-li jiz plati

| Az |+ Ay |<e.

Zavérem nutno fici, ze Newtonova metoda je 1ic¢inna jen tehdy, pokud konverguje. Nalezeni vhodného
pocatecniho priblizeni je casto obtizné, ale pokud metoda konverguje, konverguje ke kofeni soustavy.
Pro soustavy nelinedarnich rovnic nejsou obecné znamy metody, které vzdy konverguji. Problém feSeni soustav
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obecné uspokojivé postupy pro jeho feseni.



