Diferencialni rovnice I

V kurzu Diferencidlni rovnice I se nau¢ime pomoci pocitacového algebraického systému Maple hledat
obecnd a partikuldrni feseni obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu. Pro ptipad, ze nelze partikularni
feseni nalézt v analytické tvaru (nebo systém Maple neumi feSeni nalézt), nauc¢ime se fesit diferencialni
rovnice numericky. Upozornime na ,,zrddnosti” systému Maple, které odhalime a se kterymi si rovnéz
poradime, ovldddme-li dobte ldtku predmétu Matematika I a II (kapitola Diferencidlni rovnice).

Poznamka. Budeme se snazit o piehledny (strukturovany) zépis piikazu v systému Maple. Na zac¢dtku
si vysvétlime pouziti piikazu, které jsou nezbytné pro reseni vsech prikladu tohoto kurzu. Pak predvedeme
vzorova teseni standardnich tloh pomoci systému Maple. Diive nez zacneme ulohu fesit, sezndmime se
s novymi piikazy. Postup feSeni je komentovan na konci ptikladu.

Symbolicky diferencidlni rovnici 1. fddu pro nezndmou funkci y = y(x) piseme ve tvaru
F(x,y,y)=0.

Obecné teseni pro vétsinu rovnic neumime najit. Zda systém Maple nalezne feSeni, se presvédcime
pomoci piitkazu dsolve(DR,y(x)) , kde prvni parametr DR je dana diferencialni rovnice a druhy y(x) je
nazev pro hledanou funkci. Pfipomenme si nékteré dovednosti, které jsme mohli ziskat v kurzu Derivace
nebo Resen{ rovnic. V systému Maple derivaci funkce y podle z zapiseme pifkazem diff (y(x),x) .
Je-li prava strana rovnice rovna nule, nemusime ji psat. Jinak feceno, napiseme-li misto rovnice pouze
analyticky vyraz, systém Maple za pravou stranu rovnice dosadi nulu.

Priklad 1. Naleznéte obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty
v +y=xze " +1.
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> DR:=diff (y(x),x)+y(x)=x*exp(-x)+1;

DR~ (%y(:c)) +y(@) = we=D 41

> dsolve(DR,y(x));
22
y(gj) = (? -+ em + _Cl) 6(_$)

Priklad 2. Naleznéte obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice
xy + 2y =sinx.

> DR:=x*diff (y(x),x)+2*y(x)=sin(x);

DR:= (%mm) + 2y(x) = sin(z)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = sin(z) — x cos(x) + _C1

72

Priklad 3. Naleznéte obecné reseni nelinedrni diferencidlni rovnice
/ 2 :

Yy +y sine =0.

> DR:=diff (y(x),x)+(y(x)) " 2*sin(x);
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> dsolve(DR,y(x));

—cos(x) + -C1

Poznamka. Systém Maple oznacuje integrac¢ni konstantu symbolem _C1. Predchozi priklady slouzi jako
ukazka rychlého integrovani diferencidlnich rovnic. Jde pouze o formélni nalezeni analytického vyrazu,
pomoci kterého se da teseni vyjadiit. Ovsem k funkénimu predpisu potiebujeme znat definicni obor. Bez
néj neni uloha spravné vyfesena. V tomto sméru nam systém Maple nepomuze. Jak urcit defini¢ni obor
se dozvime ve skriptech Matematika I a II.

Priklad 4. Naleznéte obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice
/ 2
2y +2y=a"—x+1

a partikuldrn{ feSeni, které vyhovuje pocdteéni podmince y(1) = 3. (Soucdsti tlohy je stanoveni
definiéniho oboru nalezeného Feseni.) Popiste, jak se feseni chovd pro x — oo. Nakreslete integralni
kiivku, kterd prochdzi bodem (1,3).

Napovéda. Vysvétlime si nejprve pouziti prikazu, které nasledné vyuzijeme pii feSeni zadané tlohy. S
nékterymi jsme se mohli setkat v jinych kurzech, presto je pfipomeneme. Chceme-li najit feSeni pocatecni
tlohy, pak pouzijeme piikaz dsolve ({DR,PP},y(x));, kde parametr PP je pocatecni podminka a vyznam
ostatnich parametru jiz zname. Slozend zavorka je nezbytna. Piikaz dsolve vraci feSeni ve tvaru
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rovnice, na jejiz pravé strané se obvykle nachazi funkéni predpis daného feseni. Potfebujeme-li ziskat
pravou stranu rovnice, pouzijeme piikaz rhs (right-hand side). Protoze budeme s fesenim pracovat jako
s funkci, méli bychom veédét jak z analytického vyrazu vytvorit funkéni predpis. K tomu slouzi prikaz
unapply(vyraz,x), ktery z vyrazu vyraz udéld funkci proménné x. O chovani nalezeného feSeni v
nekonecénu vypovida limita feSeni pro x — 0o, tj. pouzijeme piitkaz limit(f(x),x=infinity);. Graf
funkce f na intervalu (a,b) nakreslime pomoci piikazu plot (f(x),x=a..b);.

>  DR:=x*diff (y(x),x)+2*y(x)=x"2-x+1;

DR:= (%y(z)) F o) =2 -z

> dsolve(DR,y(x));

(z) = x? x+ 1 _CI
=y 73T 2
> PP:=y(1)=1/2;
PP:=y(l) =
> res:=dsolve({DR,PP},y(x));
o ()_IQ x+1+ 1
A EE S R Dy

> f:=unapply(rhs(factor(res)),x);
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1 3z* —42® + 622 + 1

f:::x__>i§ x?

f(1);

1

2
limit (f(x),x=infinity);

00
limit (f(x),x=0);

00

plot(f(x),x=0.5..2);
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Z prednédsek MI vime, jak uréit defini¢ni obor feseni. Protoze koeficienty ag(x) = =, ai(x) =2 a prava
strana b(z) = 22—z + 1 jsou spojité funkce na R a protoze ag(x) # 0 pro z # 0, je definiénim oborem
feseni y(z) = % bud interval (—oo,0) nebo interval (0,00). Zduraznéme, ze definiéni obor
feseni musime urcit na zakladé védomosti z teorie linedrnich diferencidlnich rovnic. Protoze pocédtecni
podminka je zadand pro x = 1, je defini¢ni obor Feseni y(z) = % interval (0,00). Resenf
roste nade vSechny meze pro x — oo.

Poznamka. Limitu feseni v nule jsme spocetli pro lepsi porozumeéni obrazku integralni kiivky. Ptikazem
factor jsme docilili funkéniho predpisu ve tvaru jednoho zlomku.
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Priklad 5. Naleznéte feSeni nelinearni diferencidlni rovnice
, 1+ 2z
=3

Y (1)

které vyhovuje po¢atecni podmince a) y(0) =0, b) y(0) =1, ¢) y(0) =3, d) y(0) =1.

Napovéda. Ukolem je Tesit jednu diferencialni rovnici pro ¢tyti ruzné pocateéni podminky. Chceme-li
se vyhnout opakovani postupu, muzeme napsat cyklus nebo alespon pocateéni podminky umistit do sez-
namu a odvolavat se na jejich poradi.

> DR:=diff (y(x),x)=(1+2%x)/(2xy(x));

d 11422
> PP:=[y(0)=0,y(0)=1/4,y(0)=1/2,y(0)=1];
1 1
PP = [4(0) =0.50) = 1.9(0) = 5,5(0) = 1]

> dsolve({DR,PP[1]},y(x));

y(x) = Vo + 22, y(z) = -V + 22

> dsolve({DR,PP[2]},y(x));
1
— 2
y(z) =/z+z 16
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> dsolve({DR,PP[3]},y(x));
/ 1
y(r) = 93+:v2—|-1

y(x) =vr+a2+1

Cyklus je pouze technicky jiny postup. Jeho struktura by méla byt zfejma, proto ji nevysvétlujeme.
Cilem je upozornit na tuto moznost.
> for X in PP do
res:=dsolve ({DR,X},y(x));

> dsolve({DR,PP[4]},y(x));

print (X);
print(res);
od:
y(0) =0
y(x) = Vo + 22, y(z) = -V + 22
1
y(0) = 1
() =[x+ 22+ €
SE =y 16
1
y(0) =35
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1
y(x) =z +a2 +

y(0) =1
y(w) = Ve + a7 +1

Poznamka. Povsimnéme si, Ze prvni pocatetni podminka nemé pro diferencidlni rovnici (1) smysl.
Zlomek na pravé strané rovnice (1) je definovédn pro y # 0. Pfesto systém Maple nasel feseni a hned
dvé. Ta ale fesi poc¢atecni tlohu 2yy’ = 14 2x, y(0) = 0. Vidime, ze systém Maple musi byt pod stélou
kontrolou uzivatele.

Nesmime zapomenout urcit definicni obor partikularnich feseni. Podivejme se na problém zevrubnéji.
Obecné teseni diferencidlni rovnice (1) umime najit metodou separace proménnych. Pokud najdeme
prislusné primitivni funkce, metoda dava rovnici pro nezndmou x a y, ze které se nékdy podaii y
osamostatnit. V nasem pripadé pozadame systém Maple, aby Teseni nehledal v analytickém tvaru, ale
dal ndm rovnici pro neznamou x a y. V piikazu dsolve pouzijeme volbu implicit.

> dsolve(DR,y(x),implicit);
y(x)! —z—2?— _Cl1 =0

V predmeétu Matematika I jsme se naucili, ze integralni kiivka feseni diferencidlni rovnice (1) bude lezet
bud v obdélniku (—o00, 00) X (—00,0) nebo v obdélniku (—o0,c0) x (0, +00) a ze probih& dany obdélnik
,,od hranice k hranici”. Rovnice y*(z) —x —2? —c; = 0 md smysl, jestlize 22 +z+c¢; > 0. Vime, 7e je-li
c > i , pak kvadraticky trojélen 2 + x + ¢; nabyvé pro kazdé x € R kladnych hodnot, nebot je jeho
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diskriminant zaporny a koeficient v kvadratickém clenu je kladny. V ptipadé, ze ¢; < i , je nerovnost
splnéna pro z € (—oo, _% _ \/1;‘4@) U (_% 4 \/1—54@

Maple nalézt, viz ReSeni rovnic.

,+00). Kofeny kvadratického trojélenu umi systém

> solve(x"2+x+._Cl,x);

Poznamka. Pozor! Resenim diferencidlni rovnice je funkee jistych vlastnosti, jejimz definiénim oborem
je prave jeden interval. Tedy v pripadé, ze ¢; < i , musime vybrat jeden interval ze sjednoceni (—oo, —% —
VIAe) U (—2 + Y129 4 00) v zdvislosti na pocdtecni podmince.

Nage tivaha bude ziejm4, uvédomime-li si, ze rovnice y?> —22—x—c; = 0 je pro ¢; # 1 rovnici hyperboly

4
se stfedem (—%, 0) , nebot rovnici lze upravit na tvar

UGS )
Cl—i Cl_i

Je-li ¢ — % < 0, pak je hyperbola soumérna podle osy x a v pripadé, ze ¢; — i > 0, pak je soumérna
podle piimky @ = —1. Pro ¢; = } ziejmé tdpravy vedou na tvar |y| = |z + 3|, tj. rovnici dvou
ruznobéznych piimek — asymptot hyperboly. Kiivky v nasledujicim obrazku odpovidaji hodnotam ¢; =
1—16, i, . Pov§imnéme si, ze celd vétev zelené hyperboly je grafem funkce proménné z , zatimco pro cernou
hyperbolu toto neplati.
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Dosazeni prislusnych konstant (¢; = %, i, 1) nés vede k zavéru, ze v piipadé b) je definicnim oborem
partikuldrniho fesenf interval (‘/‘1_2, +00), v piipadé c) (—%, +00) a v piipadé d) (—oo,+00). Piislusné

integralni kfivky muzeme nahlédnout v pfedchozim obrazku. Rozmysleme si dobfe, jak vypadaji.

Poznamenejme, ze integralni kiivky muzeme nakreslit, aniz bychom fesili zadanou diferencialni rovnici.
K tomu slouzi prikaz

DEplot([DR], [y(x)],x = a..b, [[PP1], [PP2], [PP3], ...], volba);,

’

kde DR je dana diferencidlni rovnice, y(x) je symbol pro feSeni, x=a..b je rozmezi nezavisle proménné
a PP1, PP2, PP3 jsou pocatecni podminky. Kazda pocatecni podminka da vzniknout jedné integralni
krivce. Pozor! Piikaz DEplot je soucasti souboru programiu DEtools. Bud tento soubor programu pred
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pouzitim piikazu DEplot privolame piikazem with(DEtools): nebo musime uzit komplikovanéjsi tvar
DEtools[DEplot] (...);. Vratme se k Pifkladu 5 a nakresleme integralni kiivky feseni pro varianty b)
—d). Vyuzijeme volitelny parametr volba pro vymezeni y—ové souradnice a zvolime si barvy kiivek.

> DR:=diff (y(x),x)=(1+2xx)/(2*xy(x));

d 11+ 22
DR := —y(z) = <
) 2 y(x)

dx

> DEtools[DEplot] ([DR], [y(x)],x=0..2, [[y(0)=1/4], [y(0)=1/2], [y(0)=1]1],
y=-1..3,1linecolor=[black,blue,green]);
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Rovnice, jejichz reseni hledame pomoci metody separace proménnych, casto nespliuji predpoklady
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véty o jednoznacnosti feseni. V tomto piipadé je zapotiebi systém Maple fadné kontrolovat, nebot lohu

nevytesi korektné. Nasledujici piiklad ilustruje tuto zradnost.

Priiklad 6. Naleznéte feseni poc¢atecni ulohy

y = =33y, y(0)=8

a nakreslete jeho graf.

> DR:=diff (y(x),x)=-3*(y(x))"~(2/3);

0,1
d o3
DR:= q-y(x) = —3y(x) °
> PP:=y(0)=8;
PP = y(0) =8

> pres:=dsolve({DR,PP},y(x));

0,1 0,1

@— @—A

pres .= y(z) = RootOf | _Z 3 483

> f:=unapply(rhs(pres),x);
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1
f =2 — RootOf | _Z 3 +x—38

> plot(f(x),x=0..3);

87

0 0.5 1 15 2 25 3
X

Poznamka. Symbol Root0f (vyraz) v systému Maple reprezentuje vSechny kofeny rovnice vyraz = 0
pro neznamou _ /7 .

Vratme se k diferencidlni rovnici (2). Prava strana rovnice —3+{/y? je funkce spojitd na R x R
(funkéni predpis nezavisi na proménné z ), tedy feseni prochdzi od ,hranice k hranici” obdélnika R x R.
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V predchozim obrazku integralni kiivka skonéila v bodé (2,0) a to neni mozné. Ziejmeé y(z) =0,z € R
je konstantni feseni rovnice (2). Zd& se, ze partikuldrni feseni muzeme prodlouzit konstantni nulou.
Systém Maple ik, ze TeSeni pocdteéni tlohy (2) spliuje algebraickou rovnici

y%—l—az—2:0.

Ke stejnému zavéru dospéjeme, pouzijeme-li metodu separace proménnych pro y # 0. Vzhledem k
pocdtecni podmince je y > 0. Tedy y = (—z + 2)® za piedpokladu, ze —z +2 > 0, tj. x < 2. Nabizi
se otdzka, zda funkce y(z) = (—x +2)*,x € R nenf fesenim tlohy (2). Spoctéme y/(x)

y'(z) = =3(—x+2)*, zeR.
Dosadime do pravé strany rovnice (2) za y
2 2
=3ly(z)]s = =3[(—z +2)°]°* = -3(-z+2)*, z€eR.

Overili jsme, ze funkce y(x) = (—z+2)®, 2 € R je diferencovatelnou funkei na R a ze splituje rovnici (2),
tedy je fesenim. UkaZzeme, Ze feSeni, které systém Maple nasel, lze pro x > 2 také prodlouzit konstantni
nulou. Nebot y(2) =0 a y'(2) =0. Funkce

C (—x+2)?, <2
y(a:‘)—{ 0, z>2

je spojitd a diferencovatelnd na R a vyhovuje diferencialni rovnici (2). Pomoci systému Maple nakreslime
grafy téchto dvou teseni.

Napovéda. Piikaz piecewise(podml,fl,podm2,f2,f) ndm umoznuje definovat funkci po ¢astech.
Je-li splnéna podminka podm1, plati funkéni predpis £1, je-li splnéna podminka podm2, plati funkéni
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predpis £2, jinak plati funkéni predpis f.

> gi=x—>(-x+2)"3;

r— (—r+2)3

<
I

> plot(g(x),x=0..4);

21 X
_4€
]

8-
> f:=x->piecewise(x<=2, (-x+2)73,0);
f = x — piecewise(r < 2, (—x + 2)3,0)

> plot(f(x),x=0..4,color=blue,thickness=5);
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Dalsi zkouméni by ukézalo, ze Piiklad 6 ma nekoneéné mnoho teseni, kterd maji tvar

(—z+2)% <2
y(z) = 0 , 2<z<c
(—z+c¢)?, c<x

kde ¢ > 2. Pro hodnoty ¢ = 2, 3.5, co jsou TeSeni zakresleny v nasledujicim obrazku.
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Vsechna feseni jsme nasli pomoci metody ,,slepovani feseni”. Studenty, ktefi se zajimaji o problematiku
diferencialnich rovnic a chtéli by se seznamit s metodou ,,slepovani feseni”, odkazuji na knihu Prehled
uzité matematiky II, Karel Rektorys, str. 6-7.

Vétsina diferencialnich rovnic zejména nelinearnich nema analytické feSeni. V piipadé, Ze jsou pro
pocateéni ulohu splnény predpoklady véty o existenci a jednoznacnosti feseni a feSeni neumime analyticky
vyjadrit, alespon muzeme spocitat priblizné feseni. K tomu slouzi metody numerické matematiky. Systém
Maple v pripadé, ze feSeni neumi nalézt, neda zadnou odpoved. Muzeme alespon nakreslit smérové pole.
Se systémem Maple je to jednoduché. Pouzijeme piikaz dfieldplot(DR,y(x) ,x=a..b,y=c..d,volba);.
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~ 7

Tento prikaz stejné jako DEplot je soucdsti souboru programii DEtools.

1 rovnice

’

le diferencidln

érové po

Nakreslete sm

Priklad 7.

4

+ .

Y

1

3

(4-xxy(x))/(1+y(x)~2);

diff (y(x),x)=

> DR:

=[40,40]);

10,dirgrid

> dfieldplot(DR,y(x),x=-10..10,y=-10
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Poznamka. Vyuzili jsme volitelny parametr dirgrid=[m,n], pomoci kterého jsme nastavili pocet
bodu sité. Smérové pole se tak skldada z m X n segmentu.

Sami vyzkousejte, ze systém Maple nenajde obecné feseni diferencidlni rovnice (3). Pfedchozi obrazek
ndm vsak ddva jistou predstavu o feseni na intervalu (—10, 10) . Protoze funkce f(z,y) = ﬁgé’ je spojité
v R?, lez{ integraln{ kiivky rovnice (3) v obdélniku R x R a piitom ho probihaji ,,od hranice k hranici”.
V kazdém svém bodé maji tecnu uréenou smérovym polem diferencialni rovnice. Ovérime-li predpoklady
véty o existenci a jednoznacnosti fesenti, zjistime, Ze rovnice (3) mé pro kazdou pocatecni podminku prave
jedno feSeni. M4 tudiz smysl, zajimat se o ptiblizné feseni.

Priiklad 8. Urcete ptiblizné hodnoty feseni pocatecni tilohy

! 4_5L‘y

:Tyg7 1/(0):_2

Y

pro x = —1,—-0.5,0,0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4 a vyneste je do roviny xy.

Napovéda. Hodnoty muzeme nalézt najednou pomoci piikazu
dsolve({DR,PP}, y(x),numeric, output = array([x1,x2,...,xk]));.

Volitelny parametr output=array([x1,x2,...]) zajisti vypis tabulky usporddanych dvojic (z;,y;),i =
1,2,...k, kde y; je ptiblizna hodnota feseni v x;. Poznamenejme navic, ze zadané hodnoty x jsou
¢leny posloupnosti, kterd je uréena vzorcem pro n-ty ¢len a, = —1 + (n — 1)% Hodnoty = =
—1,-0.5,0,0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4 muzeme pomoci systému Maple generovat prikazem seq(-1+(n-1)*0.5,
Priikaz, ktery vykresli usporadané dvojice do roviny zy, ma strukturu odeplot(tab,style=point);,
kde tab je tabulka usporadanych dvojic ziskand jiz zminénym postupem. Piikaz je soucasti souboru
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programu plots.

> DR:=diff (y(x),x)=(4-x*xy(x))/(1+y(x)"2);

_d o d-ayx)
DIt = d:vy<x) 14 y(x)?
> PP:=y(0)=-2;

PP :=y(0) = -2

> tab:=dsolve({DR,PP},y(x),numeric, output=array([seq(-1.0+(i-1)*0.5,
i=1..11)1));
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0.0

tab :=
1.50000000000000000

2.0
2.50000000000000000
3.0
3.50000000000000000
4.0

> plots[odeplot] (tab,style=point);

2,y (x
~1.0 —2.46916883175438384
—0.500000000000000000 —2.30536062864656133

)]

—2.0

0.500000000000000000  —1.44763415200380452
1.0 —0.143413274317184703

1.06095212434664820
1.41011727792797204
1.51699121804150505
1.49235107072983952
1.38090099481315164
1.21806005488714053
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Uzitim pifkazu dsolve({DR,PP},y(x) ,numeric); najdeme piiblizné feseni poc¢atecni uilohy DR,PP.
Oznacime-li si toto feseni, pak snadno najdeme hodnotu feseni pro libovolné z. Vratme se k Ptikladu
8. Pro x = 0.1 hledejme piibliznou hodnotu teseni.

> res:=dsolve({DR,PP},y(x),numeric);
res := proc(z_rkf45) ... end proc
> res(0.1);

[z = 0.1,y(z) = —1.91522136344974037]
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Se systémem Maple muzeme nejenom vykreslit konkrétni usporadané dvojice grafu ptiblizného fesent,
ale také muzeme nakreslit cely graf. Staci pouzit piikaz

odeplot(res, [x,y(x)],x = a..b, volba);,

kde resje vystup piitkazu dsolve({DR,PP},y(x) ,numeric);. Nakresleme ptiblizné feseni pocatecni
ulohy z Prikladu 8.

> plots[odeplot] (res, [x,y(x)],x=-20..20,numpoints=100) ;

Poznamka. Volitelny parametr numpoints nastavuje minimalni pocet bodu grafu. V nasem piipadé
jsme docilili vyhlazeni kfivky.
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Poznamka. Systém Maple implicitné pouziva numerickou metodu Runge — Kutta Fehlberg. Typ
metody lze do jisté miry ovlivnit, viz Help.
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