Diferencialni rovnice II
Cilem tohoto kurzu je ukézat si ruzné pitklady pouziti pocitacového algebraického systému Maple pii feseni
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu a soustav obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Piiklady by nas mély

presvédcit o uzitecnosti softwarovych ndstroju jako je systém Maple na jedné strané a na druhé strané ujistit,
ze bez zékladnich matematickych znalosti nelze softwarové néastroje rozumné pouzit.

Pozndmka. Zaméiime se na strukturovany (pfehledny) zapis prikazu v systému Maple.

Symbolicky diferencidln{ rovnici 2. fadu pro nezndmou funkci y = y(x) piseme ve tvaru

F(z,y,y,y")=0.

Obecné feseni pro vétsinu rovnic neumime najit. Zda systém Maple nalezne feSeni, se piesvédéime pomoci
pifkazu dsolve(DR,y(x)), kde prvni parametr DR je dand diferencidln{ rovnice a druhy y(x) je ndzev pro
hledanou funkci. Pripomenme si nékteré dovednosti, které jsme mohli ziskat v kurzu Derivace nebo Diferencialni
rovnice I. V systému Maple derivaci funkce y podle z zapiSeme pifkazem diff(y(x),x). Podobné pro druhou
derivaci funkce y podle x pouzijeme pitkaz diff(y(x),x$2).

Priklad 1. Naleznéte obecné feSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty
y' =3y +2y=0.

> DR:=diff (y(x),x$2)-3*diff (y(x),x)+2*y(x)=0;

DR = (dd—;y(x)) 3 (%y(x)) +2y(2) =0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = _Cle® + _C2e(7)

Priklad 2. Naleznéte obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty
1! / :
Yy =3y +2y=xsinzx.

> DR:=diff (y(x),x$2)-3*diff (y(x),x)+2xy(x)=x*sin(x);
DR := & ()) -3 4 () | +2y(z) = zsin(z)
=\ gy A y(x) = xsin (x
> dsolve(DR,y(x));

1 1
y(x) = 13—0 xcos (z) + I xsin (x) — 235 sin (z) + 5—; cos () + e _C1 + e*_C2

Priklad 3. Naleznéte obecné feSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice
2,11 /
zy" —xy +y=0.

> DR:=x"2x%diff (y(x),x$2)-x*diff (y(x),x)+y(x)=0;

DR =22 (dd—;m) ~o (v @) 4@ =0

> dsolve(DR,y(x));

y(x)=_Claz+ _C2xIn(x)



Priklad 4. Naleznéte obecné feSeni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice
22y —xy +y=zlnzx.

> DR:=x"2*diff (y(x),x$2)-x*diff (y(x),x)+y(x)=x*1n(x) ;

d? d
p— 2 — _ pr—
D= (1r@) ~2 (v @) + (o) =ahi(@)
> dsolve(DR,y(x));

y(@)=2.C2+xIn(x)_CI + % (In (2))* z

Poznamka. Systém Maple oznacuje, pro nds trochu netradiéné, integracni konstanty _C1, _C2. Cilem
piikladu 1-4 je ukézat, ze systém Maple nalezne feSeni nékterych diferencidlnich rovnic mnohem rychleji nez
lidské bytosti. Reseni ptikladu 1-4 umime sami nalézt.

Zkouska spravnosti feSeni obycejné diferencidlni rovnice se v systému Maple provede pomoci piikazu ode-
test(res,DR) , kde res je rovnice, kterd definuje jistou funkci bud’ analyticky nebo implicitné a o které se chceme
presvédcit, ze je feSenim diferencidlni rovnice DR. Je-li testovand funkce feSenim diferencialni rovnice DR, pak
systém Maple vrati hodnotu 0. Vratme se k piikladu jedna a provedme zkousku.

> res:=dsolve(DR,y(x));
res =1y (z) = Cle® + _C2 ()

> odetest(res,DR);

Piiklad 5. Naleznéte partikuldrni feSeni homogenni linearni diferencidlni rovnice s pocate¢ni podminkou
(e"+1)y" =2y —e"y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

Urcete jeho definiéni obor a ovérte, ze toto partikuldrni feSeni nabyvé pro zg = 0 lokalni minimum. Nakreslete
graf feseni.

> DR:=(exp(x)+1)*diff (y(x),x$2)-2*diff (y(x),x)-exp(x)*y(x)=0;
pr=(+ 1) (Lyw) -2 (Ly@) - ey =0
= (e deyx dxyx e*y(x) =
> PP:=y(0)=1,D(y) (0)=0;

PP :=y(0)=1,D(y)(0) =0

> res:=dsolve({DR,PP},y(x));

3
res::y(x)=§ + =

> f: =unapp1y(rhs (combine(res)),x);

3
f:=xi—>§ + =

> £(0);



> D(£)(0);

0
> D(D(£))(0);

1

2
>  limit(f(x),x=-infinity);

3

2
> limit(f(x),x=infinity);

00
> plot(f(x),x=-2..2,y=0..1.5);
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Poznamka. 7 prednasek z MII vime, ze kazda linearni diferencialni rovnice s poc¢ateéni podminkou ma feseni,
které je jednoznacné. Déle vime, jak urcit definiéni obor feseni. Vzhledem k tomu, zZe koeficienty ag(z) = e*+1,
a1(xz) = =2, az(x) = —e® jsou spojité funkce na R a ze ag(z) # 0 pro Vz € R, definién{ obor partikuldrniho
teSeni je R. Tedy defini¢ni obor feseni musime ur¢it na zdkladé znalosti z teorie linearnich diferencialnich
rovnic. Vypocty limit, které jsme provedli v prubéhu feSeni, napoméahaji jisté predstavé o grafu feeni.

Pozndmka. Nynf si vysvétlime (v nékterych pfipadech moznd jen pfipomeneme) nové piikazy, které jsme
pouzili pii feSeni Piikladu 5. Chceme-li najit feSeni pocatecni 1lohy, pak pouzijeme piikaz dsolve, kde vedle
diferencidlni rovnice oddélené ¢arkou napiSeme pocateéni podminku a uzavieme do slozenych zavorek. Ptikaz
dsolve vraci FeSeni ve tvaru rovnice, na jejiz pravé strané se obvykle nachazi funkéni predpis daného feSeni.
Potiebujeme-li ziskat tento piedpis, pouzijeme pifkaz rhs (right-hand side). Protoze Pitklad 5 vyzaduje praci
s feSenim jako funkci, musime ji vytvorit. K tomu slouzi ptikaz unapply(vyrazx), ktery z vyrazu vyraz udéld
funkci proménné x.

Ve Sbhirce piikladu z matematiky se muzeme setkat s ilohou, dokézat, ze dané funkce yi,ys tvofi v intervalu
I fundamentalni systém feSeni homogenni linedrni diferencialni rovnice 2. fadu, rovnici sestavit a napsat jeji
obecné FeSeni. Vime, ze nejprve musime ovéfit, ze Wy, 4,(x) # 0 alespon pro jedno z € I, kde W, ,, je
Wronského determinant (Wronskidn) funkei y;,y2 . Pomoci pifkazu wronskian(seznam,x) vytvoifme matici,
kde na (4, 7)-té pozici je (i—1)-vd derivace j-té funkce ze seznamu ( seznam) podle proménné x. Seznam prvkua
vytvorime tak, ze tyto prvky oddélené ¢arkou uzavieme do hranatych zavorek. Tak stanovime jejich poradi.



Determinant matice spoc¢teme uzitim piikazu det. Pfipomenme, ze piikazy linedrni algebry jsou soucasti
souboru programu linalg, ktery musime pfivolat piikazem with(linalg):.

Piiklad 6. Dokazte, ze funkce y1 = e 2% a yo = ze 2® tvoif v R fundamentélni systém FeSeni homogenni
linearni diferencidlni rovnice 2. fadu, rovnici sestavte a napiste jeji obecné feseni.
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been cervenaefined and unprotected

> fs:=[exp(-2*x) ,x*exp(-2*x)];

fs:=[e(722) zel=27)]
> Wr:=wronskian(fs,x);
o(~27) pe(—27)
W=l g c2m _gpel2n)
>  det(Wr);
(o
> sez:=[y(x),exp(-2*x) ,x*exp(-2*x)];
sez = [y(x),e(=2%) xe(=22)]
> W:=wronskian(sez,x);
yz) 2o pel-27)
. % (1) —26(-20)  ((=22) _ 9 ge(-22)
12

@y(a:) 4e(=22)  _4e(=29) 4 4ge(=27)

> det(W)=0;
4y(x) (6(7“))2 +4 (%y(x)) (e(*“))Q + (% (@) (e(fzgg))? -0

> simplify (%) ;

(—4z) d d?
e dy(x) +4 ay(x) + @y(fﬂ) =0

Nebot plati, ze Wy, 4, (z) = e~ £ 0,Vz € R, jsou funkce y; = e 2% a y, = re~2* linedrné nezdvislé a tedy
tvoii v R fundamentalni systém feSeni néjaké homogenni linearni diferencidlni rovnice 2. Fddu, napf. nami
sestavené diferencidlni rovnice y” 44y’ +4y = 0. Obecné fesen{ této rovnice ma tvar y(z) = C1y1 +Cayz2, x €
R, Cy,C5 € R.

Poznamka. Ze vztahu pro obecné feseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu vidime, ze funkce
Y, Y1, Y2 jsou linedrné zavislé, nebot y je linedrni kombinaci y1,y2 . Tedy musi platit, ze W, 4,(x) =0,Vz €
R. Tento vzorecek jsme vyuzili pro sestaveni diferencidlni rovnice, jejiz feSeni jsou zadané funkce.

Piiklad 7. Urcete v intervalu = € (0,7) redlny fundamentdlni systém feseni homogenni linedrni diferencidlni
rovnice s nekonstantnimi koeficienty

" 2 , 2  cotgx
y—<—+cotg$)y+(—2+ >y=0~
T T T
> DR:= diff (y(x),x$2)-(2/x+cot(x))*diff (y(x),x)+
+(2/(x"2)+cot (x) /(%)) *y(x)=0;




DR = (dd—;y(x)> - <% +cot(w)) (%mm) + (?22 + “’lﬂ) y(x) =0

> res:=dsolve(DR,y(x));

_C1 x+/sin(z) N _C2 z+/sin (x) cos(z)
(1 + cos(z)) (—1 + cos())F) (1 + cos(x)) (—1 + cos(x)))(+)

res:=y(x) =

> simplify(res);

x +/sin(x)(_C1 4+ _C2 cos(x))
(-1+ cos(x)Q)(%)

y(r) =

Pozndmka. Systém Maple ndm dal fesen{ ( res), které jsme se pokusili zjednodusit pomoci pifkazu sim-
plify(res);. V tomto pfipadé i upravené reseni davd pouze komplexni fundamentdln{ systém, nebot pro x € (0, )
plati, ze

—1 + cos? () <0 = (-1+ cos? (:c))i je funkéni predpis komplexni funkce redlné proménné .

Je na nds, abychom si povsimli, ze pro z € (0,7) je

sin(x) _ 1 i sin(z) (L) \/sin(z) _ v
(=1 + cos?(z))3 < ) /1 —cos?(x) =1 \/sin(x) '

-1

Tedy
y(x) = V—=1(Cyz + Cyxcos(x)).

Odtud je vidét, ze yi1(x) = = a yo(x) = xcos(z). Dalsim vypoctem se piesvédéime, ze y; a yo jsou dveé
linearné nezavisld reSeni zadané rovnice, tudiz tvoii fundamentalni systém.

> vys:=y(x)=Cl*x+C2*x*cos(x);
vys ==y (x) = _Claxz + _C2xcos(x)

> odetest(vys,DR);

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been cervenaefined and unprotected
> fs:=[x,x*cos(x)];
fs:=[x,xcos(x)]

> Wr:=wronskian(fs,x);

| = x cos(z)
W= 1 cos(x) — xsin(x)
>  det(Wr);
— sin (x) 22



Mnozina funkei {z,zcosz} tvoii v intervalu (0,7) redlny fundamentdlni systém feseni, protoze tyto funkce
jsou fesenfm zadané diferencidln{ rovnice a jsou linedrné nezévislé (—z?sin(x) # 0, Vo € (0,7) ).

V dalsi ¢ésti se zabyvame homogenni soustavou linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantnimi
koeficienty

A
T = a11x+ a2y

Y = anz+any, (1)
kde a;; € R,%,5 =1,2. V kurzu Matematika II jsme se naucili soustavu (1) fesit, ma-li matice soustavy (1) dvé
ruzna redlnd vlastni ¢isla nebo dvé imagindrn{ (komplexné sdruzend) vlastni ¢isla. Systém Maple muze provést

vvvvv

dsolve({DR1, DR2, PP}, {x(¢t),y(t)});,

kde DRI a DR2 jsou dané diferencidlni rovnice, PP je poc¢dtetni podminka, je-li zadand, a x(t),y(t) jsou
symboly pro zavisle proménné. Grafy slozek feseni a trajektorie snadno ziskame uzitim piikazu

DEplot([DR1, DR2], [x(t),y(t)],t = a..b, [[PP]], volba);,

kde t=a..b je rozmezi nezdvisle proménné. Chceme-li nakreslit graf prvni slozky feseni x(t) za volba
dosadime scene=[t,x|. Podobné vytvoiime graf druhé slozky y(t). V ptipadé, ze kreslime trajektorii, pouzijeme
scene=|[x,y] nebo nic. Pozor! Piikaz DEplot je sou¢dsti souboru programu DEtools. Bud tento soubor pro-
gramu pred pouzitim pifkazu DEplot pfivoldme pifkazem with(DEtools): nebo musime uzit komplikovanéjs
tvar DEtools[DEplot](...);. S podobnym upozornénim jsme se jiz setkali, kdyz jsme pouzivali pfikazy linedrn{
algebry.

Pozndmka. Parametry piikazu DEplot nemusi byt seznamy objektu. V pifkazu lze téz uzit mnoziny objektu
(slozené zdvorky). Tato volnost neplati naptiklad pro piikaz dsolve. V jeho piipadé je nutnosti uzit mnozinu

vevs

napovédy (Help) nebo postupovat pokus omyl.

Piiklad 8. Najdéte obecné feseni autonomni homogenni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic

¥ = =3+
Yy = V2 —2y.

Déle naleznéte partikularni feseni, které vyhovuje pocateéni podmince

2(0) =4, y(0)=+2.

Nakreslete trajektorii, kterd prochézi bodem (4,v/2), a grafy jednotlivich slozek nalezeného partikuldrniho
feSeni.

> with(DEtools):

> DR1:=diff (x(t),t)=-3*x(t)+sqrt(2)*y(t);

DRI := %x(t) — _3a(t) + Vay(t)
> DR2:=diff (y(t),t)=sqrt(2)*x(t)-2*y(t);

DR2:= %y(t) = V2z(t) — 2y(t)
> dsolve({DR1,DR2},{x(t),y(t)});

{y(t) = -3 (Cle=48) —2_C2e(V) V2,2(t) = _Clel=*t) + _C2€(-1}



> PP:=x(0)=4,y(0)=sqrt(2);
PP :=2(0) = 4,y(0) = V2
> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)});
{z(t) =2e4D + 27D y(t) = -1 (24D —4e(D) 2}

> DEplot([DR1,DR2], [x(t),y(t)],t=0..2, [[x(0)=4,y(0)=sqrt(2)1],
x=-4..4,y=-2..2);
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> DEplot([DR1,DR2], [x(t),y(t)],t=-0.2..2,[x(0)=4,y(0)=sqrt(2)],
scene=[t,x]);

0 05 1 1.5 2

> DEplot([DR1,DR2], [x(t),y(t)],t=-0.2..2, [x(0)=4,y(0)=sqrt(2)],
scene=[t,y],stepsize=0.05);
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Poznamka. Pri kresleni trajektorie explicitné zadavame rozmezi z-ové a y-ové souradnice. U grafu druhé
slozky feseni pouzivame volbu stepsize, ktera ndm umoznuje zjemnit krok numerické integrace, a tak vyhladit
graf.

Obecné teseni soustavy (1) je popsdno vztahem

()= (Cg) o ()

a parametrické rovnice trajektorie, ktera prochéazi bodem (4,+/2), maji tvar

z(t) = 2y 27!
yt) = —V2e 4227t

Spocteme-li limity tlim z(t) a tlim y(t), zjistime, ze trajektorie vchaz{ do rovnovazného stavu (0,0), coz
—00 —00

odpovida obréazku.

Poznamka. PovSimnéme si, ze vystupem piikazu DEplot je kromé trajektorie také vektorové pole soustavy
(1). Z obrazku tedy ziskdme jistou predstavu o vsech trajektorifch soustavy (1). Podivejme se na nékteré
trajektorie, které mizeme snadno ziskat z obecného feseni. Necht napifklad ¢; = 0. Pak y(t) = v2z(t).
Vzhledem k tomu, Ze (0,0) je jediny rovnovazny stav soustavy, jsou polopiimky y = v2x,z > 0 a y =
V2x,x < 0 dvé trajektorie. Podobné dostaneme dvé polopiimky jako dvé trajektorie soustavy (1), volime-li
Co = 0.



