Dvojny a trojny integral

Chceme-li v Maple zapsat dvojny integrdl pfes mnozinu M, musime nejdiiv zavolat knihovnu programu
student a pak pouzit piikaz Doubleint (f (x,y) ,x,y,M):

> with (student):
> Doubleint (f (x,y),x,y,M);
/ / f(z, y) dz dy
M
Chceme-li vypocitat dvojny integral musime si ho rozdélit na dva jednoduché integrali.

Vypoéteme nyni dvojny integral // ry?drdy, kde M = {(z,y) € R* 1 <z < 2,1 <y < 2}. Nejprve si

mnozinu M zakreslime.
> with(plottools):
> Mg := rectangle([1,1], [2,2], color=green):
> plots[display] (Mg, scaling=constrained,tickmarks=[2, 2]);
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Nyni vyjadiime dvojny integral pomoci jednoduchych integrali a ty vypocteme.
> Doubleint (x*y~2,x,y,M)=Int(Int(x*y~2,y=1..2),x=1..2);

2 2
//xy2dxdy://:1:y2dyd:1:
M 11

> Int(Int(x*y~2,y=1..2),x=1..2)=int(int(x*y"2,y=1..2),x=1..2);

2 2 7
/ /:cdeydx:—
1 J1 2

Vypocteme nyni dvojny integral // zy?dedy, kde M = {(z,y) € R y <2—=xz,y >0, z > 0}. Nejprve
M
si zobrazime graf funkce y =2 — x:

> plot(2-x,x=1..2);
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Nyni muzeme jiz nakreslit mnozinu M:
Mg:=polygon([[1,1]1,[1,2],[2,1]],color=green):
plots[display] (Mg,scaling=constrained,tickmarks=[2,2]);
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Nyni vyjadiime dvojny integral opét pomoci jednoduchych integrala a ty vypocCteme.
> Doubleint (x*y~2,x,y,M)=Int (Int(x*xy~2,y=1..2-x) ,x=1..2);

2 p2—x
//xy2dmdy:// ry?dydx
M 11

> Doubleint (x*y~2,x,y,M)=Int (Int(x*xy~2,y=1..2-x) ,x=1..2);

2 2—x _2
/ / zy?dydr = —
1 J1 5

Vypocteme dvojny integral / / zy —2z2dzdy, kde M je mnozina ohranicend grafy funkei y = 22, y =
M
2 — z2. Nejprve si zobrazime graf funkce y = 22 a y =2 — 22

> plot([x~2,2-x72],x=-2..2,tickmarks=[2, 2]);

Nyni si nakreslit mnozinu M:
plot([x72,2-x72] ,x=-1..1,tickmarks=[2,2],filled=true,color=[white,green]);
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Nyni vyjadiime dvojny integral opét pomoci jednoduchych integrala a ty vypocCteme.
> Doubleint (x*y+2*x~2+1,x,y,M)=Int (Int (x*y+2*x"2+1,y=x"2..2-x"2) ,x=-1..1);

1 p2-a2?
//;z:y+2x2+1d:zdy:/ / ry+22°+ ldydr
M —1Jz2

Muzeme si nejdiive pomoci programu Maple vypocitat vnitini integral
> Int(Int(x*y+2*x7"2+1,y=x"2..2-x"2) ,x=-1..1)=Int (int (x*y+2*x~2+1,y=x"2..2-x"2) ,x=-1..1);

1 p2—a? 1 2\2 4
9 _ _
// xy—|—2x2+1dydx:/ z(( :r2) z)+2m2(2—2x2)—|—2—2m2dx
—1J 2 —1

Nyni vypocteme i vnéjsi integral
>  Int(Int(x*y+2*x7"2+1,y=x"2..2-x72) ,x=-1..1)=int (int (x*y+2*x~2+1,y=x"2..2-x"2) ,x=-1..1);

1 2—x 56
/ / zy+222 4+ ldydr = —
—1Jz2 15

7 teorie dvojného integralu vime, Zze nas integral pfedstavuje objem néjakého télesa. Toto téleso si ted
nakreslime.

gl:=plot3d([x,x"2,z],x=-1..1,2=0..x%x"2+2*%x"2+1):
g2:=plot3d([x,2-x"2,2z] ,x=-1..1,2=0..x*%(2-x"2) +2%x"2+1) :
g3:=plot3d (x*y+2*x~2+1,x=-1..1,y=x"2..2-x72):

> plots[display3d] (gl,g2,g3);
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plots[display3d] (gl,g2,g3,style=PATCHNOGRID) ;
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Chceme-li v programu Maple zapsat trojny integral pifes mnozinu M, pouzijeme piikaz
Tripleint (f(x,y,2),%,y,z,M):

> with (student):

> Tripleint(f(x,y,2),x,y,2z,M);

///Mf(m’ Yy, z) dedy dz

z
Vypocteme nyni trojny integral / / / 2y — Zdedydz,
Yy

kde M = {(z,y,2) €R3 0<2<1,1<y <2, 0< 2 <2} Nejprve si mnozinu M zakreslime.
> with(plottools):
Mg:=cuboid([0,1,0],[1,2,2],color=green):
> plots[display] (plots[display] (Mg,style=patch,view=[0..1.5,0..2.5,0..2.5] ,axes=normal,tickmarks=[2

Nyni vyjadiime trojny integrél pomoci jednoduchych integralu a ty vypocteme.
Tripleint (x"3*y-z/y,x,y,2z,M)=Int (Int (Int(x"3*y-z/y,x=0..1) ,y=1..2) ,2z=

0..2);
- 2 2 pl -
///a:3y——dmdydz=///x3y——d$dydz
M Y o J1 Jo Y

Int (Int (Int (x"3*y-z/y,x=0..1) ,y=1..2),2=0..2)=int (int (int (x"3*y-z/y,x

=0..1),y=1..2),2=0..2);
2 2 gl
///x‘q’y—Ed:z:dydz:—2111(2)—|—§
0 J1 Jo Y 4

Vypocteme nyni trojny integral / / / 1dzdydz,
M

kde M = {(z,y,2) €ER3 x>0,y >0,2>0, x+y+ 2z < 1}. Nejprve si mnozinu M zakreslime.



> with(plottools):
Mg:=polygon([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]],color=green):
> plots[display] (Mg,style=patch,view=[0..1.5,0..1.5,0..1.5],axes=normal,tickmarks=[2,2,2]);

Nyni vyjaddiime trojny integrél pomoci jednoduchych integralu a ty postupné vypocteme.
> Tripleint(1,x,y,z,M)=Int(Int(Int(1,z=0..1-x-y),y=0..1-x),x=0..1);

1 pl—z pl—z—y
///1dxdydz:// / ldzdydz
M o Jo 0

Int (Int (Int(1,z=0..1-x-y),y=0..1-x) ,x=0..1)=Int (Int (int(1,z=0..1-x-y)

,y=0..1-x) ,x=0..1);
1 pl—z pl—x—y 1 pl—z
// / 1dzdydx:// 1—2z—ydydx
0o Jo 0 o Jo

Int(Int (Int(1,z=0..1-x-y),y=0..1-x),x=0..1)=Int(int (int(1,z=0..1-x-y)

,y=0..1-%),x=0..1)
1 1—x l—-z—y 1 1<_ 2
// / ldzdydx:/l—x—:z:(l—x)—( z) dx
0 Jo 0 0 2

Int (Int (Int(1,z=0..1-x-y),y=0..1-x) ,x=0..1)=int (int (int(1,z=0..1-x-y)

,y=0..1-x) ,x=0..1);
1 pl—z pl—z—y 1
/ / / ldzdydr = =
0o Jo 0 6



