Vlastni c¢isla a vlastni vektory

[RTLX’I’L

Piipomenme nejprve definici: Rekneme, 7e A je vlastni éislo matice A € a nenulovy

vektor x € R™ je odpovidajici vlastni vektor, jestlize plati
Ax = Xx.

Vlastni ¢isla redlné matice mohou byt redlna nebo komplexni. Symetrickd matice ma
pouze realna vlastni ¢isla. Jestlize x je vlastni vektor matice A, pak i kazdy jeho nenulovy
realny nasobek je vlastni vektor matice A. Obdobné definice plati i pro matice s kom-
plexnimi prvky.

Protoze

Ax=Xx <<= (A-)E)x=0,

kde E = diag(1l,...,1) je jednotkova diagondlni matice, a tato homogenni soustava
linedarnich algebraickych rovnic mé nenulové teseni pravé kdyz matice této soustavy je
singularni, poc¢itame vlastni ¢isla jako koreny charakteristické rovnice

det(A — AE) = 0.
V baliku linalg mame k dispozici nasledujici prikazy:

e charmat(A, \); A je ¢tvercovd matice, A je jméno nebo algebraicky vyraz;
funkce charmat konstruuje charakteristickou matici B = AE — A, kde E je jed-
notkova matice. Je-li A jméno, pak det(B) je charakteristicky polynom matice A.

e charpoly(A, \); A je ¢tvercova matice fadu n, A je jméno nebo algebraicky vyraz;
funkce charpoly pocita charakteristicky polynom matice A, t;j.
det(AE — A), kde E je jednotkové matice.

e cigenvalues(A); eigenvalues(A, C), kde A, C jsou ¢tvercové matice stejného radu;
piikaz eigenvalues(A) vraci posloupnost vlastnich ¢isel matice A. Obsahuje-li A
realnd cisla, je vypocet provadén numericky s presnosti specifikovanou piikazem
Digits. V symbolickém piipadé se vlastni ¢isla pocitaji jako kofeny charakteri-
stického polynomu.

Piikaz eigenvalues(A, C) fesi zobecnény problém vlastnich ¢isel, tj. hleda koteny
polynomu det(AC — A).

e cigenvectors(A), kde A je ¢tvercova matice; procedura eigenvectors poc¢itd vlastni
¢isla a vlastni vektory matice A, tj. pro kazdé vlastni ¢islo A fesi homogenni soustavu
linedrnich algebraickych rovnic (EA— A)x = 0 pro nezndmy vektor x. Vysledkem je
posloupnost seznamu ve tvaru [e;, i, Vi, ..., Vp, |, kde e; je vlastni ¢islo, u je jeho
algebraickd ndsobnost a vy,,..., vy, ; jsou vektory, které tvoif bazi vlastnitho pod-
prostoru odpovidajiciho vlastnimu ¢islu e;, 1 < n; < p, n; je dimenze vlastniho pod-
prostoru. Pro ¢iselné matice se k vypoctu pouzivaji standardni numerické metody
a vypocet se provadi s presnosti specifikovanou prikazem Digits. V symbolickém
piipadé se provadi explicitni (pfesny) vypocet piislusnych vlastnich podprostoru.



> restart;
> with(linalg): with(plots):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected
Warning, the name changecoords has been redefined

> A = array([[2, 3, —1],[3, =6, 2], [—1, 2, 5]]);

2 3 -1
A= 3 -6 2
-1 2 5
> E := evalm(array(identity,1..3, 1..3));
1 00
E=1010
0 1
> B :=evalm(A — A% E);
2—-A 3 -1
B = 3 —6—A 2
—1 2 5—A

> charp := det(B);
charp := —119 + 46 A + A2 — \3
> C:=charmat(A, u);
w—2 =3 1
C = -3 pu+6 =2
1 -2 pu—=95
Matici C jsme vytvorili piikazem charmat. Matice B a C maji opacna znaménka.
Maji stejny charakteristicky polynom?
> charpl := det(C);
charpl == p® — p® — 46 u + 119
Maji polynomy charp a charpl stejné koreny? Tedy vedou oba postupy k ziskani
stejnych vlastnich ¢isel matice A7
Vyzkousejme jesté piikaz charpoly, ktery pocita charakteristicky polynom dané mat-
ice A jako determinant matice A\E — A :
> charp2 := charpoly(A, 7);
charp2 = 3 — 7% — 46 + 119
Na obrazcich 1 a 2 jsou znézornény polynomy charp a charp2.
> chareq:=det(B) = 0;
chareq :== —119 +46 A+ X2 — X3 =0
> solve(chareq, {\});
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Obrazek 1: Polynom charp Obrazek 2: Polynom charp2
{A _ 11188 + 127 v/324363 7 ., 278 . 1}
6 311188 + 1273243630 3[
{A 11188 +127v324363 139 L1
12 311188+ 127+/324363"% 3
R (—11188+ 1273243637 218 )}
2 6 3%1(1/3) ’
{)\:_—11188+12[mw3) - 139 e
12 311188 + 121 +/324363"% 3
L (—11188+ 1213243637 278 )}
2 6 311188 + 121 /324363/%

> evalf(%);

{\=5.435111408 — 0.1 1073 I'}, {\ = —7.395608304 + 0.1339745960 10~° I},

{\ = 2.960496896 + 0.1866025404 108 I'}
> Al :=5.435111408 — .1e — 8 % [;

Al := 5435111408 — 0.11078 1
> A2 = —7.395608304 + .1339745960e — 9 * [;
A2 1= —7.395608304 + 0.1339745960 10~ T
> A3 1= 2.960496896 + .1866025404e — 8 * I;
A3 1= 2.960496896 + 0.1866025404 1078 [
> evalf(eigenvalues(A));

5.435111408 — 0.1 1078 I, —7.395608304 + 0.1339745960 1072 I,
2.960496896 + 0.1866025404 1078 I
Oba postupy nam tedy nalezly stejna vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou ”témeér”
realnd. Z obrazku charakteristického polynomu (Obrézek 1, Obrazek 2) vidime, ze kdyby-
chom pocitali presné, méli bychom ziskat tii realné koreny, a tedy ti redlnd (ruznd) vlastni



¢isla. Nepresnost vysledku zpusobuje jednak pouziti numerické metody pii vypoctu, jed-
nak zaokrouhlovaci chyby.

Zkusme jesté symbolicky vypocet naptiklad pro diagonalni matici:

> DM:=array([[a,0,0],[0,b,0],[0,0,c]1]);

DM =

o O 2
o o O
o O O

> eigenvalues(DM);
a, b, c

Vidime, ze v piipadé diagondlni matice jsou vSechna vlastni ¢isla diagonalni prvky
dané matice.

> eigenvectors(DM);

[a, 1, {[1, 0, 01}], [b, 1, {[0, 1, 0]}], [¢, 1, {[0, O, 1]}]

Vysledek, ik, Ze a je jednoduché vlastni éislo, kterému piislusi vlastni vektor [1, 0, 0].
Obdobné pro vlastni ¢isla b a c.

> DM1i:=array([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,11]1);

1 00

> eigenvectors(DM1);
11, 3, {[1, 0, 0], [0, O, 1], [0, 1, O]}]
Tedy matice DM1 mé jedno vlastni ¢islo rovno 1 s algebraickou nasobnosti 3 a
odpovidajici vlastni vektory jsou vektory (1,0,0)T, (0,1,0)T, (0,0,1)".
Jaké jsou vlastni vektory matice A7

> evalf(eigenvectors(A));

[5.435111408 — 0.11078 1, 1.,

{[—0.179489876 + 0.5105777948 108 I, 0.127810768 + 0.1252888975108 I, 1.]}]
,[~7.395608304 + 0.1339745960 10° I, 1.,

{[1.79828530 + 0.1847745082 10 I, —5.298661502 + 0.359374552210~° I, 1.]}],
[2.960496896 + 0.1866025404 10781, 1.,

{[7.524061680 — 0.4775368097 1078 I, 2.742279288 — 0.12546713471078 I, 1.]}]

Vlastni vektory matice A maji opét ”zanedbatelnou” imaginarni ¢ést:

> vl:=vector([1l., -.712077918+.5394248717e-9%1I,

> -5.571345162+.2918274615e-8*1]);

vl = [1., —0.712077918 + 0.5394248717 1072 I, —5.571345162 + 0.2918274615 1078 I]

> v2:=vector([1., -2.946507676+.1156248156e-9*I,

> .556085283+.628998508e-10%1]) ;
v2 = [1., —2.946507676 + 0.1156248156 1072 I, 0.556085283 + 0.628998508 1019 []

> v3:=vector([1., .3644679428-.5489823192e-9%1,
> .132906932-.3662972362e-8*I]) ;



v3 = [1., 0.3644679428 — 0.5489823192 107 I, 0.132906932 — 0.3662972362 1078 I|
Znéazornéme si jesté nékteré nase vysledky graficky:

> matrixplot(A,axes=boxed);

15

column

3 3

> matrixplot(A,heights=histogram,axes=boxed) ;

4
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A 0
-2
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—6
1 1
1.5 1.5
2 2
2.5 .
column row

al :=

arrow(<Re(v1i[1]) ,Re(v1[2]),Re(v1[3])>, shape=arrow, width=[0.02,
relative], head_length=[0.1, relative], color=black):a2 :=
arrow(<Re(v2[1]),Re(v2[2]),Re(v2[3])>,shape=arrow, width=[0.02,
relative] , head_length=[0.2, relative], color=blue): a3 :=
arrow(<Re(v3[1]) ,Re(v3[2]),Re(v3[3])>,shape=arrow, width=[0.1,
relative], head_length=[0.3, relative],

color=cervena) :display(al,a2,a3, scaling=constrained,
axes=FRAMED) ;
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Je-li v1 vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A\1 matice A, pak vektor Avl je jeho
Al—nésobkem:
> wl:=evalm(A&*vl);

wi := [5.435111408 — 0.1300000000 1078 I, —3.870222812 + 0.2600000000 1078 I,

—30.28088165 + 0.1567022282 1077 I]
pl := arrow(<0,0,0>,<Re(v1[1]),Re(v1[2]),Re(v1[3])>, difference,
color=black) :p2 :=
arrow(<0,0,0>,<Re(w1[1]),Re(w1([2]) ,Re(wl[3])>,shape=arrow,
width=[0.02, relative], head_length=[0.2, relative], color=blue):
display(pl,p2,axes=FRAMED) ;
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Priklady k procviceni
1. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (graficky znazornéte)

1 -6 3
1 10
2 01

A



. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (graficky zndzornéte)

A= —

w o =

1 2
10
01

. Najdéte vlastn ¢fsla a vlastni vektory matice A a matice A? (graficky zndzornéte)
1 1
A= .

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2 -3 1 -1
3 1 =2 0
A= -5 2 0 1
0o 2 -1 1

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

21 0 0
1 0 — 2
A= 00 1 -1
01 0 -1

. Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory matice

2 01 0
0 -1 1 0
A=11 50 1
0 -1 0 1

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (graficky zndzornéte)

2 -1 0
A=|5 3 -2
4 -1 1



