Geometrie v R"

Zacnéme nejjednodussi dlohou: Vypoctéme vzdalenost dvou bodu v roviné. Pouzijeme piikaz distance
z baliku student. Poznamenejme, ze vlastné pocitame délku usecky, ktera oba body spojuje.

> restart;
> with(student):
> distance([a, bl, [c, dl);

\/(b—d)2+(c—a)2
> distance([-1, 1], [3, -2]);
5

Obdobné pro body ve vicerozmérném Euklidovském prostoru:

> distance([a, b,c,d], [al,bl,cl,d1]);

\/(dl —d)?+ (cl —c)24 (b1 —b)?+ (al —a)?

Vypoctéme jesté souradnice stredu usecky AB, nejprve obecné, pak pro
A=[-1,1], B=1[2,-1]:

> midpoint([a, b], [c, d]);

> midpoint([-1, 1], [3, -21);

1, —

Vratme se jesté k piikazu distance. Piikaz student[distance] pocita vzddlenost dvou bodu v R™ :
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> with(student):

> distance(-1,1);

> distance(-1,x+1);
|z + 2|
> distance([1,2,3,4,5],[0,0,0,0,01);
V55
Piikaz geometry|distance] pocitd vzdélenost dvou bodu nebo vzdalenost bodu od piimky:
> restart;
> with(geometry) :
> point(A,a,b);

A
> line(l,x+2*y=1, [x,y]):
> distance(A, 1);

1
= [=1+a+20) V5

a 1
b:=2

> distance(A, 1);

B~
01%
ot
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45

Tedy vzdalenost bodu A od dané primky [ je =

Piikaz geom3d[distance] pocita vzdédlenost dvou geometrickych objekti: bodu, piimek i rovin:

> restart;
> with(geom3d) :
Vzdalenost bodu A od roviny p :
> plane(rho,x+2*y-z+4=0, [x,y,2z]):
> point(A, [a,b,c]):
> distance(A,rho);

1
g la4+2b—c+4] V6

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin:

> plane(sigma,x+2*xy-z=0, [x,y,z]): distance(rho,sigma);

26
3

Zmazornéme si nyni dva vektory a vypoctéme tihel, ktery sviraji:

> restart;

> with(plots):

> bl := arrow(<1,2,3>, <3,-4,5>, shape=double_arrow, color=red):
> b2 := arrow(<1,2,3>, <-1,0,2>, shape=double_arrow, color=blue):
> display(bl, b2,axes=FRAMED);
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Piikaz angle baliku linalg pocitd (v radidnech) thel alfa dvou n—dimenziondlnich vektoru u a v podle

vzorce
u.v

Cos ¥ =
[[ul [Iv]

> with(linalg):
> alfa:=angle( vector([2,-6,2]), vector([-2,-2,-1]) );

V449
66

alfa = arccos(
> evalf(%);
1.264518958
> convert(alfa, units, rad, deg);

V449
6

180 arccos(

T
> evalf(%);

72.45159939
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Tedy vektory sviraji tihel 1,264518958 radianu, tj. 72,45159936 stupnu.

Tti body urcuji trojuhelnik, ktery si muzeme pomoci draw v baliku geometry nakreslit:

> with(geometry) :
triangle(T, [point(A,-1,0),point(B,3,-4),point(C,1,2)]);

>
T
> draw([T(color=blue)], printtext=true, axes=normal);
%3
4 12 3
AN 0
_12
_zé
_3é
47 8
> IsRightTriangle(T);
true

Trojthelnik T je pravouhly. Jaké je plocha T? V baliku geometry ji vypocteme ptikazem area:

> area(T);
8

Prace s vektory je podrobné popsana v ¢asti Linearni algebra. Na tomto misté pripomenme pouze ptikazy
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dotprod (pocita skaldrni soucin dvou vektor) a crossprod (vypoéte vektorovy soucin dvou vektoru z

R3):

>

%

vV V.V V V

with(linalg) :with(plots):
u:=vector([1,1,2]);

u:=[1, 1, 2]
v:= vector([-1,-2,1]1);
vi=[-1, =2, 1]
dotprod(u,v) ;
—1
crossprod(u,v) ;
5, =3, —1]
crossprod(v,u);
[—5, 3, 1]
poc:=vector([0,0,0]);
poc := [0, 0, 0]
bl := arrow(poc, u, shape=arrow, color=blue):
b2 := arrow(poc, v, shape=arrow, color=blue): b3 := arrow(poc,
crossprod(u,v), shape=arrow, color=red):
b4 := arrow(poc, crossprod(v,u), shape=arrow, color=green):

display(bl, b2,b3,b4,axes=FRAMED);
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Jak z vypoctu, tak z obrazku je patrné, ze pro vektory u x va v x u plati: vxu=—uxv.

Priklad: Najdéte alespon jeden vektor a, ktery vyhovuje rovnici a-b = 0 pro dany vektor b.
> a :=<x | yl z>;
a:=lz,y, 2|
> b:=<-1,4,2>;
—1
b .= 4
2
> evalm(a&xb);
—r+4y+2z
Vsechny vektory, které spliuji rovnost a-b = 0 tvoii rovinu —z + 4y + 22 = 0, vektor b je jeji normalovy
vektor. Rovnici a - b = 0 spliuje libovolny vektor, ktery lezi v této rovingé, napt. a = (0,0,0) nebo
a = (2,1,—1). Jaky je obecny tvar libovolného takového vektoru zjistime, jestlize fesime homogenni
soustavu linearnich algebraickych rovnic —z + 4y + 2z = 0 (1 rovnice pro 3 neznamé, matice soustavy je
typu 1x3, vektor nezndmych je 3x1, pravé strana je vektor 1x1):
>  solve({-x+4xy+2*z=0},{x,y,z});
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{r=4y+2z,y=y, 2z =2z}
Prostor vSech feseni nasi homogenni soustavy mé tedy dimenzi 2. My obvykle piSeme parametricky tvar
roviny ve tvaru z =t, y = s, * = 4s+2t, s,t € R. Pripomenme si, jak lze zjistit vlastnosti nasi soustavy
pomoci Maplu. Podrobnosti lze najit v ¢asti MI, Linearni algebra.
> eqns := {-x+d*xy+2xz=0};
eqns .= {—x +4y+ 22z =0}
> C := genmatrix(eqns, [x,y,z], c¢);
C:=[-114 2]
> evalm(c);
[0]

> rank(C);

> nullspace(C,d);
{[4, 1, 0], 2, 0, 1]}
> d;
2

Na nésledujicim obrazku jsme zndzornili zadany vektor b a mnozinu (rovinu) vsech vektoru, které jsou

k nému kolmé.
> pl := arrow([0,0,0], b, shape=arrow, color=red):
> p2:=implicitplot3d({-x+4*y+2%z=0
>},x=-2..2,y=-2..2,z=-2..3) :display(pl, p2,axes=FRAMED);
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Piiklad: Najdéte alespon jeden vektor a, ktery vyhovuje rovnici a-b = 6 pro dany vektor b = (4,1, —5).

Reseni: Tentokrat fesime nehomogenni soustavu rovnic

>

solve ({4xx+y-5xz=6},{x,y,2z});
{z=z,0=2,y=—-42+52+6}

Vektory, spliujici pozadovanou rovnost, tvoii opét rovinu, jejiz parametrické rovnice nam Maple napsal:
r=1t y=6—4t+5s, z =35, t,s € R. V této roviné lezi bod (0,6,0), smérové vektory jsou vektory
(1,—4,0) a (0,5,1).

vV V.V V V V

pl := arrow(<1,-4,0>, shape=arrow, width = 0.3, thickness=3,
color=red):

p2 := arrow(<0,5,1>, shape=arrow,width = 0.3,thickness=3, color=blue):
p3:=implicitplot3d({4*x+y-5*z=6},x=-5..5,y=-10..10,2z=-10..20):
p4:=arrow(<4,1,-5>, shape=arrow, width=0.3,thickness=3,

color=black) :display(pl, p2,p3,p4,axes=FRAMED);
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Priklad: Zjistéte, ktery z bodu A = (2,1,6), B = (5,—10,12), C' = (14, —2,0) lezi v roviné 3z + by —
2z + 1 = 0. Lezi zbyvajici body v jednom poloprostoru uréeném danou rovinou?
Reseni: Dosadime soufadnice boda A, B, C' do rovnice roviny:

> ro:=(x,y,z)->3*x+5*xy-2xz+1;

ro:=(x,y,2) = 3z+by—2z+1

> ro(2,1,6);
0
Bod A tedy lezi v dané rovine.
> ro(5,-10,12);
—58
> ro(14,-2,0);
33

Body B a C nelezi v dané roviné. Lezi v ruznych poloprostorech tvorenych touto rovinou. Znazornéme
si situaci jesté graficky:
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with(plottools):

a := point([2,1,6], color=red, symbol=diamond) :

b:=point([5,-10,12], color=red, symbol=diamond): c:=point([14,-2,0],
color=red, symbol=diamond) :
p3:=implicitplot3d({3*x+5*y-2*z+1=0},x=-2..20,y=-5..5,z=-3..20) :
display(a,b,c,p3,orientation=[60,60] ,axes=normal) ;

vV V.V V V V

Piiklad: Urcete vzajemnou polohu piimek AB a CD, je-li A = (2,-5,-2), B = (0,-3,0), C =
(4,1,2), D= (—-1,-2,1).
Reseni: Pfipomenme, ze dvé pifmky jsou rovnobézné, jsou-li jejich smérové vektory linedrné zavislé (tj.
v piipadé dvou vektoru je jeden ndsobkem druhého). Jsou-li smérové vektory linedrné nezavislé a maji-li
primky jeden spoleény bod, jsou ruznobézné. Nemaji-li spoleény bod, jsou mimobézné.
Postupujeme tedy takto: najdeme smérové vektory piimek AB a C'D, zjistime, zda jsou tyto vektory
linearné zavislé nebo nezavislé. Jsou-li nezavislé, hledame spoleény bod piimek.

> with(geometry):

> u:=vector(3,[-2,2,2]);

u:=[-2, 2, 2]
> v:=vector(3,[-5,-3,-1]);
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v:=[-5, =3, —1]

Tedy vektory u a v jsou linearné nezavislé, primky nejsou rovnobézné, mohou byt ruznobézné nebo
mimobézné. Sestavime parametrické rovnice obou piimek a porovname piislusné souradnice eventudlniho
pruseciku. Parametrické rovnice:
AB= 2=2-2t, y=—-5+4+2t, z2=-242t, t€R
CD= x=4—-5s, y=1—-3s, z=2—35, seR.
Resime soustavu t¥{ rovnic pro dvé nezndmé t a s: 2—2t =4 —5s, —5+2t=1—3s, —24+2t=2—5:

> eqns := {2-2%t=4-5*s, -5+2xt=1-3*s, -2+2%t=2-s};

eqns :={2—-2t=4—-5s, =5+2t=1—-3s, —2+2t =2 — s}
> C := genmatrix(eqns, [t,s], ’b’);

|
N

C =

DN DO
— W Ot

> print(b);
(2, 6, 4]
> eqnsl:=geneqns(C, [t,s],b);
eqnsl == {—2t+5s=2,2t+3s=06,2t+s=4}

> solve(eqnsl);

3
{8 = 1, t= 5}
Soustava mé pravé jedno feseni, piimky jsou tedy ruznobézky a protinaji se v bodé P = (P1, P2, P3),
jehoz soutadnice dostaneme bud’ dosazenim hodnoty ¢ = 3/2 do parametrické rovnice piimky AB nebo
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dosazenim hodnoty s = 1 do rovnice ptimky C'D :

> t:=3/2;
fom S
2
> P1:=2-2%t; P2=-b5+2%t; P3=-2+2x*t;
Pl .=-1
P2 =-2
P3 =1
> s:=1;
s:=1
> P:=(4-5%s, 1-3%s, 2-8);
pP:=-1,-21

Piiklad: Napiste rovnici roviny, znéte-li patu kolmice P = (4, —1, 3) spusténé z poc¢atku na tuto rovinu.

Reseni: Sestavime obecny tvar rovnice roviny: az 4 bz + cz 4+ d = 0, kde a, b, ¢ jsou slozky norméalového
vektoru dané roviny. Normadlovy vektor je v tomto piipadé zadan jako vektor OP, kde O = (0,0,0) je
pocatek. Protoze bod P lezi v hledané roviné, musi rovnici splnovat. To vyuzijeme k urceni d.
> 0P:=vector(3, [4,-1,3]);
OP :=[4, —1, 3]
> a:=4; b:=-1; c:=3;
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rho:=(x,y,z) ->a*x+b*y+c*z+d;
p:=(r,y,2) —ax+by+cz+d
rho(x,y,2);
dr—y+3z+d
solve(rho(4,-1,3)=0,{d});
{d = —26}
d:=-26;
d:= —26
rho(x,y,2);
dr—y+32z—26

Toto je hledana rovnice roviny.

Priklad: Urcete vzajemnou polohu piimky p a roviny p. V piipadé, ze jsou ruznobézné, najdéte jejich
prusecik a thel, ktery sviraji:

p=x=2+4+t, y=1-3t, 2=5t, teR;, p=2xr—y—2=3.

ResSeni: Nejprve uréime smérovy vektor u primky p a normalovy vektor n roviny p :

u:=vector(3, [1,-3,5]);

w:=[1, -3, 5]
n:=vector(3,[2,-1,-1]1);

ni=2, —1, —1]
dotprod(u,n) ;
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0
Vektory u a n jsou navzdjem kolmé, tedy primka je rovnobéznd s rovinou. Ovérime jesté, zda piimka p
nelezi v roviné p. Staéi zjistit, zda jeden bod piimky, napt. (2,1,0), lezi v roviné p.

> x:=2; y:=1; z:=0;

ISINS
I
O =

>  eval (2xx-y-z-3);

o

Bod spliiuje rovnici roviny a ptimka p tedy lezi v roviné p.
Piiklad: Napiste obecnou i parametrickou rovnici roviny p, ktera prochdzi bodem M = (—2,7,3) a je
rovnobéznd s rovinou o uréenou body A = (1,0,0), B =(0,1,1), C' = (—6,2,3).
Reseni: Obé roviny maji stejné smérové vektory AB a AC' a bod M lezi v roviné p.
> restart;
> with(plots): with(linalg):
> A:=(1,0,0); B:=(0,1,1); C:=(-6,2,3);

A:=1,0,0
B:=0,1,1
C:=-6,2,3
> AB:=vector(3, [B-A]);
AB =[-1,1, 1]
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> AC:=vector (3, [C-A]);
AC :=[-T, 2, 3]

Vysledna parametricka rovnice roviny p je tedy: * = =2 —t—7s, y=T+t+2s, 2z =3+t+3s, s,t € R.
Vypocteme vektorovy soucin vektorut AB a AC' a ziskdme tak normalovy vektor obou rovin.

> n:=crossprod(AB,AC);

n = [1, —4, 5]

Obecna rovnice roviny p = = — 4y + 5z + d = 0, zbyva zjistit d :

> solve(-2-4*7+5%x3+d=0,d) ;

15

Tedy p= x—4y+52+15=0.

Priklad: Najdéte spolecné body rovin: x +y+z2=1, y+2=—-1, v +y— 2 =2.

Reseni: Body, které lezi ve vSech trech rovinach, musi splinovat vsechny tii rovnice. Hledame tedy reseni
soustavy tii rovnic pro tfi neznamé.

> solve({x+y+z=1,y+z=-1,x+y-z=2},{x,y,2});

1

. 1
{x:2,y:7,z:7}

> implicitplot3d({x+y+z=1,y+z=-1,x+y-z=2},x=-3..3,y=-3..3,2=-3..3,
> axes=normal);
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VsSechny tii roviny maji jeden spole¢ny bod.
Priklad: Najdéte spolecné body rovin: z +y+z2=1, r —y+2z=1, 2v+ 32z =2.
Reseni:

> solve({x+y+z=1,x-y+2xz=1,2*x+3xz=2},{x,y,2z});

{r=1-3y,z=2y, y=y}
> implicitplot3d({x+y+z=1,x-y+2*z=1,2%x+3*z=2
>},x=-3..3,y=-3..3,2z=-3..3);

Soustava ma nekoneéné mnoho feSeni, prusecnice téchto tif rovin je piimka.
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Priklady k procviceni

1. Napiste obecnou rovnici roviny, ve které lezi bod A = (0; —1;0) a ktera je rovnobézna s piimkami

p: x=2+2t, y=t, z=0, teR,
q: v=-3—-3s, y=—2—s, 2=24+12s, seR.

Lezi neéktera z danych piimek v této roviné?
2. Zjistéte, zda bod A = (—3;4;1) lezi v roviné dané rovnicemi
r=—-14+a+40, y=—3a—20, z=3—a+ 3,
a napiSte rovnici primky, ktera timto bodem prochézi a je k dané roviné kolma.
3. Vypoctéte tihel primky
p:rx=-8-2t, y=8+3t, z=3+t, teR,

a roviny
p:r=-2-=-20, y=-3—a+30, z=24+a+pF, a BER,

a naleznéte jejich spolecné body.
4. Vypoctéte tihel rovin

p: x=14+a—-30, y=142a, z=142a+43, o, BER,
o: 2v—2y—2+16=0
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a napiste parametrické rovnice piimky, kterd je k roviné p kolméa a prochézi bodem A = [1,1,1].
5. Urcete redln ¢isla a, b tak, aby nadroviny v prostoru E* dané rovnicemi
201 4+ 200 + 203 — x4y = =2, x1+ 323+ 204 =2, 229+ ar3—>dry=0>
mély spoleé¢nou rovinu. Napiste parametrické rovnice této roviny.
6. Najdéte spolecné body nadrovin

p: r1=2-—q, ro=1—a+0, r3=a+20, x4=2a—7, a,BER,
o: x1=242v+0, 29=2—-2y4+0, v3=-5—-0, v4=—-14~v—-20, 7,0 €ER.

Jaky geometricky utvar tyto body vyplni? Napiste jeho parametrické rovnice.

7. Napiste parametrické rovnice roviny, ve které lezi bod A = (—1;2;0;2) a kterd je rovnobézna s
primkami

p: .le—l—t, .T2:2—2t, l’gzt, 374:2, tGR,

qg: 1 =S5, To=3+3s, x3=3—5, 14=2—5, sE€R.

Lezi néktera z danych piimek v této roviné?
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