Geometrie v R"

Zacénéme nejjednodussi ulohou: Vypoctéme vzdalenost dvou bodu v roviné. PouzZijeme piikaz distance z baliku
student. Poznamenejme, ze vlastné pocitame délku tsecky, kterd oba body spojuje.

> restart;
> with(student):
> distance([a, b], [c, dl);

N(CETEEa e
> distance([-1, 11, [3, -2]1);
5

Obdobné pro body ve vicerozmérném Euklidovském prostoru:

> distance([a, b,c,d], [al,bl,cl1,d1]);

\/(dZ —d)?+ (¢l — )2+ (b1 —b)2+ (al —a)?

Vypoctéme jesté souradnice stfedu usecky AB, nejprve obecné, pak pro
A=[-1,1], B=12,-1]:

> midpoint([a, b], [c, d]);
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> midpoint([-1, 1], [3, -21);

-1
[17 7]

Vratme se jesté k piikazu distance. Piikaz student[distance] pocitd vzdalenost dvou bodu v R™ :
> with(student):
> distance(-1,1);

> distance(-1,x+1);

|z + 2]
> distance([1,2,3,4,5],[0,0,0,0,01);

V55
Piikaz geometry|distance] poc¢itd vzdélenost dvou bodu nebo vzdélenost bodu od pifmky:

> restart;
> with(geometry):
> point(A,a,b);

> line(l,x+2*xy=1, [x,y]):
> distance(A, 1);

1
= |-1+a+29| Vb
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a
b:
> distance(4, 1);
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Tedy vzdalenost bodu A od dané piimky [ je T\/_
Piikaz geom3d[distance] pocitd vzdélenost dvou geometrickych objektu: bodu, pifmek i rovin:
> restart;
> with(geom3d) :

Vzdélenost bodu A od roviny p :



> plane(rho,x+2xy-z+4=0, [x,y,2]):
> point(4,[a,b,cl):
> distance(A,rho);

1

5 la+2b—c+4| V6

Vzdélenost dvou rovnobéznych rovin:
> plane(sigma,x+2*y-z=0, [x,y,z]): distance(rho,sigma);
26
3

Znazornéme si nyni dva vektory a vypoctéme tihel, ktery sviraji:
> restart;

> with(plots):

> bl := arrow(<1,2,3>, <3,-4,5>, shape=double_arrow, color=red):
> b2 := arrow(<1,2,3>, <-1,0,2>, shape=double_arrow, color=blue):
> display(bl, b2,axes=FRAMED);

Pitkaz angle baliku linalg pocitd (v radidnech) thel alfa dvou n—dimenzionélnich vektort u a v podle vzorce

uv
cosQ = ————
([l vl

with(linalg):
alfa:=angle( vector([2,-6,2]), vector([-2,-2,-11) );
V449
alfa := arccos(———)
66
> evalf (%) ;
1.264518958
> convert(alfa, units, rad, deg);

V449

180 arccos( o6 )

T
> evalf(%);

72.45159939
Tedy vektory sviraji dhel 1,264518958 radianu, tj. 72,45159936 stupnu.

Tii body uréuji trojihelnik, ktery si muzeme pomoci draw v baliku geometry nakreslit:
> with(geometry):
> triangle(T, [point(A,-1,0),point(B,3,-4),point(C,1,2)]1);
T

> draw([T(color=blue)], printtext=true, axes=normal);



> IsRightTriangle(T);
true
Trojihelnik T je pravouhly. Jakd je plocha T'? V baliku geometry ji vypocteme piikazem area:

> area(T);

Prace s vektory je podrobné popsana v ¢asti Linedarni algebra. Na tomto misté pfipomenme pouze piikazy
dotprod (pocita skaldrni soucin dvou vektorti) a crossprod (vypoéte vektorovy souéin dvou vektort z R3):

> with(linalg) :with(plots):

> u:=vector([1,1,2]);

w:=1[1, 1, 2]
> v:= vector([-1,-2,1]1);
vi=[-1, -2, 1]
> dotprod(u,v);
-1
> crossprod(u,v);
[5, =3, —1]
> crossprod(v,u);
[_57 37 1}
> poc:=vector([0,0,0]);
poc := [0, 0, 0]
> bl := arrow(poc, u, shape=arrow, color=blue):
> b2 := arrow(poc, v, shape=arrow, color=blue): b3 := arrow(poc,
> crossprod(u,v), shape=arrow, color=red):
> b4 := arrow(poc, crossprod(v,u), shape=arrow, color=green):
> display(bl, b2,b3,b4,axes=FRAMED) ;
Jak z vypoctu, tak z obrazku je patrné, ze pro vektory u X va v x u plati: vxu= —u x v.

Priklad: Najdéte alespon jeden vektor a, ktery vyhovuje rovnici a - b = 0 pro dany vektor b.
> a :=<x | yl z>;

a:=[z,y, 2]
> b:=<-1,4,2>;



> evalm(a&x*b) ;
—x4+4y+2z
Vsechny vektory, které spliuji rovnost a-b = 0 tvoi{ rovinu —x +4y+ 2z = 0, vektor b je jejil normélovy vektor.
Rovnici a-b = 0 spliuje libovolny vektor, ktery lezi v této roviné, napt. a = (0,0,0) nebo a = (2,1, —1). Jaky je
obecny tvar libovolného takového vektoru zjistime, jestlize feSime homogenni soustavu linearnich algebraickych
rovnic —z 44y +2z = 0 (1 rovnice pro 3 nezndmé, matice soustavy je typu 1x3, vektor nezndmgych je 3x1, pravd
strana je vektor 1x1):
> solve({-x+4*y+2*z=0},{x,y,z});
{r=4y+2z,y=y, z =2z}
Prostor vSech feseni nasi homogenni soustavy ma tedy dimenzi 2. My obvykle piSeme parametricky tvar roviny
ve tvaru z =t, y = s, * = 4s + 2t,s,t € R. Pripomenme si, jak lze zjistit vlastnosti nasi soustavy pomoci
Maplu. Podrobnosti lze najit v ¢asti MI, Linedrni algebra.
> eqns := {-x+4*y+2%2=0};
eqns == {—x +4y+2z =0}
> C := genmatrix(equs, [x,y,z], c);
C:= [ -1 4 2 ]
> evalm(c);
[0]
> rank(C);

> nullspace(C,d);
{4, 1, 0], [2, O, 1]}
> d;
2

Na nésledujicim obrézku jsme zndzornili zadany vektor b a mnozinu (rovinu) vSech vektoru, které jsou k nému

kolmé.
> pl := arrow([0,0,0], b, shape=arrow, color=red):
> p2:=implicitplot3d({-x+4*y+2%z=0
>},x=-2..2,y=-2..2,z=-2..3) :display(pl, p2,axes=FRAMED);

Piiklad: Najdéte alesponi jeden vektor a, ktery vyhovuje rovnici a-b = 6 pro dany vektor b = (4,1, —5).
Reseni: Tentokrat fesime nehomogenni soustavu rovnic
> solve({4*x+y-5%z=6},{x,y,z});
{z=z,x=2,y=—-4x+52+6}



Vektory, spliiujici pozadovanou rovnost, tvofi opét rovinu, jejiz parametrické rovnice ndm Maple napsal: z =
t, y=6—4t+5s, z = s, t,s € R. V této roviné lezi bod (0, 6,0), smérové vektory jsou vektory (1,—4,0) a
(0,5,1).

> pl := arrow(<1,-4,0>, shape=arrow, width = 0.3, thickness=3,

> color=red):

> p2 := arrow(<0,5,1>, shape=arrow,width = 0.3,thickness=3, color=blue):
> p3:=implicitplot3d({4*x+y-5*z=6},x=-5..5,y=-10..10,2=-10..20):

> pd:=arrow(<4,1,-5>, shape=arrow, width=0.3,thickness=3,

>

color=black) :display(pl, p2,p3,p4,axes=FRAMED) ;

Priklad: Zjistéte, ktery z bodi A = (2,1,6), B = (5,—10,12), C = (14, —2,0) lez{ v roviné 3z+5y—2z+1 = 0.
Lezi zbyvajici body v jednom poloprostoru uréeném danou rovinou?
Reseni: Dosadime soufadnice bodi A, B, C' do rovnice roviny:
> ro:=(x,y,z)—>3*x+bxy-2%z+1;
ro:=(z,y,2) >3x+5y—2z+1
> ro(2,1,6);

0
Bod A tedy lezi v dané rovineé.
> ro(5,-10,12);
—58
> ro(14,-2,0);
33

Body B a C nelezi v dané roviné. Lezi v ruznych poloprostorech tvofenych touto rovinou. Znazornéme si situaci
jesté graficky:

> with(plottools):
a := point([2,1,6], color=red, symbol=diamond) :
b:=point([5,-10,12], color=red, symbol=diamond): c:=point([14,-2,0],
color=red, symbol=diamond):
p3:=implicitplot3d({3*x+5xy-2*z+1=0},x=-2..20,y=-5..5,2z=-3..20):
display(a,b,c,p3,orientation=[60,60] ,axes=normal) ;

vV VV VYV

Piiklad: Uréete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A = (2,-5,-2), B=(0,-3,0), C = (4,1,2), D =
(—1,-2,1).

Reseni: Pfipomenme, ze dvé pifmky jsou rovnobézné, jsou-li jejich smérové vektory linedrné zvislé (tj. v
piipadé dvou vektoru je jeden ndsobkem druhého). Jsou-li smérové vektory linedrné nezdvislé a maji-li primky
jeden spolecny bod, jsou ruznobézné. Nemaji-li spoleé¢ny bod, jsou mimobézné.

Postupujeme tedy takto: najdeme smérové vektory piimek AB a CD, zjistime, zda jsou tyto vektory linedrné
zavislé nebo nezavislé. Jsou-li nezavislé, hledame spoletny bod piimek.



> with(geometry):
> u:=vector(3,[-2,2,2]);

wi=[-2, 2, 2]
> v:=vector(3,[-5,-3,-11);

b
v:=[-b, =3, —1]
Tedy vektory u a v jsou linedrné nezavislé, pfimky nejsou rovnobézné, mohou byt ruznobézné nebo mimobézné.

Sestavime parametrické rovnice obou pifmek a porovname piislusné soutadnice eventudlniho pruseéiku. Para-
metrické rovnice:

AB= 2=2—-2t, y=—-5+2t, z=-242t, teR
QDE r=4-5s, y=1—-3s, 2=2—35, seR.
Resime soustavu t¥i rovnic pro dvé neznamé ¢t a s: 2—2t=4—5s, —5+2t=1—-3s, —2+2t=2—35:
> eqns := {2-2%t=4-5%s, -5+2%t=1-3%s, -2+2*t=2-s};
eqns :={2—-2t=4—-5s, —5+2t=1—-3s, -2+ 2t =2— s}
> C := genmatrix(eqns, [t,s], ’b’);

C .=

N DN DN
— o Ut

> print(b);
[2, 6, 4]
> eqnsl:=geneqns(C, [t,s],b);

eqnsl :={-2t+55=2,2t+3s=06,2t+ s =4}
> solve(eqnsl);

3
Soustava m& pravé jedno feSeni, pifmky jsou tedy ruznobézky a protinaji se v bodé P = (P1, P2, P3), jehoz

soufadnice dostaneme bud’ dosazenim hodnoty ¢ = 3/2 do parametrické rovnice piimky AB nebo dosazenim
hodnoty s = 1 do rovnice piimky CD :

> t:=3/2;
.3
2
>  P1:=2-2%t; P2=-5+2%t; P3=-2+2x%t;
P1:=-1
P2 =-2
P =1
> s:=1;
s:=1
> P:=(4-5%s, 1-3*s, 2-8);
P.=-1,-2,1

Piiklad: NapiSte rovnici roviny, zndte-li patu kolmice P = (4, —1, 3) spusténé z poc¢dtku na tuto rovinu.

Reseni: Sestavime obecny tvar rovnice roviny: az+ bz +cz+d = 0, kde a, b, ¢ jsou slozky normélového vektoru
dané roviny. Normadlovy vektor je v tomto ptipadé zaddn jako vektor OP, kde O = (0,0, 0) je pocatek. Protoze
bod P lezi v hledané roviné, musi rovnici spliiovat. To vyuzijeme k urceni d.

> QOP:=vector(3,[4,-1,3]);

> a:=4; b:=-1; c:=3;

> rho:=(x,y,z)—>a*x+b*xy+cxz+d;



p:=(x,y,2) 2ar+by+cz+d
> rho(x,y,2);
dr—y+3z+d
> solve(rho(4,-1,3)=0,{d});
{d = —26}
> d:=-26;
d:=—26
> rho(x,y,2);
4z —y+32—26
Toto je hledana rovnice roviny.
Priklad: Urcete vzajemnou polohu ptimky p a roviny p. V piipadé, ze jsou ruznobézné, najdéte jejich prusecik
a uhel, ktery sviraji:

p=x=24+t, y=1-3t, 2=5t, teR;, p=2x—y—2z=3.

Reseni: Nejprve uréime smérovy vektor u pifmky p a normalovy vektor n roviny p :
> u:=vector(3,[1,-3,5]);
u:=[1, =3, 5]
> mn:=vector(3,[2,-1,-1]1);
n:=1[2, —1, —1]
> dotprod(u,n);
0
Vektory u a n jsou navzdjem kolmé, tedy primka je rovnobéznd s rovinou. Ovéfime jesté, zda primka p nelezi
v roviné p. Staci zjistit, zda jeden bod piimky, napf. (2,1,0), lez{ v roviné p.

> x:=2; y:=1; z:=0;

SIS
I
oS =W

>  eval(2*x-y-z-3);

o

Bod spliiuje rovnici roviny a piimka p tedy lezi v roviné p.

Piiklad: Napiste obecnou i parametrickou rovnici roviny p, kterd prochdzi bodem M = (-2,7,3) a je
rovnobéznd s rovinou o uréenou body A = (1,0,0), B =(0,1,1), C = (-6,2,3).
Reseni: Obé roviny maji stejné smérové vektory AB a AC a bod M lezi v roviné p.

> restart;

> with(plots): with(linalg):

> A:=(1,0,0); B:=(0,1,1); C:=(-6,2,3);

A:=1,0,0
B:=0,1,1
C:=-6,2,3
> AB:=vector(3, [B-Al);
AB:=[-1,1,1]
> AC:=vector(3,[C-A]);
AC :=1[-7, 2, 3]

Vyslednd parametrickd rovnice roviny p je tedy: € = -2 —t —7s, y=T7T+t+2s, z=3+t+3s, s,t € R.
Vypocteme vektorovy soucin vektori AB a AC' a ziskdme tak normélovy vektor obou rovin.

> n:=crossprod(AB,AC);
n:=[1, —4, 5]



Obecnd rovnice roviny p = x — 4y + 5z + d = 0, zbyvé zjistit d :
> solve(-2-4*x7+5%3+d=0,d) ;
15
Tedy p= x—4y+5z+15=0.

Priklad: Najdéte spoletné body rovin: x +y+z2=1, y+z=-1, v 4+y— 2 =2.

Reseni: Body, které lezi ve vSech tfech rovinach, musi splnovat vSechny tii rovnice. Hleddme tedy feSeni
soustavy ti{ rovnic pro tfi neznamé.

>  solve({x+y+z=1,y+z=-1,x+y-z=2},{x,y,2});

-1 -1
fe=2y=7 2=+
> implicitplot3d({x+y+z=1,y+z=-1,x+y-z=2},x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3,
> axes=normal);

Vsechny tii roviny maji jeden spoleény bod.
Piiklad: Najdéte spolecné body rovin: x +y+z2z=1, c—y+2z=1, 20+ 32 =2.
Reseni:

> solve({x+y+z=1,x-y+2%z=1,2*x+3*z=2},{x,y,2});

{r=1-3y, 2=2y,y=y}
>  implicitplot3d({x+y+z=1,x-y+2*z=1,2%x+3%2=2
>},x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3);

Soustava ma nekoneéné mnoho FeSeni, prusecnice téchto ti{ rovin je piimka.
Piiklady k procviceni
1. Napiste obecnou rovnici roviny, ve které lezi bod A = (0; —1;0) a kterd je rovnobéznd s primkami

p: x=242t, y=t, z=0, teR,
q: v=-3-3s, y=—-2—s, z=2+2s, seR.

Lezi néktera z danych piimek v této roviné?
2. Zjistete, zda bod A = (—3;4;1) lez{ v roviné dané rovnicemi
r=—-14+a+40, y=-—-3a—203, z=3—a+ 0,

a napiste rovnici piimky, kterd timto bodem prochézi a je k dané roviné kolma.



3. Vypoctéte thel primky
p:rr=-8—-2t, y=8+4+3t, z2=3+t, teR,

a roviny
p:rrx=-2-20, y=-3—a+38, z=24+a+p8, a fER,

a naleznéte jejich spoleéné body.
4. Vypoctéte thel rovin

p: z=14+a-30, y=14+2a, z=14+2a+48, o, BER,
o 2x—2y—2+16=0

a napiste parametrické rovnice piimky, kterd je k roviné p kolmd a prochéz{ bodem A = [1,1,1].
5. Urcete redlnd éisla a, b tak, aby nadroviny v prostoru E4 dané rovnicemi

2x1 + 2209 + 223 — x4 = —2, x1+3x3+2x4=2, 2x9+axr3—5ry=0>0
mély spole¢nou rovinu. Napiste parametrické rovnice této roviny.

6. Najdéte spolecné body nadrovin

p: 11 =2—q, ro=1—a+0, zr3=a+28, z4=2a-73, a,BER,
o: 1 =242y4+9, w3=2—-2v+0§, z3=-5—-0, x4=—-1+7v—-25, v,0€R.

Jaky geometricky utvar tyto body vyplni? Napiste jeho parametrické rovnice.
7. Napiste parametrické rovnice roviny, ve které lezi bod A = (—1;2;0;2) a kterd je rovnobéznd s primkami

p: ry=—-1—t, xo=2-2t, x3=1, T4 =2, teR,
q: T1=S5, o =3+3s, z3=3—5, T4=2—5, SER.

Lezi néktera z danych primek v této roviné?



