
Poč́ıtačový algebraický systém Maple jako pomůcka při studiu
předmětu Matematika I a II.

Primitivńı funkce, určitý integrál, nevlastńı
integrály

Program Maple může být velmi dobrým pomocńıkem při hledáńı primitivńıch funkćı i při výpočtu
určitých integrál̊u. Přesto se neobejdeme bez dobré znalosti teorie výpočt̊u primitivńıch funkćı a
určitých integrál̊u. Bez těchto znalost́ı může doj́ıt ke špatné interpretaci výsledk̊u, nebo se nám
nepodař́ı źıskat výsledek, i když po určitých úpravách lze výsledek źıskat.

Př́ıkaz pro výpočet primitivńı funkce v Maple má tvar:
int(f(x),x);

Př́ıkaz pro výpočet určitého integrálu
b∫
a

f(x)dx v Maple má tvar:

int(f(x),x=a..b);

• Př́ıklad 1: Vypočtěte primitivńı funkci k funkci f(x) = x5

int(x^5,x);

Maple nám vrát́ı výsledek

x6

6

• Př́ıklad 2: Vypočtěte určitý integrál
1∫
0

x5dx

int(x^5,x=0..1);

Maple nám vrát́ı výsledek

1
6

Ted’ vyzkouš́ıme složitěǰśı př́ıklad.

• Př́ıklad 3: Vypočtěte primitivńı funkci k funkci f(x) =
1√

(x)(2 + 2
√

(x) + x)

int(1/(sqrt(x)*(2+2*sqrt(x)+x)),x);

Maple nám vrát́ı výsledek

2 arctan(
√
x+ 1)

O správnosti výsledku se můžeme přesvědčit derivaćı:
diff(%,x);

Maple nám vrát́ı výsledek

1√
(x)(2 + 2

√
(x) + x)

Chceme-li zapsat výsledek i se zadáńım, můžeme využ́ıt př́ıkaz Int následuj́ıćım zp̊usobem:
Int(1/(sqrt(x)*(2+2*sqrt(x)+x)),x)=int(1/(sqrt(x)*(2+2*sqrt(x)+x)),x);

Maple nám vrát́ı výsledek
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∫
1√

(x)(2 + 2
√

(x) + x)
dx = 2 arctan(

√
x+ 1)

Dále si ukážeme integrály, na které si muśıme dát pozor.

• Př́ıklad 4: Vypočtete primitivńı funkci a k funkci f(x) = xn a určitý integrál
1∫
0

xndx

int(x^n,x);

Maple nám vrát́ı výsledek

x(n+1)

n+ 1

int(x^n,x=0..1);

Maple nám vrát́ı výsledek

lim
x−>0+

−x
(n+1) − 1
n+ 1

Muśıte si uvědomit, že výsledek plat́ı pouze pro n 6= −1. Posledńı výsledek můžeme zlepšit,
jestliže použijeme podmı́nku pro n.
assume(n>-1);
int(x^n,x=0..1);

Maple nám tentokrát vrát́ı výsledek
1

n + 1

nebo

assume(n<-1);
int(x^n,x=0..1);

Maple nám tentokrát vrát́ı výsledek

∞

Ale ani výpočet primitivńı funkce k funkci f(x) = 1
x neńı bez problémů. Muśıme si uvědomit, že

Maple poč́ıtá v oboru komplexńıch č́ısel.

int(1/x,x);

Maple nám vrát́ı (poč́ıtáme-li v oboru reálných č́ısel) špatný výsledek

ln(x)

Správný výsledek dostaneme až př́ıkazem Re (reálná část):

Re(int(1/x,x;))

ln(|x|)

Ted’ si ukážeme, jak si poradit, když nám Maple primitivńı funkci nevypočte.

• Př́ıklad 5: Vypočtěte primitivńı funkci k funkci f(x) =
x arcsin(x)√

1− x2

int(x*arcsin(x)/sqrt((1-x^2)),x);

Maple nám nevrát́ı uspokojivý výsledek
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∫
x arcsin(x)√

(1− x2)
dx

Zde můžeme použit př́ıkaz pro výpočet primitivńı funkce pomoćı metody per partes. Př́ıkaz má
tvar:
student[intparts](Int(f(x),x),u(x));,
kde f(x) je integrovaná funkce a u(x) je funkce, kterou chceme v metodě per partes derivovat. V
našem př́ıpadě tedy použijeme př́ıkaz:

student[intparts](Int(x*arcsin(x)/sqrt((1-x^2),x),arcsin(x));

Jako funkci, kterou budu derivovat jsme zvolili arcsin(x). Maple nám vrát́ı výsledek

− arcsin(x)
√

1− x2 −
∫
−1 dx

Zde je integrál ve výsledku jednoduchý a lehce jej vypočteme. Pokud’ je integrál složitěǰśı, muśıme
pokračovat ve výpočtech d́ılč́ıch integrál̊u.

Nyńı si ukážeme daľśı funkci, pro kterou nám Maple nedá primitivńı funkci, i když ji lze lehce
spoč́ıtat.

• Př́ıklad 6: Vypočtěte primitivńı funkci k funkci f(x) =
2x+ 1

2
√
x

(x2 +
√
x)2 + 1

;

int((2*x+1/(2*sqrt(x)))/((x^2+sqrt(x))^2+1),x);

Maple tuto primitivńı funkci nespočte. My však vid́ıme, že můžeme použ́ıt substituci y =
√
x.

Použijeme tedy substituci a zkuśıme primitivńı funkci znova spoč́ıtat pomoćı Maple. Pro substituci
můžeme použ́ıt př́ıkaz student[changevar](s,Int(f(x),x),y), kde s je substituce y = ϕ(x),
f(x) je p̊uvodńı integrovaná funkce a y je nová proměnná.

V našem př́ıpadě tedy naṕı̌seme:

F:=student[changevar](y=sqrt(x),Int((2*x+1/(2*sqrt(x)))/((x^2+sqrt(x))^2+1),x),y);

Dostaneme integrál po substituci:

F :=
∫

4y3 + 1
y8 + 2y5 + y2 + 1

d y

Nyńı muśıme ještě integrál vypoč́ıtat:

value(F);

Dostaneme následuj́ıćı výsledek:

arctan(y4 + y)

Nakonec vrát́ıme substituci:

subs(y=sqrt(x),%);

Maple nám dá již správný výsledek

arctan(x2 +
√

(x))

O správnosti se přesvědč́ıme derivaćı:
diff(%,x);

2x+
1

2
√
x

(x2 +
√
x)2 + 1
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Pozorný čtenář si zde všimne, že jsme mohli použ́ıt lepš́ı substituci a to y = x2 +
√
x a výpočet

by byl ještě jednodušš́ı. Záměrně jsme zvolili substituci y =
√
x, protože ta by měla napadnout

každého studenta, který prošel základńım kurzem výpočtu primitivńıch funkćı pomoćı substituce.

Nyńı si ukážeme, jak źıskáme přibližnou hodnotu určitého integrálu v př́ıpadě, že Maple integrál
nevypoč́ıtá analyticky. Použijeme př́ıkaz, který využ́ıvá k výpočtu určitého integrálu př́ıbližné
numerické metody .

• Př́ıklad 7: Vypočtěte určitý integrál

1∫
0

e
x2

x2+1 dx

int(exp(x^2/(x^2+1)),x=0..1);

Maple nám vrát́ı pouze opis integrálu:

1∫
0

e
x2

x2+1 dx

Použijeme tedy př́ıkaz pro výpočet určitého integrálu, který využ́ıvá přibližných numerických
metod. Bohužel, jaké metody přesně použ́ıvá se nedozv́ıme. Př́ıkaz má tvar evalf(Int(f(x),x=a..b).
Implicitně Maple poč́ıtá s přesnosti ε = 0.5 101−digits, kde digits je hodnota proměnné Digits,
což je počet mı́st, na které Maple poč́ıtá. Uživatel si tuto proměnnou může nastavit. Použijeme
tedy přibližný numerický výpočet:
evalf(Int(exp(x^2/(x^2+1)),x=0..1));

Maple nám vrát́ı výsledek:

1.255621168

Maple si poměrně dobře porad́ı i s nevlastńımi integrály.

• Př́ıklad 8: Vypočtěte určitý integrál
∞∫
1

1
t2+2+sin(t) dx

Tento integrál konverguje, protože 0 ≤ 1
t2+2+sin(t) ≤

1
t2 a

∞∫
1

1
t2 dt = 1, tedy konverguje. Protože

primitivńı funkci k integrované funkci neumı́me ani my ani Maple vypoč́ıtat, použijeme hned
přibližný numerický výpočet.

evalf(Int(1/(t^2+2+sin(t)),t=1..infinity));

Maple nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek:

.6241667108

Pozor nesmı́te použ́ıt př́ıkaz:

evalf(Int(1/(t^2+2+sin(t)),t=1..100000000));

Maple nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek:

40296.74067

což je samozřejmě špatný výsledek. Použijeme-li př́ıkaz:

evalf(Int(1/(t^2+2+sin(t)),t=1..100000100));

dostaneme výsledek:

40297.14364
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Rozd́ıl posledńıch dvou výsledk̊u je 0.40297 ale následuj́ıćı př́ıkaz nám dá jiný výsledek:

evalf(Int(1/(t^2+2+sin(t)),t=100000000..100000100));

dostaneme výsledek:

-.8999900001e-7

Vše je zp̊usobeno t́ım, že pracujeme s přesnost́ı na deset desetinných mı́st a předchoźı výsledky
jsou zat́ıženy chybou poč́ıtače. Nyńı použijeme stejný př́ıkaz pro určitý integrál, který nekonver-
guje.

• Př́ıklad 9: Vypočtěte určitý integrál
∞∫
1

1
t+2+sin(t) dt

Tento integrál diverguje, protože 1
t+2+sin(t) ≥

1
t+3 (pro t > 1) a

∞∫
1

1
t+3 dx = ∞, tedy diverguje.

Protože primitivńı funkci k integrované funkci neumı́me opět určit, použijeme přibližný numerický
výpočet.

evalf(Int(1/(t+2+sin(t)),t=1..infinity));

Maple nám vrát́ı následuj́ıćı výsledek:

Float(∞)
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