Pocitacovy algebraicky systém Maple jako pomucka pri studiu
predmétu Matematika I a II.
Primitivni funkce, urcity integral, nevlastni
integraly
Program Maple muze byt velmi dobrym pomocnikem pii hledéni primitivnich funkei i pfi vypoctu
urcitych integréli. Pfesto se neobejdeme bez dobré znalosti teorie vypoctu primitivnich funkei a

uréitych integrali. Bez téchto znalosti muze dojit ke Spatné interpretaci vysledki, nebo se nam
nepodaii ziskat vysledek, i kdyz po urcitych tdpravach lze vysledek ziskat.

Prikaz pro vypocet primitivni funkce v Maple ma tvar:

int (£ (x) ,%);
b

Pitfkaz pro vypocet urcitého integralu [ f(z)dz v Maple m4 tvar:
a

int (f (x) ,x=a..b);

e Piiklad 1: Vypoctéte primitivni funkei k funkei f(z) = 2

int(x"5,x);

Maple nam vrati vysledek
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e Priklad 2: Vypoctéte urcity integral [ xPdx
0

int(x~5,x=0..1);

Maple ndm vrati vysledek

Ted vyzkousime slozitéjsi priklad.
1
V()2 +2/(2) +2)

e Piiklad 3: Vypoctéte primitivni funkei k funkei f(z) =

int (1/(sqrt (x)*(2+2%sqrt (x)+x)) ,x) ;

Maple nam vrati vysledek

2 arctan(y/x + 1)

O spravnosti vysledku se muzeme presvédéit derivaci:
diff (%,x);
Maple nam vrati vysledek

1

V(@) (2+2y/(2) +2)

Chceme-li zapsat vysledek i se zaddnim, muzeme vyuzit piikaz Int nasledujicim zpusobem:
Int(1/(sqrt(x)*(2+2*sqrt(x)+x)) ,x)=int (1/ (sqrt (x)* (2+2*sqrt (x)+x)) ,x) ;

Maple nam vrati vysledek



dz = 2 arctan(y/z + 1)

1
/ V(@)(2+2/(2) + )

Déle si ukazeme integraly, na které si musime dat pozor.
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e Piiklad 4: Vypoctete primitivn{ funkei a k funkei f(z) = 2™ a urcity integrél [ z"dx
0

int(x"n,x);

Maple nam vrati vysledek

p(n+1)
n+1
int(x"n,x=0..1);
Maple ndm vrati vysledek
. ()
lim ———m——
z—>0+ n+1

Musite si uvédomit, ze vysledek plati pouze pro n # —1. Posledni vysledek muzeme zlepsit,
jestlize pouzijeme podminku pro n.

assume (n>-1) ;

int(x"n,x=0..1);

Maple nam tentokrat vrati vysledek

1
n +1
nebo
assume (n<-1);
int(x"n,x=0..1);
Maple nam tentokrat vrati vysledek
00

Ale ani vypocet primitivn{ funkce k funkci f(z) = % neni bez problému. Musime si uvédomit, ze
Maple pocitd v oboru komplexnich ¢isel.

int(1/x,x);

Maple ndm vrati (poc¢itdme-li v oboru redlnych ¢isel) spatny vysledek
In(z)

Spravny vysledek dostaneme az pifkazem Re (redlnd ¢ast):

Re(int(1/%,x;))

In(|z[)
Ted si ukdzeme, jak si poradit, kdyz ndm Maple primitivni funkci nevypocte.

x arcsin(z)

Vv1—22

e Piiklad 5: Vypoctéte primitivni funkei k funkei f(z) =

int (x*arcsin(x)/sqrt((1-x"2)) ,x);

Maple nam nevrati uspokojivy vysledek



x arcsin(z) -
N

Zde muzeme pouzit piikaz pro vypocet primitivni funkce pomoci metody per partes. Piikaz ma
tvar:

student [intparts] (Int (£ (x) ,x) ,u(x));,

kde £ (x) je integrovand funkce a u(x) je funkce, kterou chceme v metodé per partes derivovat. V
nasem pripadé tedy pouzijeme piikaz:

student [intparts] (Int (x*arcsin(x)/sqrt ((1-x72),x) ,arcsin(x));

Jako funkei, kterou budu derivovat jsme zvolili arcsin(z). Maple ndm vrati vysledek

—aresin(z)vV1 — 22 — [—1dz

pokracovat ve vypoctech diléich integralu.
Nyni si ukdzeme dalsi funkci, pro kterou ndm Maple nedd primitivni funkci, i kdyz ji lze lehce

spocitat.

2r + 2\1/5

e Piiklad 6: Vypoctéte primitivni funkei k funkei f(z) =

int ((2*x+1/(2*sqrt (x)) )/ ((x"2+sqrt(x)) "2+1) ,x);

Maple tuto primitivni funkci nespocte. My vsak vidime, Ze muzeme pouzit substituci y = /z.
Pouzijeme tedy substituci a zkusime primitivni funkci znova spocitat pomoci Maple. Pro substituci
muzeme pouzit piikaz student [changevar] (s,Int(f(x),x),y), kde s je substituce y = o(z),
f(x) je puvodni integrovans funkce a y je nova proménna.

V nasem piipadé tedy napiSeme:
F:=student [changevar] (y=sqrt(x) ,Int ((2*x+1/(2*sqrt(x)))/((x"2+sqrt(x))"2+1),x),y);
Dostaneme integral po substituci:
49 + 1
':/y8+2y5+y2+1 Y

Nyni musime jesté integral vypocitat:

value(F);
Dostaneme néasledujici vysledek:
arctan(y* + y)
Nakonec vratime substituci:
subs (y=sqrt (x) ,%) ;

Maple nam da jiz spravny vysledek

arctan(z? + /(z))

O spravnosti se presvédc¢ime derivaci:
diff(%,x);

1
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Pozorny &tenai si zde vSimne, 7ze jsme mohli pouzit lepsi substituci a to y = 2% + \/x a vypocet
by byl jesté jednodussi. Zadmérné jsme zvolili substituci y = \/z, protoze ta by méla napadnout
kazdého studenta, ktery prosel zakladnim kurzem vypoctu primitivnich funkei pomoci substituce.

Nyni si ukazeme, jak ziskdme pribliznou hodnotu urcitého integralu v piipadé, ze Maple integral
nevypocita analyticky. Pouzijeme piikaz, ktery vyuzivd k vypoctu urcitého integralu piiblizné
numerické metody .
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1
e Piiklad 7: Vypoctéte urcity integrél / et dg
0

int(exp(x~2/(x"2+1)),x=0..1);
Maple nam vrati pouze opis integralu:

1 22

241

/e“”+ dz
0

Pouzijeme tedy ptikaz pro vypocet urcitého integralu, ktery vyuziva ptibliznych numerickych
metod. Bohuzel, jaké metody presné pouziva se nedozvime. Piikaz ma tvar evalf (Int (f(x),x=a..b).
Implicitné Maple pocitd s piesnosti ¢ = 0.5 101 =495 kde digits je hodnota proménné Digits,

coZ je pocet mist, na které Maple pocita. Uzivatel si tuto proménnou muze nastavit. Pouzijeme
tedy priblizny numericky vypocet:

evalf (Int(exp(x~2/(x"2+1)),x=0..1));

Maple ndm vrati vysledek:
1.255621168
Maple si pomérné dobte poradi i s nevlastnimi integraly.
oo
e Piiklad 8: Vypoctéte urcity integral 1] m dz
oo

Tento integral konverguje, protoze 0 < m < t% a _1f t% dt = 1, tedy konverguje. Protoze
primitivni funkci k integrované funkci neumime ani my ani Maple vypocitat, pouzijeme hned
priblizny numericky vypocet.
evalf (Int(1/(t"2+2+sin(t)),t=1..infinity));
Maple ndm vrati nésledujici vysledek:
.6241667108
Pozor nesmite pouzit ptikaz:
evalf (Int(1/(t"2+2+sin(t)),t=1..100000000)) ;
Maple ndm vrati nasledujici vysledek:
40296.74067
coz je samoziejmé $patny vysledek. Pouzijeme-li piikaz:
evalf (Int(1/(t"2+2+sin(t)),t=1..100000100)) ;

dostaneme vysledek:

40297.14364



Rozdil poslednich dvou vysledkt je 0.40297 ale nésledujici piikaz ndm dé jiny vysledek:
evalf (Int(1/(t"2+2+sin(t)) ,t=100000000..100000100)) ;
dostaneme vysledek:

-.8999900001e-7

Vse je zpusobeno tim, Ze pracujeme s piesnosti na deset desetinnych mist a predchozi vysledky
jsou zatizeny chybou pocitace. Nyni pouzijeme stejny piikaz pro urcity integrél, ktery nekonver-
guje.

o0
e Piiklad 9: Vypoctéte urcity integral [ m dt
1

o0
Tento integrdl diverguje, protoze m > H% (prot>1)a [ HLS dr = oo, tedy diverguje.
1

Protoze primitivni funkci k integrované funkci neumime opét urcit, pouzijeme piiblizny numericky
vypocet.

evalf (Int(1/(t+2+sin(t)),t=1..infinity));
Maple ndm vrati nésledujici vysledek:

Float(co)



