
Poč́ıtačový algebraický systém Maple jako pomůcka při studiu
předmětu Matematika I a II.

Parametrické rovnice křivek v E2

Př́ıklad :
Křivka K je dána parametrickými rovnicemi : x = ϕ1(t) = 1 + t2, y = ϕ2(t) = t− 1

3 t
3, t ∈ R.

Proved’te následuj́ıćı úkoly:

1) Určete tečný vektor ke křivce K v bodě P, který je určen hodnotou parametru t0 = 1, a
napǐste parametrické rovnice tečny p ke křivce K, která se křivky dotýká v bodě P. Do jednoho
obr. zakreslete křivku K a tečnu p.

2) Určete tečný vektor ke křivce K v bodě Q, který je pr̊useč́ıkem křivky K s osou x. Napǐste
parametrické rovnice tečny q, která se dotýká křivky K v bodě Q. Nakonec do jednoho obr. za-
kreslete křivku K a tečnu q.

3) Rozhodněte, zda křivka K je grafem nějaké funkce y = f(x), př́ıpadně zda je sjednoceńım
graf̊u několika funkćı y = fi(x). Pokud ano, najděte jej́ı (jejich) funkčńı předpis(-y) a nakreslete
graf této funkce y = f(x), resp. grafy těchto funkćı y = fi(x), a to do jednoho obr.

Řešeńı:
Nejprve zadáme parametrické rovnice křivkyK, což lze v prostřed́ı MAPLE provést následuj́ıćım
př́ıkazem :

> x:=t->1+t^2; y:=t->t-1/3*t^3;

x := t→ 1 + t2

y := t→ t− 1
3
t3

ad 1) Souřadnice bodu dotyku P spoč́ıtáme takto:

> x(1);y(1);

2
2
3

Souřadnice tečného vektoru ke křivce K, který vycháźı z bodu P, jsou pořadě rovny hod-
notám derivaćı funkćı x(t) a y(t) v bodě t0 = 1, nebot’ tato hodnota parametru bod dotyku
P charakterizuje. Jde tedy o vektor (x′(1), y′(1)). Jeho souřadnice lze v MAPLu spoč́ıtat takto:

> D(x)(1);D(y)(1);

2
0

Uváž́ıme-li, že tento vektor hraje roli směrového vektoru tečny p, a protože známe také jeden
bod, kterým tato tečna procháźı (t́ım je bod dotyku P ), můžeme již sestavit parametrické rovnice
tečny p:

x(s) = x(1) + s x′(1) = 1 + 2s, y(s) = y(1) + s y′(1) =
2
3
, s ∈ R,

což v prostřed́ı MAPLE provedeme takto:

> x0:=s->2+2*s; y0:=s->2/3;

x0 := s→ 2 + 2 s

y0 :=
2
3

1



Posledńı d́ılč́ı úkol z úkolu 1) lze v systému MAPLE splnit následuj́ıćım př́ıkazem:

> plot({[x(t),y(t),t=-2..2],[x0(s),y0(s),s=-5..5]
>},x=-1..5,y=-3..3,scaling=constrained);
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ad 2) Protože pro pr̊useč́ık Q křivky K s osou x plat́ı, že jeho y−ová souřadnice je rovna nule,
urč́ıme hodnotu parametru t, která bod Q charakterizuje, z rovnice 0 = y(t). Tuto rovnici lze v
MAPLu vyřešit př́ıkazem:

> solve(0=y(t),t);

0,
√

3, −
√

3
Rovnice 0 = y(t) má tedy 3 řešeńı: t1 = 0, t2 =

√
3, t3 = −

√
3. Tyto hodnoty parametru nyńı

postupně dosad́ıme do funkce x(t) a t́ım dostaneme odpov́ıdaj́ıćı x−ové souřadnice jednotlivých
pr̊useč́ık̊u křivky K s osou x. V prostřed́ı MAPLE to provedeme takto:

> x(0); x(sqrt(3)); x(-sqrt(3));

1
4
4

Je tedy jasné, že křivka K má 2 pr̊useč́ıky s osou x - bod Q1 = [0, 0], který je charakterizován
hodnotou parametru t1 = 0 a bod Q2 = [3, 0], který je charakterizován 2 hodnotami parametru
t : t2 =

√
3 a t3 = −

√
3.

Protože bod Q2 = [3, 0] je 2-násobným bodem křivky K, lze očekávat, že v bodě Q2 budou
existovat 2 r̊uzné tečné vektory ke křivce K :

~uQ21 = (x′(
√

3), y′(
√

3)) a ~uQ22 = (x′(−
√

3), y′(−
√

3)).

Souřadnice tečných vektor̊u ke křivce K, které vycházej́ı z bodu Q1, resp. Q2, lze v MAPLu
spoč́ıtat násl. zp̊usobem :

> D(x)(0); D(y)(0);

0
1

> D(x)(sqrt(3)); D(y)(sqrt(3));

2
√

3
−2

> D(x)(-sqrt(3)); D(y)(-sqrt(3));

2



−2
√

3
−2

Tečným vektorem ke křivce K, který vycháźı z bodu Q1, je tedy vektor ~uQ1 = (0; 1). Z bodu
Q2 pak vycháźı 2 r̊uzné tečné vektory ke křivce K :

~uQ21 = (2
√

3;−2) a ~uQ22 = (−2
√

3;−2).

V bodě Q2 tud́ıž existuj́ı 2 r̊uzné tečny ke křivce K. Nyńı již můžeme (analogicky jako v rámci
řešeńı úlohy 1) ) sestavit parametrické rovnice tečny q1 ke křivce K v bodě Q1 a tečen q2 , q3 ke
křivce K v bodě Q2 :

q1 : x(n) = x(0) + n x′(0) = 1 , y(n) = y(0) + n y′(0) = n , n ∈ R,

q2 : x(m) = x(
√

3) +m x′(
√

3) = 4 +m 2
√

3 , y(m) = y(
√

3) + n y′(
√

3) = −2 m , m ∈ R,

q3 : x(r) = x(−
√

3) + r x′(−
√

3) = 4− r 2
√

3 , y(r) = y(−
√

3) + r y′(−
√

3) = −2 r , r ∈ R,
což v MAPLu provedeme takto:

> x1:=n->1; y1:=n->n;

x1 := 1
y1 := n→ n

> x2:=m->4+m*2*sqrt(3); y2:=m->m*(-2);

x2 := m→ 4 + 2m
√

3
y2 := m→ −2m

> x3:=r->4+r*(-2)*sqrt(3); y3:=r->r*(-2);

x3 := r → 4− 2 r
√

3
y3 := r → −2 r

Nyńı již pomoćı následuj́ıćıho př́ıkazu zakresĺıme do jednoho obr. křivku K a tečny
q1 , q2 , q3 :

> plot(
>{[x(t),y(t),t=-2..2],[x1(n),y1(n),n=-5..5],[x2(m),y2(m),m=-5..5],[x3(
> r),y3(r),r=-5..5]},x=-1..5,y=-3..3,scaling=constrained);
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ad 3) Postačuj́ıćı podmı́nkou k tomu, aby křivka K byla grafem nějaké funkce y = f(x), je,
že existuje inverzńı funkce k funkci x = ϕ1(t), t ∈ I. Je-li tomu tak a podař́ı-li se nám nav́ıc t z
rovnice x = ϕ1(t) ”vyjádřit” (což neńı vždy možné, přestože je funkce x = ϕ1(t) prostá), pak lze
do 2.parametrické rovnice y = ϕ2(t) za t dosadit, č́ımž dostaneme:

y = ϕ2(t) = ϕ2(ϕ−1
1 (x)) = ϕ2 ◦ ϕ−1

1 (x), x ∈ H(ϕ1) = ϕ1(I).

Odtud pak plyne, že pro hledanou funkci f plat́ı : f = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 .

Neńı-li funkce x = ϕ1(t) na daném intervalu I prostá, ale je prostá na každém z interval̊u Ii , i =
1, ..., n, pro něž plat́ı

⋃n
i=1 Ii = I, existuj́ı inverzńı funkce k funkćım x = (ϕ1|Ii)(t), což jsou

restrikce funkce x = ϕ1(t) na jednotlivé intervaly Ii , i = 1, .., n.
Křivka K je pak sjednoceńım graf̊u funkćı:

fi : y = ϕ2(t) = ϕ2((ϕ1|Ii)−1(x)) = ϕ2 ◦ (ϕ1|Ii)−1(x), x ∈ H(ϕ1|Ii) , i = 1, ..., n.

Zda je x v našem př́ıpadě prostou funkćı proměnné t, tj. zda lze t z rovnice x = 1 + t2

jednoznačně vyjádřit jako funkci x, se pokuśıme zjistit řešeńım rovnice x = 1 + t2, kde x nyńı
chápeme jako parametr a t jako neznámou. V MAPLu to lze provést př́ıkazem:

> solve(x=1+t^2,t);
√
x− 1, −

√
x− 1

Vid́ıme tedy, že uvedená rovnice má 2 řešeńı. Prvńı z nich (tj.
√
x− 1) lze zřejmě interpre-

tovat jako funkčńı předpis inverzńı funkce k funkci ϕ1|〈0,∞), druhé pak jako funkčńı předpis
inverzńı funkce k funkci ϕ1|(−∞,0〉) (Zd̊uvodněte si podrobně sami a nav́ıc si rozmyslete, že
definičńım oborem obou zmı́něných funkćı je interval 〈1,∞). )
Zadefinujme si tedy v MAPLu tyto 2 funkce:

> t1:=x->sqrt(x-1);

t1 := x→
√
x− 1

> t2:=x->-sqrt(x-1);

t2 := x→ −
√
x− 1

Křivka K je tedy zřejmě sjednoceńım graf̊u 2 funkćı f1 , f2, které lze v MAPLu zadat
následuj́ıćımi př́ıkazy:

> f1:=x->y(t1(x));

f1 := x→ y(t1(x))
> f2:=x->y(t2(x));

f2 := x→ y(t2(x))
”Konkrétńı” funkčńı předpisy funkćı f1 a f2 lze źıskat pomoćı následuj́ıćıch př́ıkaz̊u:
> f1(x);

√
x− 1− (x− 1)(3/2)

3
> f2(x);

−
√
x− 1 +

(x− 1)(3/2)

3
Pomoćı následuj́ıćıho př́ıkazu nyńı zakresĺıme do jednoho obr. grafy obou funkćı f1(x) a

f2(x):
> plot([f1(x),f2(x)],x=0..6,y=-2..2,scaling=constrained);
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