Pocitacovy algebraicky systém Maple jako pomucka pri studiu
predmétu Matematika I a II.
Parametrické rovnice kiivek v E?
Piiklad :
Kfivka K je ddna parametrickymi rovnicemi : @ = ¢1(t) = 1412, y = @o(t) =t — 33, t € R.
Provedte nasledujici tkoly:

1) Urcete tecny vektor ke kiivce K v bodé P, ktery je uréen hodnotou parametru ¢t = 1, a
napiste parametrické rovnice teény p ke kiivce K, ktera se kiivky dotyka v bodé P. Do jednoho
obr. zakreslete kiivku K a tecnu p.

2) Urcete tecny vektor ke kiivee K v bodé @, ktery je prusecikem kiivky K s osou x. NapiSte
parametrické rovnice te¢ny ¢, ktera se dotyka kfivky K v bodé (). Nakonec do jednoho obr. za-
kreslete kiivku K a te¢nu q.

3) Rozhodnéte, zda kiivka K je grafem néjaké funkce y = f(x), pfipadné zda je sjednocenim
grafu nékolika funkef y = f;(x). Pokud ano, najdéte jeji (jejich) funkéni predpis(-y) a nakreslete
graf této funkce y = f(z), resp. grafy téchto funkei y = f;(x), a to do jednoho obr.

Resent:

Nejprve zaddme parametrické rovnice kiivky K, coz lze v prostiedi MAPLE provést nasledujicim
prikazem :

> x:=t->1+t72; y:i=t->t-1/3%t73;
ri=t— 1+t
1
yi=t—t-g t3
ad 1) Soufadnice bodu dotyku P spoc¢itdme takto:

> x(1);y(1);

Wi N

Souradnice te¢ného vektoru ke kiivce K, ktery vychézi z bodu P, jsou pofadé rovny hod-
notdm derivaci funkei z(¢) a y(t) v bodé tg = 1, nebot tato hodnota parametru bod dotyku
P charakterizuje. Jde tedy o vektor (z’(1),y'(1)). Jeho soufadnice lze v MAPLu spocitat takto:

> D(x)(1);D(y)(1);
2
0
Uvazime-li, ze tento vektor hraje roli smérového vektoru teény p, a protoze zndme také jeden
bod, kterym tato tetna prochdzi (tim je bod dotyku P), muzeme jiz sestavit parametrické rovnice
tecny p:

£(s) = 2(1) + s 2'(1) = 1 + 25, y(s) = y(1) + s/(1) = =

3’ s €R,

coz v prosttedi MAPLE provedeme takto:

> x0:=8->2+2xs; y0:=5->2/3;
20 :=5—>2+2s
2

0:= -
)



Posledni diléi kol z tkolu 1) 1ze v systému MAPLE splnit nésledujicim piikazem:

> plot({[x(t),y(t),t=-2..2],[x0(s),y0(s),s=-5..5]
>} ,x=-1..5,y=-3..3,scaling=constrained) ;

ad 2) Protoze pro prusecik @ kiivky K s osou z plati, ze jeho y—ov4 soufadnice je rovna nule,
ur¢ime hodnotu parametru ¢, kterd bod @ charakterizuje, z rovnice 0 = y(t). Tuto rovnici lze v
MAPLu vyfesit piikazem:

> solve(0=y(t),t);
07 \/ga _\/g
Rovnice 0 = y(t) ma tedy 3 feseni: t; = 0, to = /3, t3 = —/3. Tyto hodnoty parametru nynf
postupné dosadime do funkce z(t) a tim dostaneme odpovidajici x—ové soufadnice jednotlivych
pruseciku kiivky K s osou z. V prostfedi MAPLE to provedeme takto:

> x(0); x(sqrt(3)); x(-sqrt(3));
1
4
4
Je tedy jasné, ze kiivka K méd 2 pruseciky s osou - bod Q1 = [0, 0], ktery je charakterizovan
hodnotou parametru ¢; = 0 a bod Q2 = [3,0], ktery je charakterizovdn 2 hodnotami parametru

t: to =+3ats=—3.
Protoze bod Q2 = [3,0] je 2-ndsobnym bodem kiivky K, lze ocekédvat, ze v bodé @2 budou
existovat 2 ruzné tecné vektory ke kiivce K :

6@21 = (x/(\/g),y/(\/g)) a ﬁQz’z - (x/(f\/g)ay/(f\/g))'

Soufadnice tecnych vektoru ke kfivee K, které vychézeji z bodu Q1, resp. Q2, lze v MAPLu
spocitat ndsl. zpusobem :

> D(x)(0); D(y)(0);

> D(x) (sqrt(3)); D(y) (sqrt(3));
2V3
)
> D(x)(-sqrt(3)); D(y) (-sqrt(3));



23
-2
Tetnym vektorem ke kiivce K, ktery vychdzi z bodu @1, je tedy vektor @, = (0;1). Z bodu
Q2 pak vychézi 2 ruzné tecné vektory ke kiivce K :

ﬁQ21 = (2 \/§§ 72) a ﬁQn = (*2 \/§5 *2)'

V bodé Q2 tudiz existuji 2 ruzné teény ke kiivce K. Nynf jiz muzeme (analogicky jako v rdmci
feSeni tlohy 1) ) sestavit parametrické rovnice teény ¢; ke kiivce K v bodé Q1 a tecen g2 , g3 ke
kiivce K v bodé @ :

a1 x(n) =xz(0) +n2'(0)=1, y(n)=y(0)+ny'(0)=n, neRr,
@ 2(m)=2(VB) +m ' (V3) = 4+m 23, y(m) = y(V3) +ny/(V3) = -2m, meR,
q3 : x(r):x(—\/§)+rx’(—\/§)—4—r2\/_ y(r) =y(— \/_)—f—ry’( \/§) —2r,rewR,

coz v MAPLu provedeme takto:

> xl1:=n->1; yl:=n->n;
zl =1
yl :=n—n
> x2:=m—>4+m*2*sqrt (3); y2:=m->m*(-2);
2 :=m—4+2m+/3
y2 :=m — —2m
> x3:=r—>4+r*(-2) *sqrt(3); y3:=r->r*(-2);
3 :=r —4-2r3
Y8 i=r — —2r
Nyni jiz pomoci néasledujictho piikazu zakreslime do jednoho obr. kfivku K a teény
a1, q2, 43 :
> plot(

>{[x(t),y),t=-2..2], [x1(n),y1(n) ,n=-5..5], [x2(m) ,y2(m) ,m=-5..5], [x3(
> r),y3(r),r=-5..51},x=-1..5,y=-3..3,scaling=constrained) ;




ad 3) Postacujici podminkou k tomu, aby kiivka K byla grafem néjaké funkce y = f(x), je,
Ze existuje inverzni funkce k funkci z = ¢1(t), t € I. Je-li tomu tak a podaif-li se ndm navic ¢ z
rovnice x = @1 (t) "vyjadiit” (coz neni vidy mozné, prestoze je funkce = = 4 (t) prostd), pak lze
do 2.parametrické rovnice y = pa(t) za t dosadit, ¢imz dostaneme:

y=a(t) = a1 1(2)) = w2097 (z), z € H(p1) = p1(I).

Odtud pak plyne, ze pro hledanou funkci f plati : f = @30 (pl_l.

Neni-li funkce x = ;1 (¢) na daném intervalu I prostd, ale je prostd na kazdém z intervalu I; , i =
1,...,n, pro néz plati JI_, I; = I, existuji inverzni funkce k funkcim z = (¢1|1,)(t), coz jsou
restrikce funkce x = 1 (t) na jednotlivé intervaly I, , i = 1,..,n.

Kiivka K je pak sjednocenim grafi funkei:

)7 (), x € H(p

L) (@) = @20 (o1 L),i=1...n.

fi 1 y=a(t) = p2((1

Zda je x v nasem pifpadé prostou funkci proménné ¢, tj. zda lze ¢t z rovnice x = 1 + 2
jednoznaéné vyjadiit jako funkei z, se pokusime zjistit feSenim rovnice x = 1 + t2, kde x nyni
chapeme jako parametr a t jako nezndmou. V MAPLu to lze provést prikazem:

> solve(x=1+t"2,t);
ve—1, —vx —1
Vidime tedy, Ze uvedend rovnice mé 2 feSeni. Prvni z nich (tj. v/= — 1) lze zfejmé interpre-
tovat jako funkéni predpis inverzni funkce k funkei ¢1(0,00), druhé pak jako funkéni predpis
inverzni funkce k funkci ¢1|(—s,0y) (Zdiivodnéte si podrobné sami a navic si rozmyslete, ze

definiénim oborem obou zminénych funkei je interval (1,00). )
Zadefinujme si tedy v MAPLu tyto 2 funkce:

> tl:=x->sqrt(x-1);
tl =2 —+vax—1
> t2:=x->-sqrt(x-1);
12 :=x— —/r—1
Kiivka K je tedy zfejmé sjednocenim grafi 2 funkei f; , fa, které lze v MAPLu zadat
nésledujicimi ptrikazy:
> fli=x->y(t1(x));
f1 = — y(t1())
> £2:r=x->y(t2(x));
f2 =z —y(t2(z))
"Konkrétni” funkéni predpisy funkei fi a fo lze ziskat pomoci nasledujicich piikazi:
> f1(x);

(x— 1)@/
Jri—l-—x>—J
v 3

> f2(x);
(z —1)3/2)

—Vr—1+

Pomoci nésledujictho pifkazu nyn{ zakreslime do jednoho obr. grafy obou funkel fi(z) a
fa(@):
> plot([f1(x),f2(x)],x=0..6,y=-2..2,scaling=constrained) ;
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