
Pr̊uběh funkce pomoćı systému MAPLE.

Vyšetřováńı pr̊uběhu funkce je komplexńı a někdy velmi obt́ıžná úloha. V konkrétńıch aplikaćıch nás
většinou zaj́ımaj́ı jen některé otázky týkaj́ıćı se pr̊uběhu dané funkce. Např́ıklad: jaký je počet a přibližná
hodnota nulových bod̊u funkce, nebo jaká je největš́ı hodnota funkce. I v těchto př́ıpadech je dobré znát o
dané funkci maximálńı počet informaćı. Poč́ıtačový systém MAPLE umožňuje podrobně vyšetřit i takové
funkce, pro které analytické metody vyšetřováńı selhávaj́ı. Na druhou stranu bez analýzy funkce bychom
”pomoćı” Maplu mohli doj́ıt ke zcela chybným závěr̊um.
Obecně pr̊uběh funkce vyšetřujeme v následuj́ıćıch bodech:
(1) D(f), sudost, lichost, periodicita, pr̊useč́ıky se souřadnicovými osami,
(2) limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f), spojitost,
(3) monotónnost, extrémy,
(4) intervaly konkavity a konvexity, inflexńı body,
(5) asymptoty,
(6) graf funkce.

Následuj́ıćı poznámky a př́ıklady mohou sloužit jako návod, jak lze konkrétně použ́ıt systému Maple
v jednotlivých bodech vyšetřováńı funkce.

(1) D(f). Definičńı obor funkce je většinou (mimo funkce periodické) sjednoceńı konečného počtu
interval̊u. Pro stanoveńı definičńıho oboru funkce je potřeba vyšetřit, z jakých elementárńıch funkćı se
funkce skládá, a použ́ıt vět o definičńım oboru součtu funkćı nebo složené funkce.

Při zjǐst’ováńı definičńıho oboru funkce může v mnoha př́ıpadech pomoci v Maplu př́ıkaz plot pro
zobrazeńı grafu funkce. Mohlo by se zdát, že takto dostaneme všechny potřebné informace o pr̊uběhu
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funkce a netřeba vyšetřovat daľśı body (2) až (6). U některých funkćı však ze zobrazeného grafu nelze
vyč́ıst pouhým okem ani definičńı obor, natož daľśı potřebné vlastnosti funkce. Např́ıklad funkce f(x) =
x2+x−2
x−1

a g(x) = x+ 2 se Maplem zobraźı jako stejné funkce, ale D(f) = R− {1} a D(g) = R .
Pro zjǐstěńı D(f) v př́ıkazu plot voĺıme ”dostatečně velký” zobrazovaćı interval funkčńı proměnné.

To však může zp̊usobit, že se ztrat́ı detaily funkce okolo tzv. kritických bod̊u (např. kde je prvńı nebo
druhá derivace rovna 0 nebo tam, kde derivace neexistuje). V př́ıkladu 1 se při zobrazeńı grafu na větš́ım
intervalu nedá zjistit chováńı funkce v okoĺı bodu 0, nejsou vidět inflexni body ( nacházej́ı se v bodech
−1 a 1) a neńı jasné, zda má funkce asymptoty (nemá).

Př́ıklad 1. Funkce f(x) = ln(1 + x2)

> f1:= x -> ln(1+x^2);

f1 := x→ ln(x2 + 1)

> plot(f1(x), x=-70 - .5..70 + .5, color = red);
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Naopak, pokud neńı vyšetřen celý definičńı obor funkce, potom při zobrazeńı grafu funkce v Maplu
může doj́ıt k přehlédnut́ı podstatné části funkce. V př́ıkazu plot lze totiž snadno stanovit př́ılǐs malý
zobrazovaćı interval a t́ım se omylem omezit jen na jednu z větv́ı grafu viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2. Funkce

f(x) =
x2

2x+ 5
> f2:= x -> x^2 / (2 * x + 5);

f2 := x→ x2

2x+ 5
> plot(f2(x), x = -2..4, color = red,discont = true);
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ale D(f2) = R− {−5/2} a graf funkce f2 má dvě větve.

> plot(f2(x), x = -5..5,y = -30..30, color = red,discont = true);
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Při určováńı definičńıch obor̊u funkćı využijeme znalosti definičńıch obor̊u elementárńıch funkćı.
Tak třeba v př́ıkladu 1 je funkce ln definována jen pro kladný argument, tj. řešili bychom

> solve(x^2+1>0,x);

což by bylo zbytečné, nebot’ jednoduchou analýzou je ihned patrné, že D(f1) = R . U př́ıkladu 2
použijeme př́ıkaz Maplu :

> solve(denom(f2(x))=0,x);

−5

2

T́ımto př́ıkazem nalezneme hodnoty, ve kterých funkce neńı definována, tedy D(f2) = R− {−5/2}.

Sudost nebo lichost funkce dokážeme pomoćı př́ıkazu,

> f(-x);
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Obdobně, pokud chceme naj́ıt pr̊useč́ıky se souřadnicovými osami, použijeme př́ıkazy Maplu.
Pr̊useč́ık s osou x je možno analyticky nalézt jenom výjimečně, systém Maple použije Newtonovy
metody a většinou najde řešeńı. Konkrétně pro funkci z př́ıkladu 1 dostáváme:

> f1(-x);

ln(1 + x2)

Tedy f1 je sudá funkce.

> f1(0);

0

Našel se pr̊useč́ık s osou y, y = 0.

> solve(f1(x)=0,x);

{0}

Našel se pr̊useč́ık s osou x, x = 0.

(2) Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f) , nám dávaj́ı odpověd’ i na otázky
spojitosti funkce. Spojitost vyšetřujeme tak, že použijeme vět o spojitosti součtu, součinu a pod́ılu
elementárńıch funkćı a věty o spojitosti složené funkce. Ve zbylých ”nepř́ıjemných bodech”, do kterých
patř́ı krajńı body definičńıho oboru, poč́ıtáme limitu a zjǐst’ujeme, zda se rovná funkčńı hodnotě. Pokud
limita neexistuje, vyšetřujeme jednostranné limity nebo dokážeme jejich neexistenci.

Vyšetřováńı prováděné v bodě (2) demonstrujeme na př́ıkladu 2 (př́ıklad 1 je v tomto smyslu jednoduchý,
limity vyšetřete sami). Je tedy nutné vypoč́ıtat následuj́ıćı limity v krajńıch bodech interval̊u D(f):

lim
x→∞

f2(x) , lim
x→−∞

f2(x) , lim
x→−5/2±

f2(x) .
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> limit(f2(x), x = infinity);

∞
> limit(f2(x), x = -infinity);

−∞

> limit(f2(x), x = -5/2);

undefined

> limit(f2(x), x = -5/2,right);

∞
> limit(f2(x), x = -5/2,left);

−∞

Tedy lim
x→−5/2

f2(x) neexistuje, existuj́ı pouze nevlastńı jednostranné limity. Limitu

lim
x→−∞

f2(x) = −∞ , kterou jsme právě vypoč́ıtali, bychom z grafu funkce f2 omezeného na interval

x ∈< −5 , 5 > (viz výše) nedokázali vyč́ıst.

(3) Monotónnost, extrémy. Jak jsme uvedli v bodě (2), definičńı obory běžných funkćı se skládaj́ı
z konečného počtu interval̊u, na kterých je funkce spojitá. Stejně tak lze D(f) rozložit dále na konečný
počet interval̊u, na kterých je funkce monotonńı. Pokud tyto intervaly urč́ıme a vypočteme-li limity v
krajńıch bodech těchto interval̊u, jsme schopni odpovědět na to, kde se nacházej́ı lokálńı (i absolutńı)
extrémy funkce, a stanovit obor hodnot funkce H(f). Monotonii funkce vyšetřujeme standardně
pomoćı prvńı derivace funkce. Občas jsme schopni okamžitě zjistit monotonii funkce bez užit́ı derivace,
pokud je funkce složeńım dvou nebo v́ıce monotonńıch funkćı. Tak je tomu u následuj́ıćıho př́ıkladu.
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Př́ıklad 3.

f(x) =
1

1 + e
1
x

,

je funkćı rostoućı na intervalu x ∈ (−∞ , 0) i na intervalu x ∈ (0,∞ ) ,, (dokažte), ale neńı rostoućı
na sjednoceńı těchto interval̊u, tj. na celém D(f). Graf znázorńıme Maplem .

> f3:= x -> 1/(1+exp(1/x));

f3 := x→ 1

1 + e( 1
x

)

> plot(f3(x), x=-10- .5..10 + .5, color = red, discont = true);
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Nyńı vyšetř́ıme monotonnost a extrémy funkce z př́ıkladu 1.

> df1:=D(f1);

df1 := x→ 2x

1 + x2
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> solve(df1(x)=0,x);

0

Bod 0 je tzv. stacionárńı bod a může v něm být extrém. Je v něm lokálńı (a zároveň absolutńı)
minimum funkce, nebot’:

> solve(df1(x)<0,x);

RealRange(−∞, Open(0))

> solve(df1(x)>0,x);

RealRange(Open(0), ∞)

V bodě (4) ukážeme, že je druhá derivace funkce f1 v bodě 0 kladná. Z vyšetřováńı v bodě (2) plyne, že
funkce f1 nenabývá svého absolutńıho maxima.

Někdy nelze derivaci v některých bodech poč́ıtat jen formálně. Např́ıklad tam, kde nemůžeme použ́ıt
větu o derivaci složené funkce pro funkci arccos , protože tato funkce nemá v bodech −1, 1 derivaci.
Následuje takový obt́ıžněǰśı př́ıklad a Maple nám ho pomůže vyřešit.

Př́ıklad 4. Funkce

f(x) = arccos2

(
1

1 + x2

)
> f4:=x->(arccos(1/(1+x^2)))^2;

f4 := x→ arccos(
1

1 + x2
)2

> solve((1/(1+x^2))>=-1 and 1/(1+x^2)<=1,x);

x
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Tedy D(f4) = R. Formálńı derivováńı (pozor na stejné značeńı jako definičńı obor) dává:

> df4:=D(f4);

df4 := x→
4 arccos(

1

1 + x2
)x

(1 + x2)2

√
1− 1

(1 + x2)2

Pravá strana neńı definována pro x = 0 , ale z toho neplyne, že f ′(0) neexistuje.

> df4(0);
Error, (in df4) numeric exception: division by zero

> limit(f4(x),x=0);

0

> limit(df4(x),x=0);

0

Funkce f4 je spojitá v 0 a lim
x→0

f4 ′(x) = 0, tedy můžeme usoudit, že f ′(0) = 0. Pro ověřeńı nakresleme

graf funkce f4 (červená čára) spolu s grafem derivace funkce (zelená čára).

> plot([f4(x),df4(x)],x=-4..4,discont=true,thickness=[2,1]);

Contents First Last Prev Next Back Close Quit



–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

2

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

(4) Intervaly konvexnosti resp. konkávnosti, inflexńı body. Nejčastěji vyšetřujeme konvexnost
a konkávnost zadané funkce pomoćı druhé derivace. Tak jako v předešlých bodech je nutné znát matem-
atické věty, o které se můžeme při tomto vyšetřováńı opř́ıt.

Vrátime se znovu k př́ıkladu 1 a na základě znalosti prvńı derivace vypoč́ıtáme derivaci druhou.

> df1:=D(f1);

df1 := x→ 2x

1 + x2

> ddf1:=D(df1);

ddf1 := x→ 2

1 + x2
− 4x2

(1 + x2)2

> solve(ddf1(x)<0,x);

RealRange(−∞, Open(−1)), RealRange(Open(1), ∞)
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Zřejmě v uvedených intervalech je funkce konkávńı, jinde konvexńı. Druhá derivace funkce f1 v bodě 0
je kladná; to je potvrzeńı toho, že funkce má v bodě 0 lokálńı minimum. Skutečně:

> solve(ddf1(x)=0,x);

−1, 1

v bodech [-1 , ln(2)], [1, ln(2)] jsou inflexńı body grafu funkce f1 :

> f1(1);

ln(2)

5. Asymptoty. Hledaj́ı se př́ımky y = kx+ q , které by byly šikmými asymptotami k zadané funkci,
nebo svislé asymptoty, tj. př́ımky kolmé k ose x tvaru x = c v bodech c, kde existuje alespoň jedna
jednostranná nevlastńı limita funkce. Tedy hledáńı asymptot obou typ̊u se převád́ı na poč́ıtáńı limit.

V př́ıkladu 1 nemá funkce asymptoty (ověřeńı proved’te sami). Výpočet asymptot budeme demon-
strovat na př́ıkladu 2.

Již v bodě (2) jsme u funkce f2 zjistili, že v bodě −5/2 existuj́ı nevlastńı jednostranné limity
lim

x→−5/2−
f2(x) = −∞ a lim

x→−5/2+
f2(x) = −∞ , tedy x = −5/2 je jediná svislá asymptota funkce.

Někdy je možno zjistit šikmé asymtoty přepsáńım funkce do jiného tvaru pomoćı následuj́ıćıho př́ıkazu
Maplu:

> convert(x^2 / (2 * x + 5),parfrac,x);

x

2
− 5

4
+

25

4 (2x+ 5)

tedy lineárńı funkce y = (1/2) ∗ x− 5/4 je šikmou asymptotou funkce.
Ověř́ıme šikmou asymptotu výpočtem př́ıslušných limit.
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> k:=limit(f2(x)/x,x=-infinity); q:=limit(f2(x)-k*x,x=-infinity);

k :=
1

2

q :=
−5

4

6. Graf funkce. O r̊uzných možnostech zobrazeńı grafu funkce v Maplu pojednává část Graf
funkce jedné proměnné. Omeźıme se zde proto na znovu zobrazeńı funkce z př́ıkladu 1 v intervalu,
kde již jsou patrné jej́ı detaily,

> plot(f1(x), x=-2 - .5..2 + .5, color = red);
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a na zobrazeńı funkce z př́ıkladu 2 spolu s jej́ı šikmou asymptotou v ±∞ .

> y:= x -> x/2 - 5/4;
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y := x→ 1

2
x− 5

4

> plot([f2(x),y(x)],x=-10..10,y=-10..10,discont=true,thickness=[2,1]);
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Z grafu funkce f1 a z předešlého vyšetřováńı v bodě (3) je patrné, že H(f1) =< 0,∞) (obor hodnot
H(f2) vyšetřete sami).
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