Pribéh funkce pomoci systému MAPLE.

Vysetrovani prubéhu funkce je komplexni a nékdy velmi obtiznd tloha. V konkrétnich aplikacich nas
vétsinou zajimaji jen nékteré otazky tykajici se prubéhu dané funkce. Naptiklad: jaky je pocet a priblizna
hodnota nulovych bodu funkce, nebo jaka je nejvétsi hodnota funkce. I v téchto pripadech je dobré znat o
dané funkci maximalni pocet informaci. Pocitacovy systém MAPLE umoznuje podrobné vysetiit i takové
funkce, pro které analytické metody vysetfovani selhdvaji. Na druhou stranu bez analyzy funkce bychom
"pomoci” Maplu mohli dojit ke zcela chybnym zavéram.

Obecné prubéh funkce vysetifujeme v nasledujicich bodech:

(1)  D(f), sudost, lichost, periodicita, pruseciky se souradnicovymi osami,
(2) limity v krajnich bodech intervalu, které tvori D(f), spojitost,

(3) monoténnost, extrémy,

(4) intervaly konkavity a konvexity, inflexni body,

(5) asymptoty,

(6) graf funkce.

Nasledujici poznamky a ptiklady mohou slouzit jako navod, jak lze konkrétné pouzit systému Maple
v jednotlivych bodech vysetrovani funkce.

(1) D(f). Defini¢ni obor funkce je vétsinou (mimo funkce periodické) sjednoceni koneéného poctu
intervalu. Pro stanoveni definicniho oboru funkce je potfeba vysetfit, z jakych elementarnich funkci se
funkce sklada, a pouzit vét o definicnim oboru souctu funkei nebo slozené funkce.

Pti zjistovani definicniho oboru funkce muze v mmnoha piipadech pomoci v Maplu piikaz plot pro
zobrazeni grafu funkce. Mohlo by se zdat, ze takto dostaneme vSechny potfebné informace o prubéhu
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funkce a netfeba vysetiovat dalsi body (2) az (6). U nékterych funkei vsak ze zobrazeného grafu nelze

vyéist pouhym okem ani defini¢ni obor, natoz dalsi potFebné vlastnosti funkce. Napiiklad funkce f(z) =
% a g(x) =x+ 2 se Maplem zobrazi jako stejné funkce, ale D(f) = R— {1} a D(g) =R .

Pro zjisténi D(f) v piikazu plot volime ”dostateéné velky” zobrazovaci interval funkéni proménné.
To v8ak muze zpusobit, ze se ztrati detaily funkce okolo tzv. kritickych bodu (napt. kde je prvni nebo
druhd derivace rovna 0 nebo tam, kde derivace neexistuje). V piikladu 1 se pii zobrazeni grafu na vétsim
intervalu neda zjistit chovani funkce v okoli bodu 0, nejsou vidét inflexni body ( nachézeji se v bodech
—1 a 1) a nenf jasné, zda mé funkce asymptoty (nem4d).

Priklad 1. Funkce f(z) = In(1 4 z?)

> fl:= x -> 1n(1+x"2);

fl =2 —1In(z?+1)

> plot(fi(x), x=-70 - .5..70 + .5, color = red);
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Naopak, pokud neni vysetien cely definiéni obor funkce, potom pti zobrazeni grafu funkce v Maplu

muze dojit k prehlédnuti podstatné ¢asti funkce. V prikazu plot lze totiz snadno stanovit prilis maly
zobrazovaci interval a tim se omylem omezit jen na jednu z vétvi grafu viz nasledujici priklad.
Priklad 2. Funkce

x
xT) =
f@) 20 +5
> f2:=x > x72/ (2 * x + 5);
2
x
2 =x —
f 2xr+5
> plot(f2(x), x = -2..4, color = red,discont = true);

D R A R
X
ale D(f2) = R —{—5/2} a graf funkce f2 m4 dvé vétve.
> plot(f2(x), x -5..5,y = -30..30, color red,discont = true);
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Pfi urcovani definiénich oboru funkei vyuzijeme znalosti defini¢nich obort elementarnich funkei

Tak treba v piikladu 1 je funkce In definovana jen pro kladny argument, tj. fesili bychom
> solve(x"2+1>0,x);

coz by bylo zbyteéné, nebot jednoduchou analyzou je ihned patrné, ze D(f1) = R . U piikladu 2
pouzijeme piikaz Maplu :
> solve(denom(f2(x))=0,x);
-5
2
Timto piikazem nalezneme hodnoty, ve kterych funkce neni definovéna, tedy D(f2) = R — {—5/2}.

Sudost nebo lichost funkce dokazeme pomoci piikazu,
> f(-x);
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Obdobné, pokud chceme najit priseciky se souradnicovymi osami, pouzijeme piikazy Maplu.
Prusecik s osou x je mozno analyticky nalézt jenom vyjimecneé, systém Maple pouzije Newtonovy
metody a vétsinou najde feSeni. Konkrétné pro funkci z prikladu 1 dostavame:

> f1(-x);
In(1 + 2%)
Tedy f1 je suda funkce.
> £1(0);
0

Nasel se prusecik s osou y, y = 0.
> solve(f1(x)=0,x);

{0}

Nagel se prusecik s osou x, z = 0.

(2) Limity v krajnich bodech intervala, které tvori D(f) , ndm davaji odpoved i na otdzky
spojitosti funkce. Spojitost vysSettujeme tak, ze pouzijeme vét o spojitosti souc¢tu, soucinu a podilu
elementarnich funkci a véty o spojitosti slozené funkce. Ve zbylych "nepiijemnych bodech”, do kterych
patii krajni body defini¢niho oboru, pocitame limitu a zjistujeme, zda se rovna funkcéni hodnoté. Pokud
limita neexistuje, vySetfujeme jednostranné limity nebo dokézeme jejich neexistenci.

Vysetfovani provadéné v bodeé (2) demonstrujeme na piikladu 2 (piiklad 1 je v tomto smyslu jednoduchy,
limity vysetfete sami). Je tedy nutné vypocitat nésledujici limity v krajnich bodech intervalu D(f):

lim f2(z), lim f2(x), lim  f2(x).

T—00 T——00 x——5/2+
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> limit(f2(x), x = infinity);

00
> 1limit(f2(x), x = -infinity);

—00
> limit(f2(x), x = -5/2);

undefined

> limit(f2(x), x = -5/2,right);

00
> limit(f2(x), x = -5/2,left);

—00

Tedy lim/ f2(x) neexistuje, existuji pouze nevlastni jednostranné limity. Limitu
r——5/2

lim f2(x) = —o0, kterou jsme pravé vypocitali, bychom z grafu funkce f2 omezeného na interval

r——00

xr €< —5,5 > (viz vyse) nedokdzali vycist.

(3) Monoténnost, extrémy. Jak jsme uvedli v bodé (2), definiéni obory béznych funkei se sklddaji
z konecného poctu intervali, na kterych je funkce spojitd. Stejné tak lze D(f) rozlozit dale na konecény
pocet intervall, na kterych je funkce monotonni. Pokud tyto intervaly uréime a vypocteme-li limity v
krajnich bodech téchto intervalu, jsme schopni odpovédét na to, kde se nachézeji lokédlni (i absolutni)
extrémy funkce, a stanovit obor hodnot funkce H(f). Monotonii funkce vySetfujeme standardné
pomoci prvni derivace funkce. Obcas jsme schopni okamzité zjistit monotonii funkce bez uziti derivace,
pokud je funkce slozenim dvou nebo vice monotonnich funkci. Tak je tomu u nasledujiciho prikladu.
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Priklad 3. ]

o=

je funkef rostouci na intervalu x € (—c0,0) i na intervalu x € (0,00),, (dokazte), ale neni rostouct
na sjednoceni téchto intervali, tj. na celém D(f). Graf zndzornime Maplem .

> £3:= x > 1/(1+exp(1/x));

Y

1

14 &)
> plot(£f3(x), x=-10- .5..10 + .5, color = red, discont = true);

3=z —

—10 5 0 5 10
X

Nyni vySetiime monotonnost a extrémy funkce z ptikladu 1.
> df1:=D(f1);
2z
ﬁ
1+ 2?2
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> solve(df1(x)=0,x);
0

Bod 0 je tzv. staciondrni bod a muze v ném byt extrém. Je v ném lokalni (a zaroven absolutni)
minimum funkce, nebot:

> solve(df1(x)<0,x);

RealRange(—o0, Open(0))
> solve(df1(x)>0,x);

RealRange(Open(0), co)

V bodé (4) ukdzeme, ze je druha derivace funkce f1 v bodé 0 kladnd. Z vysettovani v bodé (2) plyne, ze
funkce f1 nenabyva svého absolutniho maxima.

Nekdy nelze derivaci v nékterych bodech poéitat jen formalné. Napiiklad tam, kde nemuzeme pouzit
vétu o derivaci slozené funkce pro funkci arccos , protoze tato funkce nemda v bodech —1,1 derivaci.
Nasleduje takovy obtiznéjsi piiklad a Maple nam ho pomuze vyftesit.

Priklad 4. Funkce .
_ 2
f(x) = arccos (1 n x2)

> fd:=x->(arccos(1/(1+x72)))"2;
1

4 =x— arccos(m

)2
> solve((1/(1+x~2))>=-1 and 1/(1+x"2)<=1,x);
T
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Tedy D(f4) = R. Formalni derivovani (pozor na stejné znaceni jako defini¢ni obor) davé:
> df4:=D(f4);

1
darccos(——) @
df4 ==z — 1+7
1

1+ 1= s

Prava strana neni definovéana pro x = 0 , ale z toho neplyne, ze f’(0) neexistuje.
> df4(0);

Error, (in df4) numeric exception: division by zero

> limit(f4(x),x=0);

> limit(df4(x),x=0);
0

Funkce f4 je spojita v 0 a 1im0 f4'(x) =0, tedy muzeme usoudit, ze f'(0) = 0. Pro ovéfeni nakresleme
graf funkce f4 (CGervend ¢éra) spolu s grafem derivace funkce (zelend céra).
> plot([f4(x),df4(x)],x=-4..4,discont=true,thickness=[2,1]);
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(4) Intervaly konvexnosti resp. konkdvnosti, inflexni body. Nejcastéji vysetiujeme konvexnost
a konkdvnost zadané funkce pomoci druhé derivace. Tak jako v predeslych bodech je nutné znat matem-

atické véty, o které se muzeme pii tomto vySetfovani opiit.

Vratime se znovu k ptikladu 1 a na zdkladé znalosti prvni derivace vypocitame derivaci druhou.

> df1:=D(f1);
2x
1+ 22

af1t == v —

> ddf1:=D(df1);
2 4 22
L+a22  (1+2%)2

ddf1 :=x —

> solve(ddf1(x)<0,x);
RealRange(—oo, Open(—1)), RealRange(Open(1), co)
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Ztejmé v uvedenych intervalech je funkce konkédvni, jinde konvexni. Druhd derivace funkce f1 v bodé 0
je kladna; to je potvrzeni toho, ze funkce ma v bodé 0 lokdlni minimum. Skutecné:

> solve(ddf1(x)=0,x);

-1,1

?

v bodech [-1, In(2)], [1, In(2)] jsou inflexni body grafu funkce f1 :
> f1(1);
In(2)

5. Asymptoty. Hledaji se piimky y = kx + ¢ , které by byly Sikmymi asymptotami k zadané funkeci,
nebo svislé asymptoty, tj. primky kolmé k ose x tvaru x = ¢ v bodech ¢, kde existuje alespon jedna
jednostrannd nevlastni limita funkce. Tedy hledéani asymptot obou typu se prevadi na pocitani limit.

V piikladu 1 nemd funkce asymptoty (ovéreni provedte sami). Vypocet asymptot budeme demon-
strovat na prikladu 2.

Jiz v bodé (2) jsme u funkce f2 zjistili, ze v bodé —5/2 existuji nevlastni jednostranné limity

lin} f2(z) = —00 a hH} f2(x) = —o00, tedy x = —5/2 je jedind svisld asymptota funkce.
z——5/2— x——5/2+

Nékdy je mozno zjistit Sikmé asymtoty prepsanim funkce do jiného tvaru pomoci nasledujiciho ptrikazu
Maplu:
> convert(x”2 / (2 * x + 5),parfrac,x);
xr b 25

2 1 12r+5)

tedy linedrni funkce y = (1/2) * x — 5/4 je sikmou asymptotou funkce.
Oveérime Sikmou asymptotu vypoctem piislusnych limit.
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> k:=limit(f2(x)/x,x=-infinity); q:=limit(f2(x)-k*x,x=-infinity);

6. Graf funkce. O ruznych moznostech zobrazeni grafu funkce v Maplu pojednéava ¢ast Graf
funkce jedné proménné. Omezime se zde proto na znovu zobrazeni funkce z prikladu 1 v intervalu,

kde jiz jsou patrné jeji detaily,
> plot(fi(x), x=-2 - .5..2 + .5, color = red);

2]

151

051

) 1 0 1 2
X

a na zobrazeni funkce z ptikladu 2 spolu s jeji sikmou asymptotou v oo .

> y:=x -> x/2 - 5/4;
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=T = —x— -
Yy 3

1

5
4

> plot([f2(x),y(x)],x=-10..10,y=-10..10,discont=true,thickness=[2,1]);

101

-10°

Z grafu funkce f1 a z predeslého vysetfovani v bodé (3) je patrné, ze H(f1) =< 0,00) (obor hodnot

H(f2) vysSetiete sami).
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