Zakladni vlastnosti funkci jedné a dvou realnych proménnych

® Elementarni funkce

® Operace s funkcemi
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Elementarni funkce

® Piiklad 1.1.1 Je-li funkce f(x) = sin(x), nacrtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(z) = f(z/2) f3(x) = 2f(x)
fa(z) = f(z - 2) fs(z) = [f(z)] fe(z) = f(|=])

Zpét

. — p.2/7



Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci
fi(z) = f(22) fa(z) = f(z/2)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)]
® = ? G % W

fa(z) = 2f(x)
fe(z) = f(l=])

Zpét

. — p.3/7



Priklad 1.1.1

Je-1i funkce f(z) = sin(x), na¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z)
fa(z) = f(z — 2)
Vysledek:

fa(z) = f(x/2)

fs(z) = [f(z)]

sin(x/2)

1
-2 —JT 2 7T

-1

|sin(x) |
1

-2 J7T-7T 2 7T

fa(z) = 2f(=x)
fe(x) = f(]z])
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Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(z) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)] fe(z) = f(l=])

Navod:

Perioda funkce f1(x) je .

Perioda funkce fa2(x) je 4m.

H(f) funkce f3(x) je (—2,2).

Graf funkce f4(x) je posunuty o 2 doprava.

Graf funkce f5(x) vznikne ptrevracenim zaporné casti grafu funkce f(z) do kladné casti
podle osy =x.

Graf funkce fg(x) vznikne prevracenim ¢asti grafu funkce f(x) pro x > 0 podle osy y.

Zpét
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Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(22) fa(z) = f(x/2)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)]

Reseni:
Viz navod a vysledek.

Zpét

fa(z) = 2f(x)
fe(z) = f(l=])
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Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci
fi(z) = f(2z) fa(z) = f(z/2) f3(x) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)] fe(z) = f(|z])

Maple:
> f:=x->sin(x);
f = ax — sin(x)
> plot([f(x),f(2*x)],x=-2*P1i..2*Pi,legend=["sin(x)","sin(2 x)"1);

1

-6 -4 2 2 4 6

sin}x)

sin(2x)

> plot([f(x),f(x/2)],x=-2*P1..2*Pi,legend=["sin(x)","sin(x/2)"]);

1
/\ 0.51
‘ -4 2 2 4 6
X
4 \\\\q////
—1

sin(x)
sin(x/2)

Dalsi




Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci
fi(z) = f(2z) fa(z) = f(z/2) f3(x) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)] fe(z) = f(|z])

Maple:

> plot([f(x),2*f(x)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)", "2sin(x)"1);

A 2
4
% % % NN o/
X
_1—
—2

Sau

> plot([f(x),f(x-2)],x=-2*P1..2*Pi,legend=["sin(x)", "sin(x-2)"1) ;

Shie2)

Dalsi




Priklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci
fi(z) = f(2z) fa(z) = f(z/2) f3(x) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)] fe(z) = f(|z])

Maple:

> plot([f(x),abs(f(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)","|sin(x)|"]1);

1

.51

i " = : i 5
X
/| \\\\q////

sin(x)
[sin(x)|

> plot([f(x),f(abs(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)","sin(|x|)"1);

1

6 4 = 0 2 4 6
X
.57
11

sin(x)
sin(|x|)

Zpét
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Priklad 1.1.1

Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(x) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(z)| fe(z) = f(|=|)
Mathematica:

<< GraphicsLegend

f[x] = Sin[z]

Sin[x]

Plot[{ f[z], f[2z]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},
PlotLegend — {"sin(x)", "sin(2 x)"}, LegendShadow — None]
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Plot[{ f[z], f[z/2]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},
PlotLegend — {"sin(x)", "sin(x/2)"}, LegendShadow — None]
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Priklad 1.1.1

Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(x) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(z)| fe(z) = f(|=|)
Mathematica:

Plot[{ f[z],2 f[z]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},
PlotLegend — {"sin(x)", "2 sin(x)"}, LegendShadow — None]

2
o~ 1 -
\
A \ i \\
-6 -4 -2 2 4
\ // \\ p
A /7
~ 1 -
---- sin(x)
. -2
— 2 sin(x)

Plot[{f[z], flx — 2]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},
PlotLegend — {"sin(x)", "sin(x-2)"}, LegendShadow — None]
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Priklad 1.1.1

Je-li funkce f(x) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(x) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(z)| fe(z) = f(|=|)
Mathematica:

Plot[{ f[z], Abs[f[z]]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},
PlotLegend — {"sin(x)", "|sin(x)|" }, LegendShadow — None]

---- sin(x) / 3

[sin(x) |

Plot[{ f[z], f[Abs[z]]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},
PlotLegend — {"sin(x)", "sin(|x|)"}, LegendShadow — None]
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Operace s funkcemi

® Pi#iklad 1.2.1 Pro funkce f(z) = z° a g(x) = e® najdéte funkce

Ji = f+g fs = fxg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Priklad 1.2.2 Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (z +y,zy) a
9(z,y) = (—y,x) najdéte fy = foga fa =go f.

® Prfiklad 1.2.3 Rozhodnéte, kterd z funkci

fi(x) = e+ cosx+e *
fa(z) = €% +cosx+e3®
fa(x) = e*+xcosx—e ”
f4(£13) = 0

je suda a kterd je licha.

e © Zpét




Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg
f2 f—g fa = f/g

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

® = ? &H % =

iz
fe

fog
gof

Zpét

. — p.5/7



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g f3
f2. = f—g fa

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Vysledek:

f1(z)
fa(z)
fa(z)
fa(z)
fs(x)
fe(x)
f1(3)
f2(3)
f3(3)
fa(3)
f5(3)
fe(3)

Zpét

f*g
fl/g

m2_|_e:1:

x° x e”

iz
fe

fog
gof
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Navod:

Nejdrive definujeme funkce f a g a potom pomoci nich definujeme funkce fi az fg.

Zpét

. — p.5/7



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

f1
f2

f*g fs
fl/g fe

fog
gof

f+g f3
f—g fa

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Reseni:

Zpét

f1(z)
fa(x)
fa(z)
fa(z)
fs(x)
fe(x)
f1(3)
f2(3)
f3(3)
fa(3)
f5(3)
fe(3)

f(@)+ g(z) = 2% + €

f(z) — g(z) = 2% — &

f(z) * g(x) = 2° x e

f(x)/g(z) = x®/e”

flg(@) = f(y) =y* = (gz(x))2 = (%)% = &*7
g(f(z)) = g(y) =e” =¢€”

9 —|—63

9 — e3

9 % e3
9/e?

e6

e?.
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

fi = f+g fa = f=x*xg fs
f2 f—g fa = f/g fe

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> f = x -> x72;
f =z — x?
> g = x -> exp(x);
g:=x — e”
> fl := x -> f(x)+g(x);
f1 =z — f(x) + g(x)
> f2 := x -> f(x)-g(x);
f2 :=x — f(x) — g(x)
> f3 := x -> f(x)*g(x);
f8 =z — f(z) g(x)
> f4 := x -> £(x)/g(x);
f
R ()]
g(z)
Dalsi

fog
gof
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

fi = f+g
f2 = f—g

fa = [f=x*xg fs
fa = f/g fe

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> f5 :=
>  f6 :=
> f1(x);
> £2(x);
> £3(x);
> f4(x);

Dalsi

x -> £(g(x));

x -> g(f(x));

f5 = 2 — t(g())

f6 .=z — g(f(z))

fog
gof

. — p.5/7



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs
f2 f—g fa = f/g fe

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
>  f5(x);
(e®)?
> £6(x);
o(@?)
>  f£1(3);
9—|—e3
> £2(3);
9 — e3
> f£3(3);
9e3
> f£4(3);
9
e3
Dalsi

fog
gof
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs
f2 f—g fa = f/g fe

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> f£5(3);
(e%)?
> simplify (%) ;
e
> f£6(3);
&9
Zpét

fog
gof

. — p.5/7



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g f3
f2. = f—g fa

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:
flx] =z"2

562

g[x-] = Exp|z]

eZB

fi[x] = flz] + g[z]
e® + g2

f2[x] = flz] — glz]
—e® 4 22

f3[x-] = f[z]g[x]

e® x>

fAlx| = f[x]/glz]

R

Dalsi

f*g
fl/g

5
fe

fog
gof
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg
fa. = f-—yg fa = f/g

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:
5[x] = f[g[x]]

f6[x] = g[f[x]]

efE

£1[3]
9+ e3
£2[3]

9 — 3
£3[3]
9e3
£4[3]

iz
fe

fog
gof

. — p.5/7



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

i = f+g fa = fxg
f2 f—g fa = f/g

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:

£5(3]

66

f6[3]

69

Zpét

fs
fe

fog
gof
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

®®=76~’@£‘§ Zpét

. — p.6/7



Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Vysledek:

fl(m7y):(m_y7_xy)7 f2(33,y):(—~’13y,~’13+y) Zpét

. — p.6/7



Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Navod:

Nejdrive definujeme funkce f a g a potom pomoci nich definujeme funkce f; a fs.

Zpét

. — p.6/7



Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Reseni:
Ozna¢me u = —y a v = x, potom
fi(z,y) = f(u,v) = (v +v,uv) =(—y+ 2z, —yx).

Ozna¢me a = x4+ y a b = x y, potom

fo(z,y) = g(a,b) = (=b,a) = (—zy,z +y).

Zpét

. — p.6/7



Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Maple:
> f = (x,y) > (x+y, X*Yy);
f=(z,y) = (z+y, zy)
> g = (x,vy) -> (~y, x);
g = (ZL’, y) — (_y7 x)
> fl := (x,y) -> f(g(x,vy));
f1:=(z,y)— f(g(z, y))
> f2 := (x,y) -> g(f(x,vy));
f2 = (=, y) — gf(x, y))
> fl(x,vy);
—Yy+tzT YT
> f2(x,V);
—yzT,T+yY
Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Mathematica:

fi{x-y-Hi={z + y,z x y}
gl{x-, y-}:={—y, =}
f1[z_]:=f[g[]]
f2[z_]:=g[f[=]]

f1[{z, y}]

{1z — g, —zy}

f2[{z, y}]

1—zy,z +yl

Zpét
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
f2(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

@ ©

?

Gy d W

X

Zpét

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
f2(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xrxcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

Vysledek:

Funkce f; je suda, neni licha.
Funkce f2 neni suda, neni licha.
Funkce f3 neni suda, je licha.
Funkce f4 je suda, je licha.

Zpét

X

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
f2(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xrxcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

Navod:

X

Pro v8echny funkce plati, D(f) = R, tj. defini¢ni obor funkce je soumérny podle pocatku.

Staci vysettit nasledujici podminky:
Funkce f(x) je sudd, jestlize pro vSechna x z defini¢niho oboru plati

Funkce f(x) je liché, jestlize pro vSechna x z defini¢niho oboru plati

Zpét

f(z) = f(—=).

f(x) = —f(—x).

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e”
fa(x) = e+ xzcosx—e ”
f4(£13) = 0

je suda a ktera je licha.

Reseni:

D(f1) = D(f2) = D(fs) = D(fs) = R, tj. defini¢ni obor funkce je soumérny podle
pocatku.

fi(—z) = e % 4 cos(—z) +e (%) =% 4 cosz + e = f1(x) (cosz je funkce sudd)
Funkce fi(x) je sudd a neni licha.

fo(—z) = e % 4+ cos(—z) + e2(7%) = e™% 4 cosx + e 2% £ fo(x) ani fo(—z) # — fa(x)
Funkce f2(x) neni sudé a neni lich4.

fa(—z) =e % 4+ (—x)cos(—xz) —e (7% =% —gcosx — e = —fa(—2x)

Funkce fs(x) neni sudé a je licha.

fa(z) = —=fa(=2) i fa(x) = fa(—2=).
Funkce f4(x) je sudd i licha.

Zpét

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e”
fa(x) = e+ xzcosx—e ”
f4 (CI?) = 0
je suda a ktera je licha.
Maple:
> fl := x -> exp(xX) + cos(x) + exp(-x);

f1 :=xz — e® + cos(z) + (=%

> evalb (fl(x) = £l1(-x));
true
> evalb (fl(x) = -fl(-x));
false
> f2 := x -> exp(x) + cos(x) + exp(2*x);

f2 =z — e® + cos(z) + e(?®)

>  evalb (f2(x) £f2(-x));

false
>  evalb (f2(x)

-f2(-x));
false

Dalsi

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fo(x) = " +cosxz 4+ e*®
fa(x) = e+ xcosx—e ”
fa(z) = 0
je suda a ktera je licha.
Maple:
> f3 := X -> exp(x) + X * cos(x) - exp(-x);
f8 :=x — e® + z cos(z) — e~
> evalb (f3(x) = £3(-x));
false
> evalb (f3(x) = -£f3(-x));
true
> f4 :=x -> 0;
f4=x—0
> evalb (f4(x) = f4(-x));
true
> evalb (f4(x) = -f4(-x));
true

Zpét

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e”
fa(x) = e+ xzcosx—e ”
f4(£13) = 0

je suda a ktera je licha.

Mathematica:

f1[x_]:=Exp[z] + Cos[z] + Exp[—z]
fl1[x]|===f1[—x]

True

fl[z]=== — f1[—z]

False
(Funkce fi je sudd, neni lich4.)

f2[x_|:=Exp[z] + Cos[z] + Exp[2 * z]

f2[x]===f2[—-z]
False

2[z]|=== — f2[—x]
False

(Funkce f2 neni sudéd, neni lich4.)

Dalsi

.= p.7/7



Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e”
fa(x) = e+ xzcosx—e ”
f4(£13) = 0

je suda a ktera je licha.

Mathematica:

f3[x_]:=Exp[z] + = * Cos[z] — Exp[—z]

f3[z]===13[—x]
False

f3[z]=== — £3[—z]
True

(Funkce fs neni sud4, je licha.)
fAlx ] =0

0

fA[x]|===f4[—x]
True

fA[zx]|=== — fA[—x]
True

(Funkce f4 je sud4, je lich4.)

Zpét

.= p.7/7
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