Soustavy linearnich algebraickych rovnic

® Gaussova eliminac¢éni metoda
® Gaussova-Jordanova metoda
® Inverzni matice

¢ Cramerovo pravidlo
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Gaussova eliminac¢ni metoda

® Pi#iklad 10.1.1 Reste soustavu rovnic

r1 + r2 — X3
1 + 2z2 - x3
21— r2 + T3
—x1 + x2 + x3

Piiklad 10.1.2 Reste soustavu rovnic

Sr1  — T2 +
3x1 + 5% —
2:131 - 6:132 —|—

Piiklad 10.1.3 Reste soustavu rovnic
Ty o b r2 +
3:131 -+ 7:132 —

Z1 + 5%2 =
Vysledek znazornéte graficky.

2:133
L3

3:133

25(33
4:133
8:133

Lq
Tq
25134
Lq

tlkb—lCﬂO

P#iklad 10.1.4 Reste soustavu rovnic a provedte diskusi Fesitelnosti pro parametr

A €eER
Az1 T2
r1 + Azr2  +
r1 + T2 +

3
L3
)\5(33

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

L]

Gy # W

I
I
2:131
—x1

I2
2%2
2

2

T3
L3
3

T3

—

Zg
Zq
2:134
Zq

[Jk)—‘UlO

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 +
r1 +
2:131 —
—x1  +

Vysledek:

5131:0, CE2:3, :1:3:2, x4:1.

Zpét

L2
2%2
2

2

T3
L3
x3

T3

—

Zg
Zq
2:134
Zq

[Jk)—‘CﬂO
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 +
r1 +
2:131 —
—x1 +

Navod:

To «—
2%2 —
T2 +
x2 +

T3
L3
x3

T3

— -

Zg
Zq
25(34
Zq

!-lk)—\U(O

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich uprav na HT-matici, zjistime, kolik ma

dand soustava feSeni, pfipadné zvolime parametry (volitelné proménné) a zpétnym chodem

dopocteme zbyvajici neznamé.

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

T1 Tz  — X3  — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
— ] -+ o -+ s — T4 = 4.
Reseni:
1 1 —1 —1 10 1 1 —1 —110
1 2 —1 1 5 0 1 0 2 5
(A|b) — ~ ~
—1 1 2 1 0 -3 3 4 1
—1 1 1 —1 | 4 0 2 o —2 1|4

Ke druhému tadku jsme pficetli (—1)—nésobek prvniho fddku (odecetli jsme od druhého
radku prvni), ke tfetimu fadku jsme pticetli (—2)—ndsobek prvniho fadku (od tietiho
radku jsme odecetli dvojnasobek prvniho faddku) a ke ¢tvrtému faddku jsme pficetli prvni
radek ((1)— néasobek prvniho fadku).

1 1 -1 -1 0
0O 1 0 2 5
0O O 3 10 | 16
0O O 0O —6| —6

Pricetli jsme ke tretimu fadku trojnasobek druhého a od ¢tvrtého radku jsme odecetli
dvojnasobek druhého radku.

Dalsi
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

T1 Tz  — X3  — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
—I -+ To 4+ x3 — T4 = 4.

Reseni:

Vidime, ze h(A) = h(A|b) = 4 soustava ma tedy feseni. Protoze n = h(A) ma soustava
praveé jedno teSeni. Zbyva provést zpétny chod. Vysledné matici B odpovida soustava
linedrnich rovnic

@1 o Bm = DR Ty = 0,
2 + 204 = 5,

3:133 =F 105(34 = 16,

— 6ry = —6.

Z posledni rovnice soustavy vypocteme x4 = 1, dosadime do tfeti rovnice a vypocteme
x3 = 2, dale za x3 i x4 dosadime do druhé rovnice a vypocteme x2 = 3 a konecné za
T2, 3 a x4 dosadime do prvni rovnice a vypocteme x1 = 0.

Jedinym feSenim nasi soustavy je vektor

X = (CEl,ZIZQ,ZB3,ZIZ4)T = (0, 3, 2, 1)T.

Poznamenejme jesté, ze lineadrni prostor Vi je v tomto pripadé tvoren pouze nulovym
vektorem a dim Vg =n — h(A) =4 —4 = 0.

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

T1 Tz  — X3  — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
—I -+ To 4+ x3 — T4 = 4.
Maple:
> with(linalg) :
>  egns :=

{x1+x2-x3-x4=0,x1+2*x2-x3+x4=5,2*x1-x2+x3+2*x4=1, -x1+x2+x3-x4=4};

eqns ;= {zx1 +z2 — 28 — x4 =0, z1 +222 — x84+ x4 =5,2x1 —z24+x23+2x4 =1,
—z1 + 22 + 28 — x4 = 4}
Ukazeme si na tomto prikladé t¥i mozna reSeni v Maplu:
1. Nejjednodussi reSeni:
> solve(egns) ;
{z1 =0, 28 =2, 24 =1, 22 = 3}
2. Nejprve sestavime matici soustavy A a pak resime:

> A := genmatrix(egns, [x1,x2,x3,x4]);

1 1 -1 -1
2 —1

Dalsi
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

1 + x2 — T3 — za = 0,
x1 + 2z — x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
—xq + To —+ T3 — T4 = 4.

Maple:
> x:=linsolve(A,[0,5,1,4]1);
x := [0, 3, 2, 1]

3. Sestavime rozsifenou matici soustavy, provedeme primy chod Gaussovy metody a
vysledek ziskame zpétnym chodem

> Db:=vector([0,5,1,4]);
b:= [0, 5, 1, 4]
> Aaug:=augment (A, b) ;

Aaug :=

o S R
—
NG G B )

> B:=gausselim(Aaug) ;

o o o R
O O R M
w O
—
o
'—l
o

Dalsi
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

T1 Tz  — X3  — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
—I -+ To 4+ x3 — T4 = 4.
Maple:
> Dbacksub (B) ;
[0, 3, 2, 1]

Poznamka: Primy chod Gaussovy eliminace lze provadét postupné, zadame-li jako
parametr ¢islo sloupce, ve kterém ma byt Gaussova eliminace zastavena:

> gausselim(Aaug,l);

1 -1 -1 0
0 2 5
0O -3 3 4 1
| 0 2 0 -2 4
> gausselim(Aaug, 2) ;
1 1 -1 -1 0 ]
0 1 2 5
0O O S 10 16
| 0 O 0O -6 —6 |

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

T1 Tz  — X3  — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — xo + x3 + 24 = 1,
—I -+ To 4+ x3 — T4 = 4.

Mathematica:

Ukazeme si tfi moznosti reSeni:

1) feSime piimo soustavu linedrnich rovnic

eqns = {x1 + x2 — x3 — x4==0, x1 + 2x2 — x3 + x4==05,
2x1 — x2 + x3 + 2x4==1, —x1 + x2 + x3 — x4==4}

{x14+x2 —x3 —x4 ==0,x1 4+2x2 — x3 + x4 == 5,2x1 — x2 4+ x3 + 2x4 ==
—x1 +x2 4 x3 — x4 == 4}

Solve[eqns]
{{x1 - 0,x2 - 3,x3 — 2,x4 — 1}}

2) feSeni pres matici soustavy a pravou stranu

A={{1,1,-1,-1},{1,2,-1,1}, {2, -1,1,2},{-1,1,1, —1}}
{{1,1,—-1,-1},{1,2,-1,1},{2,-1,1,2},{—1,1,1, —1}}
b={0,5,1,4}

{0,5,1,4}

)

LinearSolve[A, b]
{0,3,2,1}

Dalsi
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

Mathematica:

3) sestavime rozsifenou matici a feSime pomoci GaussJordanovy eliminace

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{1,1,-1,-1,0},{1,2,—1,1,5},{2, —1,1,2,1},{—1,1,1, —1, 4}}

B = RowReduce[AD]

{{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,3},{0,0,1,0,2},{0,0,0,1,1}}

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
O 1 0 O
O 0 1 O
O O 0 1

R N W O

I
I
2:131
— %

reseni = Transpose[B][[5]]

{0,3,2,1}

Zpét

_|_

I2
2:132
2

2

T3
L3
T3

3

— -

Zg
Zq
2:134
Zq

B~ = ot O
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5:131 — o + 2:133 = 1,
3z1 4+ Bz — x3 = 2,
2:171 - 6:172 —I— 3:173 = 4.
@ © = ? H % ® Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5CE1 — T2 + 2:133 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 2,
2:171 — 6:172 —I— 3:173 = 4.

Vysledek:

Soustava nema reSeni.

Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

55131 — T2 + 2:133 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 27
25(31 - 65(32 —|— 35(33 = 4.

Navod:

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich uprav na HT-matici. Zjistime, ze
matice soustavy ma hodnost h(A) = 2, rozsifend matice soustavy ma hodnost
h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy véty nem4d feSeni.

Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

51 - o + 2x3 = 1,
3x1 + Sxs - r3 = 2,
2:131 - 6:132 —|— 3:133 = 4.
Reseni
5 -1 2 |1 5 —1 2 1 5 -1 2 1
3 5 —1| 2 ~ 0 28 —11 7 ~ 0 28 —11 7
2 —6 3| 4 0O —28 11 | 18 0 0 0| 25

Nejprve jsme od pétinasobku druhého radku odecetli trojnasobek prvniho rddku a od
pétinasobku tretiho fadku jsme odecetli dvojnasobek prvniho. Pfi tipravé druhé matice
jsme k tfetimu fadku ptricetli druhy. Matice soustavy mé hodnost h(A) = 2, rozsifena
matice soustavy mé hodnost h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy véty nemé
reseni.

Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

dr1  — 2 + 23 = 1,
31131 + 5:132 — T3 = 27
2:61 — 6:62 —|— 3:63 = 4.

Maple:

> with(linalg) :
> eqgns := {5*x1-x2+2*x3=1,3*x1+5*x2-x3=2,2*x1-6*x2+3*x3=4};

eqns 1= {51:1 —xz2+2x83=1,3x1 +5x22 —x8 =2, 2x1 —6:22—|—3x3:4}

> solve(egns) ;
Maple nevratil zadné fesSeni, coz znamena, Ze soustava zadné reSeni nema. Ovérime si
to naptriklad tak, Ze sestavime rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu

eliminaci:
> A := genmatrix(egns, [x1,x2,x3]);
5 -1 2
A = 3 5 -1
2 —6 3
> Db:=vector([1,2,4]);
b:=[1, 2, 4]
> Aaug:=augment (A, Db) ;
[ 5 —1 2 1 w
Aaug := 3 5 -1 2
[ 2 —6 3 4 J

Dalsi
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

dr1  — 2 + 23 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 27
2:131 - 65(32 —|— 35(33 = 4.

Maple:

> B:=gausselim(Aaug) ;

[ 5 1 2 1]

0 28 —11 7

b= 5 5 5
0 0 0 5 |

Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozsitené matice soustavy je 3. Soustava neméa
reseni. Kdybychom se presto pokusili provést zpétny chod, dostali bychom:

> backsub(B) ;
Error, (in backsub) inconsistent system

Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

dr1  — 2 + 23 = 1,
31131 + 5:132 — T3 = 27
2:131 - 6:132 —|— 3:133 = 4.

Mathematica:

Nejdrive reSime primo soustavu linedrnich rovnic:

eqns = {x1 + x2 — x3 — x4==0, x1 + 2x2 — x3 + x4==05,
2x1 — x2 4+ x3 + 2x4==1, —x1 + x2 + x3 — x4==4}

{x1+x2 —x3 —x4 ==0,x1 +2x2 — x3 + x4 == 5,
2x1 — x2 +x34+2x4 ==1, —x1 + x2 4+ x3 — x4 == 4}

Solve[eqns]
{}

Mathematica nevratil zadné reSeni, coz znamena, ze soustava zadné reseni nema.
Ovérime si to napiiklad tak, ze sestavime rozsifenou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A = {{5,-1,2},{3,5,—1},{2,—6,3}}

{{57 —1; 2}7 {37 9, _1}7 {27 —6, 3}}
b={1,2,4}
{1,2,4}

Dalsi
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

dr1  — 2 + 23 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 27
2:131 - 65(32 —|— 35(33 = 4.

Mathematica:

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{5,-1,2,1},{3,5,—1,2},{2,—6,3,4}}
B = RowReduce[AD]

{{1707 %70} 7{0) 1) —%,O} ){0)070) 1}}

B/ /MatrixForm
9
L0 5= 0
11

0 1 —5 O

0O 0 O 1
Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozsitené matice soustavy je 3. Soustava nema
reseni.
Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

T1 + T2 + 2%3 — 6,
3%1 + 7%2 — 4%3 = 16,
1 + ST — 8x3 = 4.
Vysledek znazornéte graficky.
@ ©® = 7 H & W Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2xz3 = 6,
3%1 + 7%2 — 4%3 = 16,
1 —I— 5:132 — 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Vysledek:

Soustava ma nekonec¢né mnoho reseni
o T
x = (13/2,—-1/2,0)" +s(—9,5,2)", seR.

Grafickym fesenim je primka - viz Maple.

Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2xz3 = 6,
3:131 + 7%2 — 4:63 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.
Navod:

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich tiprav na HT-matici. Zvolime
parametry (volitelné proménné) a zpétnym chodem dopocteme zbyvajici nezndmé.
Grafické teseni - viz Maple.

Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,
3:61 + 7:132 — 4:[33 = 16,
1 —|— 5:132 — 8:133 == 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Reseni:

1 1 2| 6 1 1 2 6
1 1 2 6
3 7 —4]16 | ~| O 4 —-10| -2 | ~ .
0O 2 -—-5]| -1

1 5 —-8| 4 O 4 —-10 | —2
Nejprve jsme od druhého radku odecetli trojnasobek prvniho a od tretiho radku odecetli
prvni. V dalsi iipravé jsme od tretiho radku odecetli druhy a vynechali jsme nulovy radek.
Vidime, ze h(A) = h(A|b) = 2, n = 3. Soustava méa tedy nekoneéné mnoho feseni,
dimVy = 3 — 2 = 1 = pocet volitelnych neznadmych.
Zpétny chod:
x3 =1 € R,
2x0 = —1 + 5x3 = 2132:—1/2+5/2t,
r1 =6 — 2x3 — X2 = 1 6—2t+1/2—5/2t = $1:13/2—9/2t.
13

Nl

13 9
) 2t

2 . -9 2 -9
X —%—%t -1 —|-2t 5 -1 + s 5 , s€ER.
t 0 2 0 2
Jednoprvkova béaze prostoru Vi je tvofena napt. vektorem (—9,5, 2)T. Grafické teseni -
viz Maple.
Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3:61 -+ 7:62 — 4:63 = 16,
I + 5:132 — 8:133 = 4.
Vysledek znazornéte graficky.
Maple:
> with(linalg): with(plots):
> eqgns := {x1+x2+2*x3=6,3*x1+7*x2-4*x3=16,x1+5*x2-8*x3=4};
eqns ;= {zxl1 +z2+2x83 =6,3xz1 + 722 —423 =16, 21 + 522 — 8x3 = 4}
> sols := solve(egns);
sols::{:c,?:—}—l—%,xl :1—3—%,:133:3:3}
2 2 2 2

> assign( sols );

> x:=vector([x1l,x2,x3]):;

. 13 9x8 1 53 P
S R
Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech nezndmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi fadkum rozsifené matice
soustavy:
> implicitplot3d({x+y+2*z=6,3*x+7*y-4*z=16,x+5*y-8*z=4
},x=-3..5,y=-3..5,2z=-3..5, axes=boxed) ;

Dalsi
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

L1 —r 459 + 2x3 = 6,
3:131 + 7:62 — 4:63 = 16,
1 + dSr2 — 8xz = 4.
Vysledek znazornéte graficky.

Maple:

Prusecnice je primka, jejiz parametrické rovnice jsou:

1
r= — — 9s, y:—§—|—5s, z = 2s.

Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3:61 -+ 7:132 — 4:133 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

Nejdrive reSime primo soustavu lineadrnich rovnic:

eqns = {x1 + x2 + 2x3==6, 3x1 + 7x2 — 4x3==16,

x1 + 5x2 — 8x3==4}

{x1 + x2 + 2x3 == 6,3x1 + 7x2 — 4x3 == 16,x1 4+ 5x2 — 8x3 == 4}
Solve[eqns]

Solve::svars :

Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .[lmm]
(1 — % - 22 x2— -} + 52}

Mathematica nam vratil nekone¢né mnoho reseni, zavislych na jednom parametru.
Ovérime si to napiiklad tak, ze sestavime rozsitenou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A= {{1,1,2},{3,7,—4},{1,5,—8}}
{{1,1,2},{3,7,—4},{1,5, —8}}

b= {6,16,4}

{6,16,4}

Dalsi
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3:61 -+ 7:132 — 4:133 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{1,1,2,6},{3,7,—4,16},{1,5,—8,4}}
B = RowReduce[Ab]//MatrixForm

13

| Nl
N

Znazornime si to graficky:

rl = x3/.Solve[eqns][[1]], x3][[1]]
r2 = x3/.Solve[eqns][[2]], x3][[1]]
r3 = x3/.Solve[eqns|[3]], x3][[1]]

1(6 — x1 — x2)
1(—16 + 3x1 + 7x2)
1(—4 + x1 + 5x2)

Dalsi
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3:61 + 7:62 — 4:63 = 16,
r1 + b5x2 — 8xz = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

gl = Plot3D|r1, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2} ,DisplayFunction — Identity];
g2 = Plot3D[r2, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2}, ,DisplayFunction — Identity];
g3 = Plot3D|[r3, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2}, ,DisplayFunction — Identity];

Show([{gl, g2, g3}, DisplayFunction — $DisplayFunction,BoxRatios — {1,1,1}];
2

Reseni soustavy je primka, ktera je prusecnici tii rovin.

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

o ©

Gy d W

+  Azs

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + x3 = iy
x1 + Az + T3 = A,
r1 + za + Axs = M\

Vysledek:

A= —2 = soustava nema freSeni,;

A=1 = soustava ma nekonecné mnoho feSeni,
x=(1,0,00T +t(—1,0,1)F +s(—1,1,0)T, t,s € R;

AZ{—2,1} = soustava méa pravé jedno fesSeni

x:( 1+ 1 _(1+>\)2>T

24272427 24
Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + x3 = iy
x1 + Az + T3 = A,
r1 + za + Axs = M\

Navod:

Rozsitenou matici soustavy prevadime pomoci ekvivalentnich tiprav na horni
trojuhelnikovy tvar. Protoze nulovym c¢islem nelze délit, musime pro hodnoty parametru,
pri kterém by déleni nulou mohlo nastat, fesit soustavu s touto hodnotou A zvlast.
Provedeme diskusi hodnosti matice a rozsitené matice soustavy v zavislosti na ruznych
hodnotach parametru A a zpétny chod. Nakonec shrneme ziskané vysledky.

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 +  Ar2  + r3 = A,
1 -+ 2 -+ )\:Bg = )\2.
Reseni
A1 1 1 A 1 1 1 A 1 1 1
1 X 1| X |~ o 1= 1-X [1-X |~ 0 1+ 1 1+ A
1 1 X| A\ 0 1-—X 1—-X%|1-=2X° 0 1 L4+ | 1+ X2+ 22
A 1 1 1
~ 0O 14+ X 1 14+ A
0 0 AN +2) | =A1+ N3
Pri provadéni ekvivalentnich uprav jsme vyloucili pripad A = 1 a z tvaru vysledné horni
trojuhelnikové matice vidime, ze specialnimi pripady budou i hodnoty A =0, A = —1 a
A = —2 (diagondlni prvky horni trojihelnikové matice musi byt nenulové).
a) Pro A = —2 mé upravend matice tvar

—2 1 1 1
0O -1 1| -1 h(A) =2, h(Alb) =3 = soustava nemd feSeni.
0 0O O 2

Dalsi
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic

Reseni:

b) Pro A = —1 je

(Alb) =

—1

1
1

1
—1
1

a provedte diskusi feSitelnosti pro parametr A € R.

)\ZBl
x1

I

1
1
—1

—1

_|_
4+ Ax2
_|_

1

1

2

2

=  wmy =
+ x3 = A,
+ Axz = M

-1 1 1|1 -1 1 1|1
o o0 2|10 | ~] O 1 O0]1 |,
O 2 0] 2 O O 110

kde jsme pri posledni upravé museli prehodit druhy a treti radek, aby diagonalni prvky

byly nenulové. Tedy pro A = —1 je h(A) = h(A|b) =n =3 = soustava méa pravé jedno
reseni. Zpétny chod: 3 = 0,
c) Pro A =0 je

(Alb) =

= = O

332:1,

t1 =x2+23—1=0, tj. x=(0,1,0)".

0 1 1 0O 1 1 0
0 ~ O -1 11|60 ~ 0O -1 1
1 0 1 1|1 0 0 2

Tedy pro A =0 je h(A) = h(A|b) =n =3 = soustava ma pravé jedno feseni. Zpétny
1
chod: w3 =1/2, @3 =1/2, z1=-1/2, tj x=_(-11, 1",

Dalsi
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 + Az + T3 = A,
1 + ro 4+ Azz = A?
Reseni:
d) Pro A =1 je
1 1 1|1
Ab)=| 1 1 1]1 ~(111|1).
1 1 1|1

Tedy pro A =1 je h(A) = h(A|b) =1, n =3 = soustava ma nekone¢né mnoho feSeni,
dim Vg = n — h(A) = 2 = pocet volitelnych proménnych. Zpétny chod:

rg=t€eR, xz90=s€eR, xx1=1-—s—1t, t.j.

x=(1,0,00T +¢t(-1,0,1)F +s(—1,1,0), t,s € R;

baze Vi = {(—=1,0,1)T,(—=1,1,0)}.

e) Jestlize A € {—2,1}, pak h(A) = h(A|b) = n = 3 a soustava mé pravé jedno feSeni.
Baze Vi = {(0,0,0) " }. Zpétny chod:

(1+X)? 1 1+ A
=T (14 Nz = 1+ A— - L T - _ A
S (14+N)xo +A—x3 T2 SR T T2—T3 T SIBY

x3

Napiiklad pro A = —1 dostdvame: x = (0,1,0)", coz je feseni, které jsme ziskali v b).
Pro A = 0 dostdvdme: x = (—1/2,1/2,1/2)T, coz je feseni, které jsme ziskali v c).

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 +  Ar2  + r3 = A,
r1 + ro + Axrz = A2,
Maple:
> with(linalg): with(plots):
>  egns :=

{lambda*x1+x2+x3=1,x1+lambda*x2+x3=1ambda, x1+x2+lambda*x3=1lambda”2};

eqns == {Azl + 2+ 23 =1, 21 + Az2+ 23 =\, 1 + 22 + A z3 = \?}

> sols := solve(eagns, {x1,x2,x3});
A+1 A+ 1)? 1
sols := {mlz—i,a&?:u,x?:—}
A+ 2 A+ 2 A+ 2

> assign( sols );

> x:=vector([x1l,x2,x3]):;

A+1 1 (A41)3
A4+2"A4+2° A+2

Pozor, Maple apriori predpoklada, ze lambda je takové, ze soustava ma teSeni, a to
pravé jedno. My ale vime, Ze musime rozlisit hned nékolik pripadu.

> unassign(’'xl’, 'x2’','x3");

Dalsi
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 +  Ar2  + r3 = A,
1 -+ 2 -+ )\:Cg = )\2.
Maple:
a) A= —2:

> egnsa:= {-2*x1+x2+x3=1,x1-2*x2+x3=-2,x1+x2-2*x3=4};

eqnsa :={—2z1 +z2+ 23 =1, 21 —2z2 4+ 28 = -2, z1 + z2 — 2z8 = 4}
> solve(egnsa) ;
Maple nevratil zadné reseni, soustava tedy pro A = —2 reSeni nema. Presvédcte se o tom

pomoci Gaussovy eliminace.
b) A= —-1:

> eqnsb:= {—Xl+x2+x3:l,Xl—X2+X3:—l,Xl+X2—X3:1};

eqnsb :={—z1 + 22+ 283 =1, 21 —z2 + 283 = —1, 21 + 22 — 28 = 1}
> solve(egnsb) ;
{z8 =0, 21 =0, z2 =1}

c)A=0:

> egnsc:= {x2+x3=1,x1+x3=0,x1+x2=0};

eqnsc :={z2 4+ 28 =1, z1 + 23 =0, 1 + 22 = 0}

Dalsi
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 +  Ar2  + r3 = A,
r1 + za + Axs = M\
Maple:
> solve(egnsc) ;
—1 1 1
1= ", 22==,28="=
{e 3 =g a8 =gl

d) A=1:

>  egnsd:= {x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1};

eqnsd := {zx1 4+ z2 + 8 = 1}
> solve(egnsd) ;

{z1 = —22 — 23 +1, 22 = 22, 28 = z3}
> A := genmatrix(egnsd, [x1,x2,x3]);
A::[ 1 1 1 }
> nullspace(A);
{[-1, 0, 1], [-1, 1, O]}

Maple nam vratil bazi prostoru V.

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + T3 = 1L
x1 +  Ar2  + r3 = A,
1 -+ 2 -+ )\:Bg = )\2.

Mathematica:
Nejdrive nechdme Mathematicu vyftesit soustavu:

{X2 4+ x3+x1A==1,x1 +x3 + x2\ == A\, x1 4+ x2 4+ x3\ == )\2}
Solve[eqns, {x1, x2, x3}]

{{Xl — —;i—i,xﬂ —

43 — — —1=22=2 }}

1
2\ 2\

Mathematica nam vypocte pouze feSeni pro takova A, kdy existuje pouze jedno treseni. 7Z
vysledku ale vidime, ze pro A = —2 feSeni neexistuje. Pokusime se zjistit problematické
hodnoty parametru A. Definujeme si matici soustavy a rozsSifenou matici soustavy.

A={{\1,1}, {1, \,1},{1,1,2}}

{4\ 1,1}, {1, 2,1}, {1,1,)\}}

Ab = {{)\,1,1,1}, {1, X, 1,2}, {1,1, X, \*2}}
({011,130, {1, 0, 1,00, {1, 1, A, A%} ]

Vypoctéme hodnoty A, kdy determinant matice soustavy je roven O.

Dalsi
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + x3 = iy
x1 + Az + T3 = A,
1 + ra + Axzz = A?

Mathematica:

Solve[Det[A] == 0, )]

H{A— 2 {A =1} {A = 1}}

Problematické body jsou A = —2 a A = —1. VySetiime
A=-2

—2

RowReduce[Ab]//MatrixForm

1 0 -1 O
O 1 -1 O
O 0 O 1

Solve[eqns, {x1, x2, x3}]
{
Dalsi

~ ~

eseni pro tyto parametry.
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi Fesitelnosti pro parametr A € R.

Az + T2 + x3 = iy
x1 +  Ar2  + r3 = A,
1 + ra + Axzz = A?
Mathematica:
A=1
1
RowReduce[Ab]//MatrixForm
1 1 1 1
O 0 O O
O 0 O O

Solve[eqns, {x1, x2, x3}]

Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .

{{x1 — 1 —x2—x3}}

Pro A = —2 neexistuje fesSeni, pro A = —1 existuje nekonecné feseni (feSeni je zavislé na
dvou parametrech), pro ostatni hodnoty parametru A\ existuje jedno feSeni
2
— 14X _ 1 . —1-—-2Xx-21)
L1 = —3x»%2 = 33 x»%3 = R
Zpét
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Gaussova-Jordanova metoda

® Pi#iklad 10.2.1 Reste soustavu rovnic

Z1
2:131
I

® Piiklad 10.2.2 Gaussovou-Jordanovou metodou feSte soustavu rovnic

r1 +
2r1 +
7:131 —

r1 +

_|_

+
_|_

2
T2
2:132

2

25(32
3:132
)

2

+

_|_

3
L3
L3

3

3xs3

3
4:133
25(33

_|_
_|_

— -

Tq
2:64
Lq

Tq

T4
2:134
3:134

Tq

_5’
0,
15,
—3.

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

L]

G # W

I1
25131
1

2
T2
2%2

2

3
x3
L3

3

— -

L4
2:134
Zq
L4

rlkUl)—‘O

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

r1 +
25131 —
r1 +
—x1 +

Vysledek:

$1:0, CE2:3, :133:2, £E4:1.

Zpét

2
2
2%2

2

x3
3
L3

x3

— -

L4
2:134
Zq
L4

rlkCﬂ)—‘O
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

Navod:

Pomoci ekvivalentnich tprav prevedeme rozsitenou matici soustavy na matici

Zpét

I1
25131
1

2
T2
2%2

2

o o O

o O = O

o = O O

3
x3
L3

3

= O O O

— -

L1
L2
L3

T4

L4
2564
T4

T4

B~ Ot = O

. — p.8/15



Reste soustavu rovnic

~

Priklad 10.2.1

x3
x3
x3
x3

L2
T2
2:132
L2

/

SEI11:

Re

16
14

10

16

10

—18

S O O

o O M O

c 4 O O

N o O O

. — p.8/15

Dalsi




Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + By = Dy = rg = 0,
2xy  — xo + x3 + 2x4 = 1,
1 + 22 - x3 + T4 = 95,
—I1 —|— 9 —|— s — T4 = 4.

Reseni:

Ekvivalentni upravy:

~1: Od druhého fddku jsme odecetli dvojnisobek prvniho, od tietiho fddku jsme odecetli
prvni a ke ¢ctvrtému radku jsme prvni pricetli.

~?2: Ke trojndsobku prvnfho Fddku jsme pfic¢etli druhy fadek, k trojndsobku tietiho jsme
pricetli druhy a k trojnasobku ¢tvrtého jsme pricetli dvojnasobek druhého.

~3: K (-2) ndsobku druhého Fadku jsme piicetli tfeti a od étvrtého jsme odecetli
dvojnasobek tretiho.

~%: Abychom si zjednodusili po¢itéani, vydélili jsme druhy fddek ¢islem 3 a posledn{
radek c¢islem —18.

~°: Od prvniho Fddku jsme odecetli posledni, od druhého jsme odecetli dvojnisobek
posledniho a od tietiho jsme odecetli desetinasobek posledniho radku.

~%: Nakonec vydélime prvni a tfeti fddek tfemi, abychom ziskali na diagonéle jedniéky.
Poznamenejme, Ze je také mozné provadét upravy tak, aby diagonalni prvky byly rovny
rovnou pii Upravach jedné, ale v tom pfipadé se nevyhneme pocitani se zlomky (viz.
Maple).

Vidime, ze h(A) = h¥A|b) =4ak=n—h(A)=4—4 =0 soustava ma tedy pravé jedno
feseni x = (0,3,2,1)".

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1+ %2 - x3 - x4 = 0,
2r1 — r2 + x3 + 2x4 = 1,
T1 + 219 = T3 o T4 — 9,
—zr1 + ®2 + 23 — za = 4

Maple:
> with(linalg): with(plots):
> A::array([[llll_ll_llo]l[2l_1lllzll]l[1121_1l115]l[_111I11_1l4]]);

1 1 —1 —1 0
—1 1 2 1
A =
—1 1 5
-1 1 1 -1 4 |

> B:=gaussjord(A) ;

oS O O =
o O = O
oS = O O
= O O O
= N W O

> x:=vector(4,[]1);

x := array(1..4, [])

Dalsi
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + By = Dy = rg = 0,
2xy  — xo + x3 + 2x4 = 1,
1 + 22 - x3 + T4 = 95,
=457, AF B  ap @By — re = 4.
Maple:
> for i to 4 do x[1i] := B[i,5]; end do:
>  print(x) ;
[0, 3, 2, 1]

Také Gausovu-Jordanovu metodu lze provadét postupné po sloupcich, napft.:

> gaussjord (A, 3);

— 1 1 =
1 0 0 = =
3 3
0 1 0 2 5
10 16
o 0 1 — =
3 3

0 0 0 -6 —6

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

Mathematica:

Definujeme rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:
Ab = {{1,1,-1,-1,0},{2,-1,1,2,1},{1,2,-1,1, 5},
{-1,1,1,-1,4}}

{{1,1,—-1,-1,0},{2,—1,1,2,1},
{1,2,—-1,1,5},{-1,1,1,—-1,4}}

B = RowReduce[AD]

{{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,3},
{0,0,1,0,2},{0,0,0,1,1}}

N W O

I1
2331
1

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
O 1 0 O
O 0 1 O
O 0 0 1
reseni = Transpose[B][[5]]
{0,3,2,1}
Zpét

2
T2
2:132

2

3
3
3

3

— -

L4
2£U4
T4

T4

!-lkU(P—‘O
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

x1 + 2z — 33 + x4 = —9,
2:131 —I— 3:132 - s —I— 2:134 = 0,
7%1 — o -+ 4%3 — 3%4 = 15,
1 -+ o — 2%3 — T4 = —3.
@ 8 = 7 Ly 4 ~ 3 Zpét
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

r1 + 22
2:131 —I— 3:132
Tx1 — To

x1 + T2

Vysledek:

5131:1, 5132:0, :1:3:2, 5134:0.

Zpét

_|_
_|_

Lq
2:134
3%4

Lq
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

x1 + 2z — 33 + x4 = —9,
2:131 —|— 3:132 - s —|— 2:134 = O,
Tx1 — ro + 4xz — 3xy = 15,

1 + To — 2x3 — rgy = —3.

Navod:
Pomoci ekvivalentnich tprav prevedeme rozsitrenou matici soustavy na matici
1 0 0 0] =
0O 1 0 0| x2
O 0 1 0| x3
0O 0 O 1| x4

Zpét
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Priklad 10.2.2

te soustavu rovnic

res

Gaussovou-Jordanovou metodou

3:133

2:132

I

2:134

3

3:132

2:131

4:133

T2

7:131

2:133

I2

I

15

10

/

SEI11:

Re

—15
0
0
0

Dalsi
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

x1 + 2z — 33 + x4 = —9,
2:131 —|— 3:132 - s —|— 2:134 = O,
Tx1 — ro + 4xrs — 34 = 15,

r1 + To — 2x3 - re = —3.

Reseni:

Ekvivalentni upravy:

~1: Od druhého F4dku jsme odecetli dvojndsobek prvniho, od tietiho Fddku jsme odecetli
sedminasobek prvniho a od ¢tvrtého fadku jsme prvni odecetli.

~2: K prvnimu fddku jsme pricetli dvojndsobek druhého fddku, tieti Fddek jsme vydélili
Cislem —5.

~3: K tfetimu f4dku jsme piicetli trojndsobek druhého, k (-1)krat ¢tvrtému radku jsme
pricetli druhy.

~%: Vydélili jsme tiet{ a étvrty fadek cislem 2.

~°: K (-5)tindsobku prvnfho fddku jsme pficetli sedmindsobek tietiho, od druhého fadku
jsme odecetli treti, od pétinasobku ¢tvrtého radku jsme odecetli dvojnasobek tietiho.
~%: K trojndsobku prvniho fddku jsme pFicetli osmindsobek ¢tvrtého, k trojndsobku
druhého jsme pficetli ¢tvrty a k (-3)ndsobku tietiho jsme pticetli posledni Fadek.

~7: Nakonec vydélime kazdy Fddek diagondlnim prvkem, abychom ziskali na diagonéle
jednicky.

Soustava mé pravé jedno fedeni x = (1,0,2,0)7.

Zpét

. — p.9/15



Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

r1 +
21+
71 —
r1 +
Maple:
> with(linalg):
> A := array(

[[1121_3111_5]l[2131_1121011[71

> B:=gaussjord(A) ;

> x:=vector(4,[1]1);

Dalsi

2:132
3x2
2
2

RN

o O O

o O = O

o = O O

+.
+.

= O O O

x := array(1..4, [])

Tq
2x4
3:134

Tq

_1141_3115]1[1111

—5
0
15
-3

S N O =

-2,-1,-311]

) ;

. — p.9/15



Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

1 + 2x2 — 3xz3 +
2¢1 + 32 — By T
7%1 — o -+ 4%3 —
1 -+ o — 2%3 —
Maple:

> for i to 4 do x[1i] := B[i,5]; end do:

>  print(x);
[1, 0, 2, 0]

Zpét

Lq
2:134
3%4

Lq
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou resSte soustavu rovnic

Mathematica:

Definujeme rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:

I
2:131
7:131

I

2:132
3:132
T2
I2

_|_
_|_

Lq
2:134
3:64

Lq

Ab = {{1,2,-3,1,-5},{2,3,-1,2,0}, {7,—1,4, —3,15},

{la la _2, _1’ _3}}

{{1,2,-3,1,—-5},{2,3,—1,2,0},

{7,—-1,4,-3,15},{1,1,—2,—1, —3}}

B = RowReduce[AD]

{{1,0,0,0,1},{0,1,0,0,0},

{0,0,1,0,2},{0,0,0,1,0}}

N O

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
0O 1 0 O
O 0O 1 O
0O 0 0 1
reseni = Transpose[B][[5]]
{1,0,2,0}
Zpet
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Inverzni matice

® Piiklad 10.3.1 Pomoci inverzni matice feste soustavu rovnic

4:131
2:131
I

® Priklad 10.3.2 Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131
Z1
I

Vysledek znizornéte graficky.

@ ©

_|_
_|_

_|_
_|_

3:132
2
4%2

2
T2

_|_
_|_

_|_
_|_

L3
3:63
4%3

7,
7,
7.

Zpét

. — p.10/15



Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

41 + 3x2  + r3 = T,
221  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.
§ = ? LH & W Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

41 + 3x2  + r3 = T,
221  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.

Vysledek:

1131:3, :1722—2, :13321.

Zpét

. —p.11/15



Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

41 + 3x2  + r3 = T,
221  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.

Navod:

Nejprve ovérime, ze matice soustavy je regularni, pak vypocteme inverzni matici, kterou
zprava vynasobime vektorem pravé strany.

Zpét

. —p.11/15



Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4dr1  + 3x2 + rz3 = T,
201+ z2 + 3xz3 = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.
Resenti:
4 3 1
Matice A = 2 1 3 je reguldrni, protoze (determinant je poc¢itan rozvojem
1 —4 —4
podle prvniho sloupce)
1 3 3 1 1
detA = 4. (—1)"* 2. (—1)>"1 1. (—1)>*t =
¢ (=1) 4 g | T2 D 4 g | TUCD 1 3
=4(—44+12) —2(—124+4)+1(9 - 1) =56 # 0.
Nyni vypocteme inverzni matici pomoci Gaussovy-Jordanovy metody:
4 3 1|11 0 O 4 3 1|1 0 0 4 0 16 —2 6 0
2 1 3|0 1 0 [~ 0o 1 =5 —2 0 [~ 0 1 -5 1 -2 0
1 -4 —4 |0 0 1 0O 19 17 | 1 0O —4 0O 0 112 | —18 38 —4

. —p.11/15



Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

41131 -|— 35132 -|— s == 7,
2¢7 + =x2 + 3z3 = T,
1 — 45132 — 45133 = 7.
Resent: 1 1 1
(1 0 o - - : \
_28 0 o| -4 -4 —4 7 7 7
3 4 11 17 5
-~ 0 112 0 22 —34 —20 ~ 0 1 0 % —% _2_8
0 0 112 —18 38 —4 9 19 1
Lo o 1|-—— = —= )
56 56 28

Ekvivalentni upravy:

~t: (-2)krat 2.¥ddek + 1. fadek, (-4)krat 3. faddek + 1. fddek; ~?: 1.Fadek + (-3)krat 2.
radek, 3. tddek + (-19)krat 2. radek;

~3: (-7)krat 1.7¥adek + 3. Fadek, 112krat 2. fadek + 5krat 3. fddek; ~*: vydéleni kazdého
radku diagonalnim prvkem.

Tedy
. 8 8 8
— % 11 —17 —10 a konecné

—9 19 -2
. 8 8 8 7 . 56 4 56 4 56 3
x=A"1b = = 11 —17 —10 7 | = = 77 — 119 — 70 — -2
—9 19 —2 7 — 634133 — 14 1

Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4dr1  + 3x2 + rz3 = T,
221  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.

Maple:

> with(linalg) :
> A := arraY( [[41311]1[21113]1[11_41_4]] );

4 3 1
A= 2 1 3
1 -4 -4
> det (A) ;
56
> B:=inverse(A) ;
-1 1 1 7
7 7 7
B.— l} —17 —5
56 56 28
-9 19 —1
. 56 56 28 .

Dalsi

. —p.11/15



Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4x1 + 32 + x3 = T,
201+ z2 + 3xz3 = 7,
I — 4:132 — 4:133 = 7.

Maple:

>  b:=vector ([[7],[7],[711);

> x:=B&*Db;

r:= B&x*xb

>  evalm(x) ;

Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4r, + 3x2 + r3 = T,
211 + 2 + 3x3 — 7,
1 — 4@2 = 4@3 = 7.
Mathematica:
A= {{4,3,1},{2,1,3}, {1, -4, -4}};
b= {79 79 7};

A1l = Inverse[A]
{772 s -5~ {565 =17

Inverzni matice je tedy tvaru:

A1l//MatrixForm
1 1 1
7 7 7
11 17 _ 5
5 5 28
_ 9 19 1
56 5 28
Resent:
x = Alb
{3,—2,1}
Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

211 + 4 15) — 3xs3 = —4,
1 + T2 + r3 = 6,
Z1 + I3 = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

. —p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3%3 = —4,
1 + ®2 + r3 = 6,
I -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Vysledek:

x1 =2, xo = 1, x3 = 3. Graficky uloha predstavuje prunik tii rovin. V tomto pripadé je
prunikem bod - viz Maple.

Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3%3 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
I -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Navod:

Nejprve ovérime, Ze matice soustavy je regularni, pak vypocteme inverzni matici, kterou
zprava vynasobime vektorem pravé strany.

Zpét

. —p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

25131 -+ o — 3:133 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
1 -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Reéeni: 2 1 —3
Matice A = 1 1 1 je regularni (detA # 0).
1 1
—3
detA = 1. (—1)>*! . ey ) ' =1(14+3)+1(2—1) =5 #0.

Nyni vypoc¢teme inverzni matici pomoci Gaussovy-Jordanovy metody:

1 —-31|1 0 2 1 —-31|1 0 0 2 0o —-8|2 -2
1 1 110 1 e 0 —-1 —-5|1 =2 o |~ o -1 —s5]1 =2
1 1|0 1 0 1 -5 11 0 —2 0 0 —10|2 —2
1 0 —-4|1 =1 0 5 0 ol1 =1 4
~1 0o -1 —5|1 —2 ~*1 0 -1 olo —1 1 | ~°
0 0 —-5|1 —1 -1 0 0 —-5]1 —-1 -1
Dalsi

. — p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3:133 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
1 -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Reseni:

1 1 4

1 0 0 -z i

i 5 5 5

~ 0 1 0 0 1 —1

1 1 1

0o 0 1| —= - -

5 5 5

Ekvivalentni upravy:
1. (-2)krat 2.F¥ddek + 1. Fadek, (-2)krat 3. fadek + 1. fadek;

~?: 1.fddek + 2. radek, 3. fadek + 2. fadek;
~3: prvni a tieti Fddek vydélime 2;
~%: 5krat 1.fddek + (-4)krat 3. fadek, 2. fadek - 3. Fadek;
~%: vydéleni kazdého fadku diagondlnim prvkem.
Tedy
1 -1 4
—1 1 S
A = E 5 =5 a konec¢né
—1 1 1
Dalsi
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3:63 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
I -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Reseni
. 1 —1 4 4 . —4-6+20 2
x:A‘lb:g 0 5 —5 6 = 0430 — 25 — 1
—1 1 1 5 44645 3

Graficky tuloha pfedstavuje prunik t¥i rovin. V tomto piipadé je prunikem bod. Grafické
reseni - viz. Maple.

Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2z 2 —
r1 + x2 +
T +

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:

> with(linalg): with(plots):

> A 5 = arraY( [[2111_3]1[11111]1[11011]]

2
A=
1
> det(A);
5%
> B:=inverse (A) ;
-1
5
B:=1 o
—1
L 5

Dalsi

1
1
0

3:63
x3

3

AU /= = m‘l

) ;

-3

Ol >

|
—

ot —
L

. — p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

25131 -+ o — 3:133 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
1 -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:

> b:=array([[-41,1[61,I[51]);

—4
b:= 6
5
> x:=evalm(B&*Db) ;
= 1

Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech neznadmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi fadkum rozsifené matice
soustavy. Protoze soustava ma pravé jedno reseni, maji tyto tfi roviny jeden spolecny
bod.
> dimplicitplot3d({2*x+y-3*z=-4,x+y+z=6,x+z=5},x=1..3,y=0..2,2=2..4,
axes=boxed) ;

Dalsi

. — p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

211 + X2 — 33 = —4,
1 + T2 + r3 = 6,
Z1 + I3 = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:
B
=
Z5
Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3:133 = —4,
x1 + x2 + T3 = 6,
1 -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:
A ={{2,1,-3},{1,1,1},{1,0,1}};
b= {4,6,5};

A1l = Inverse[A]
{5 -5.51, {01, -1} {—5.5.5}}

Inverzni matice je tedy tvaru:

A1l//MatrixForm
1 1 4
5 5 5
0 1 — 1.
1 1 1
5 5 5

Inverzni matice pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace:

AE = {{2,1,-3,1,0,0}, {1,1,1,0,1,0},
{1,0,1,0,0,1}};

Dalsi

. — p.12/15



Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

25131 -+ o — 3:133 = —4,
1 + ®2 + r3 = 6,
1 -+ s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:
RowReduce[AE]//MatrixForm

10 0 b -} 4
0 1 0 0 1 —1
0o 0 1 -} t 3

x = Al.b

18 7

=l %

Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech neznadmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi fadkum rozsifené matice
soustavy. Protoze soustava ma pravé jedno reSeni, maji tyto tfi roviny jeden spolecny
bod.

rl =4 — 2x1 — x2;
r2 =6 — x2 — xlI1;
r3 = 5 — x1;

Dalsi

. — p.12/15



Priklad 10.3.2

te soustavu rovnic
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Cramerovo pravidlo

® Priklad 10.4.1 Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5:131 -+ 6:132 = —3,
4.5(31 - 35(32 = 1.

¢ Priklad 10.4.2 Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5:131 — 6:132 -+ 4:133 = 3,
3:131 + 2:133 = 5,
4.5(31 - 55(32 —I— 25(33 = 1.
@ ® Zpét

. — p.13/15



Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.

> ] ? Ly d W Zpét

. — p.14/15



Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Vysledek:
1 17
1 =——, Tz = ——.
! 13" 72 39
Zpét
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Navod:
Vypocteme piislusné determinanty D, D; a D3 a jednotlivé slozky reSeni
D1 Do
a6 = —, xr = —.
' D> D

Zpét
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Reseni
6
D:detA:' 3 = —15 — 24 = —39,
—3 6 5 -3
DlzdetAlz :9—6:3, DgzdetAgz
1 -3 4 1
D, 3 1 Do 17
x]_:—:——:——’ 2 = — = — ——
D 39 13 D 39
Zpét

':5+12:17.
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Maple:
> with(linalg) :
> xl:=det(array([[-3,6],[1,-3]]))/det(array( [[5,6],[4,-31] ));
—1
rl (= —
13
> x2:=det(array([[5,-3],[4,1]]))/det(array( [[5,6],[4,-31] ));
—17
2 = ——
39
Zpét

. — p.14/15



Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5:131 -+ 6:62
4:131 — 3:62

Mathematica:

{{57 6}7 {47 _3}}

Al = {{_3’ 6}, {1, _3}}
{{_37 6}7 {1’ _3}}

A2 = {{57 _3}’ {4’ 1}}
{{57 _3}7 {47 1}}

x1 = Det[A1]/Det[A1]

1

x2 = Det[A2]/Det[A1]

17
3

z = {x1,x2}
7
{15

Zpét
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

@ ©

Ly d W

5%1 — 6%2
3%1
4:131 — 5:132

_|_
_|_
_|_

4%3
2%3
2:133

Zpét
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,
3%1 + 2%3 = 5,
4:131 — 5:132 —I— 2:133 = 1.

Vysledek:
X = (x17w27 w3)T - (17 17 1)T

Zpét
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,

3%1 + 2%3 = 5,

4:131 — 5:132 —I— 2:133 = 1.
Navod:
Vypocteme prislusné determinanty D, Dy, Do a D3 a jednotlivé slozky resSeni

D4 Do Ds
r{ = —, Tg = —, T3 = —.
T p T p 7T D

Zpét
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5:131 — 6:132 -+ 4:133 = 3,
3:61 + 2:133 = 5,
4:131 — 5:132 —|— 2:133 = 1.

Reseni:
Vypocteme determinanty D (rozvojem podle 2. fadku), Dy (rozvojem podle 2. fadku),
D2 (rozvojem podle 1. fadku) a D3 (rozvojem podle 2. fadku):

—6 4 5 —6
D =det| 3 0O 2 | =-3 —2 = —3(—12420)—2(—25+4+24) = —22.
-5 2 4 -5
4 -5 2
3 —6 4
—6 4 —6
D; =det| 5 0O 2 | =-5 = 5 —2 ; . = —5(—12+4+20)—2(—154+6) = —22.
1 -5 2
5 3 4 : 3
Do =det| 3 5 2 |[=5 _ -3 '-|—4 ) ' = 5-8—3-(—2)4+4-(—17) = —22.
4 1 2
Dalsi

. — p.15/15



Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,
3%1 + 2%3 = 5,
4:131 — 5:132 —I— 2:133 = 1.
Reseni
5 —6 3 5 5 5
D3 = det| 3 0 5 |=-3 —5 — —3(—6+15)—5(—25+24) = —22.
-5 1 4 -5
4 -5 1
5 g 1)z
—— = 1, = — = 1, —_ — = 1
1 D 2 D s D
Zpét

. — p.15/15



Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5xq —  bxo + 4x3 = 3,
31 + 2x3 = 3,
4:131 — 5:132 —|— 2:133 = 1.
Maple:
> with(linalg) :
> A := array( [[5,-6,41,1[3,0,21,104,-5,211 );
[ 5 —6 4 w
A= 3 0 2
L 4 -5 2 J
> Al := array( [[3,-6,4]1,1[5,0,2],1[1,-5,2]11 );
[ 3 —6 4 W
Al = 5 0O 2
[ 1 -5 2 J
> A2 := array( [[5,3,4]1,1[3,5,2]1,14,1,21]1 );
5 3 4
A2 = 3 2
4 1 2
Dalsi
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5:131 — 6:62 -|— 4%3 — 3,
3:131 + 2%3 = 5,
4:131 — 5:132 —|— 2:133 = 1.
Maple:
> A3 <= arraY( [[5I_6I3]I[31015]l[41_5Il]] );
5 —6 3
A8 = 3 0O b5
4 -5 1
> xl:=det(Al)/det(A); x2:=det(A2)/det(A); x3:=det(A3)/det(A);
zl (=1
2 =1
z8 =1
Zpét
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5:61 — 6:132 -+ 4:133 = 3,
3:61 + 2:133 = 5,
4:131 — 5:132 —|— 2:133 = 1.

Mathematica:

A = {{5,—-6,4}, {3,0,2}, {4, —5,2}}
{{5,—-6,4},{3,0,2}, {4, —-5,2}}

Al = {{3,-6,4}, {5,0,2}, {1, —-5,2}}
{{3,—-6,4},{5,0,2}, {1, —-5,2}}

A2 = {{5,3,4},{3,5,2}, {4,1,2}}
{{5,3,4},4{3,5,2},{4,1,2}}

A3 = {{5,—-6,3},{3,0,5},{4,—-5,1}}
{{5,—-6,3},{3,0,5},{4,—-5,1}}

x1 = Det[A1]/Det[A1];

x2 = Det[A2]/Det[A1];

x3 = Det[A3]/Det[A1l];

z = {x1,x2,x3}

{1,1,1}

Zpét

. — p.15/15
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