Geometrie v R™ zvliste v R3

¢ Euklidovsky prostor R™

® Norma, thel vektoru, skaldrni a vektorovy soucin
¢ Parametrické rovnice primky

® Parametrické rovnice roviny

°

Obecné rovnice roviny
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Euklidovsky prostor R™

* P#iklad 11.1.1 Urcete vektor 7= AB = B — A s pocateé¢nim bodem A = (2,3,0) a
koncovym bodem B = (9,9, 1).

® Piiklad 11.1.2 Urcete vzdéalenost boda A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

L] Zpét
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

g = %ﬁ!‘ Zpét

. — p.3/25



Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Vysledek:
7= (7,6,1).

Zpét
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Reseni:
—

t=AB=B—A=(9,9,1) — (2,3,0) = (7,6, 1).
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem

B =1(9,9,1).
Maple:
> a: =<2, 3, 0>;
P
a = 3
- 0 -
>  pb:=<9, 09, 1>;
P T
e 9
L. 1 -
> Vv:=b-a;
P
v i= 6
- 1 -
Zpét
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Mathematica:
a = {2,3,0}
{2,3,0}
b={9,9,1}
{9,9,1}
v=b—a
{7,6,1}

Zpét
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

@ B = G ® W Zpéet
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Vysledek:

Vzdélenost bodu A a B je p(A, B) = v/86 = 9,27.

Zpét
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Reseni:
p(A,B) =+/(9—2)2+(9—3)2+ (1 —0)2 = /86 = 9,27.
Zpét
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> a: =<2, 3, 0>;

> b: =<9, 9, 1>;

> V:=Db-a;

> r:=Normv, 2);
r = /86

> evalf(r);
9.273618495

Zpét
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Mathematica:
a = {2,3,0}
{2,3,0}

b= {9,9,1}
{9,9,1}
v=b-—a
{7,6,1}

r = Norm|[v]
/86

Nr]
9.27362

Zpét
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uhel vektoru, skalarni a vektorovy soucin

Piiklad 11.2.1 Spoctéte skaldrni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2,5).
Piiklad 11.2.2 Spoc¢téte normu vektoru v = (2, 3,4).

Piiklad 11.2.3 Spoctéte dhel vektoru @ = (3,2,4) a ¥ = (1, 2,5).

Priklad 12.2.4 Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Piiklad 12.2.5 Najdéte pravoihlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru
7= (6,0,8).

Priklad 12.2.6 Spoctéte vektorovy soucin vektora u = (3,2,4) a v = (1, 2,5).

Piiklad 12.2.7 Spoctéte smiSeny soucin vektorti @ = (7,4,5), b = (2,8,3) a
g=(1,9,6).

Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

g = é‘bﬁ‘ Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Vysledek:

Skalarni soucin vektortu u, U je u - v = 27.

Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).
Re
L T=(3,2,4) (1,2,5) =3 x14+2x2+4 x5 =27.

eni:

U<

S|

Zpét

. — p.6/25



Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> U =<3, 2, 4>

3

U 1= 2
L 4 .

> v:=<1, 2, 5>

T

v i= 2

5%
> U,V ) )

27

Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Mathematica:
u={3,2,4}
{3,2,4}

v ={1,2,5}
{1,2,5}

u.v

27

Zpét

. — p.6/25



Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3, 4).

@ B = G ® W Zpéet
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3, 4).

Vysledek:

Norma vektoru v je ||U]| = v/29 = 5,385.

Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3, 4).

Resent:
13]| = V22 + 3% + 42 = v/29.
Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> Vi =<2, 3, 4>;

> r:=Normv, 2);
r = V29

> evalf(r);
5.385164807

Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Mathematica:
v={2,3,4}
{2,3,4}

r = Norm|[v]

V29

N{r]

5.38516

Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).
@ ® = 6 % = Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).
Vysledek:

Uhel vektora @, ¥ je ¢ = 24°.

Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Reseni:
U - U 3X1+2%x2+4%x5
¢ = arccos —————— = arccos —
][ ]9 V32 +22 + 42 /12 + 22 + 52
3 . . .
= arccos(94/ —) = 0,414 rad = 24".
290
Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektora 4 = (3,2,4) a v = (1,2,5).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> u: =<3, 2, 4>;

e
U = 2
L 4 .
> v:=<1, 2, 5>
T
v i= 2
L 5 .
> uhel : =arccos(u.v/( Norm(u, 2)*Norm(v, 2) ));
92930
uhel := arccos( )

290
> eval f (uhel);

0.4143312975

Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Mathematica:

u={3,2,4}

{3,2,4}

v = {1,2,5}

{1,2,5}

uhel = ArcCos[u.v/(Norm[u] * Norm|[v])]

ArcCos[9 \/2—%]
Nuhel]
0.414331

Nuhel * 180/Pi]
23.7394

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).
@ ® = &H % = Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Vysledek:

Jednotkovy vektor ptislusny k vektoru ¥ = (6,0, 8) je vektor vy = (3/5,0,4/5).

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Reseni:

Prislusny jednotkovy vektor je

o

1 1
Vg = ——U = 6,0,8) = —(6,0,8) =(3/5,0,4/5).
o= Te? = s (5:0:8) = 15(6,0.8) = (3/5,0,4/5)

Zpét

. — p.9/25



Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> V=<6, 0, 8>;

6

v = 0

8

> vO0:=v/Normv, 2);

- 3 -

5

v0 = 0

4
| 5

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Mathematica:
v = {6,0, 8}
{6,0,8}

v0 = v/Norm|v]
(204

Zpét
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

@ B = G ® W Zpéet

. —p.10/25



Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Vysledek:

Pravouhla slozka vektoru @ ve sméru vektoru v je
p = (69/25,0,92/25).

Zpét
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Reseni:
1 xXx6 1 x0+5x8
— i 5 X% 6,0,8) = (69/25,0,92/25).

TR
v
. 62—|—02—|—82

Zpét

. —p.10/25




Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> u:=<1,1, 5>

> V=<6, 0, 8>;

> pr=u.v/(Vv.V)*v;

Zpét

S

69
25

92
25
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Mathematica:
u={1,1,5}
{1,1,5}

v = {6,0, 8}
{6,0,8}
p=uw/(v.v) *v

69 o 92
{25’0’ 25

Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

@ B = G ® W Zpéet
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Vysledek:

Vektorovy soucin vektoru u, ¥ je 4 X ¥ = (2, —11,4).

Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Reseni:
T 7k
AxXT=|3 2 4 |=(2x5—-4x2,4x1—-3x5,3x2—-2x1)=(2,—11,4).
1 2 5
Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru @ = (3,2,4) a v = (1, 2,5).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> U =<3, 2, 4>

> v:=<1, 2, 5>;

> w. =Cr ossProduct (u, v);

Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Mathematica:
u={3,2,4}
{3,2,4}

v = {1,2,5}
{1,2,5}

w = Cross|u, v]
{2,—11,4}

Zpét
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Priklad 11.2.7
Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).
@ ® = H % = Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).
Vysledek:

SmiSeny soucin vektora a, b a ¢ je 161.

Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Reseni:
7 4 5
V=a-(bxd=|2 8 3 |=161
1 9 6
Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> a.=<7,4, 5>

> bh: =<2, 8, 3>;

> ¢:=<1,9, 6>;

> v:=a. CrossProduct (b, c);

Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Mathematica:
a={7,4,5}
{7,4,5}
b={2,8,3}
{2,8,3}
c=1{1,9,6}
(1,9,6}

v = a.Cross|b, c]
161

Muzeme také pouzit determinant: v = Det[{a, b, c}]
161

Zpét
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Parametrické rovnice primky

® Ptiklad 11.3.1 Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4),
B = (2,5,3).

¢ Piiklad 11.3.2 Urcete spoleéné body piimek AB a CD, je-li A = (3,4, 3)
B = (4,5,5) C = (8,0,10) D = (12, -2, 16).

® Ptriklad 11.3.3 Urcete vzidjemnou polohu pitimek AB a CD, je-li A = (1,2,4),
B=(2,5,3),C=(89,1) aD=(64,T).

® Piiklad 11.3.4 Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4, 2,8),
B=(3,7,1),C=(8,9,86).

@ ® Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

g = é‘bﬁ‘ Zpét

. — p.14/25



Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Vysledek:

Parametrické rovnice primky jsou

i 1+t
y = 243t
z = 41, t € R.

Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Reseni:
Obecny bod primky AB je
Xt)=A+t(B—A) =(1,2,4)+t(2—-1, 5—2, 3—4) =(1,2,4) +t(1, 3, —1).

Parametrické rovnice primky jsou

R 1+t
y = 243t
z = 41, t € R.

Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Maple:
> a:=<1,2,4>. b:=<2,5,3> x:=a+t*(b-a);

1+t
T = 2+ 3t
4 —t

Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Mathematica:
a={1,2,4};b={2,5,3};z =a+t*(b—a)
{14+¢2+3t4—t}

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

@ B = G ® W Zpéet

. — p.15/25



Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Vysledek:

Piimky maji jediny spole¢ny bod P = (2,3,1).

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Reseni:
Obecny bod pifimky AB je X(t) = A+ t(B — A) a obecny bod ptimky CD je
Y(s) = C + s(D — C). Soustava tfech linedrnich rovnic o dvou nezndmych t, s

X(t) =Y (s),
tedy
3+t = 8 + 4s
4+t = —2s
3+2t = 10+ 6s

ma jediné feSeni t = —1, s = —3/2, takze pfimky maji jediny spoleény bod P = (2,3, 1).

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> a:=<3,4,3> b:=<4,5,5> c¢:=<8,0,10> d:=<12,-2,16>:
> m =<Db-al c-d|c-a>:
> r:=Linear Sol ve(m;

> p:=a+r[1]*(b-a);

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Mathematica:

a={3,4,3};b={4,5,5};c = {8,0,10};d = {12, —2, 16};
z=a+4tb—a)y=c+s(d—c);

r = Solve[z == y]

{{s—>-3,t—>-1}}

p=gx/.r

{{2,3,1}}

p=y/.r

{{2,3,1}}

Zpét
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

@ B = G ® W Zpéet

. —p.16/25



Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Vysledek:

Primky jsou mimobézné, jejich vzdalenost je v = \/%Llo =4.4.

Zpét

. —p.16/25



Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

ResSent:

Nejdtive zjistime, maji-li pfrimky spolecné body. Obecny bod piimky AB je

X(t)=A+t(B— A) a obecny bod ptimky CD je Y(s) = C + s(D — C). Soustava
X(t) =Y(s)

tfech linearnich rovnic o dvou neznamych t, s nema resSeni, protoze hodnost matice

soustavy
1 2
My, = 3 5
-1 -6
je 2, zatimco hodnost rozsifené matice
1 2 7
Mo = 3 5 7
-1 -6 -3

je 3, takze primky nemaji zadny spole¢ny bod, coz je typicky pripad pro dvé prfimky v
prostoru dimenze vétsi nez 2.

Dalsi
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Reseni:
Mohou byt tedy rovnobézné nebo mimobézné. To rozhodneme porovnanim jejich

— —_—
smérovych vektori AB a C'D. Ty tvori sloupce matice M;. Jeji hodnost je 2, tedy
smérové vektory jsou linearné nezavislé a primky jsou mimobézné. Vzdalenost primek
urcime jako odmocninu z minima funkce dvou proménnych

w(t,s) = (X(¢) = Y(s)) - (X(£) = Y(s)).

Zpét
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> a:=<1,2,4>. b:=<2,5,3> cc:=<8,9, 1> d:=<6,4,7>:
> x:=att*(b-a): y:=c+s*(d-c):
> mil: =<b-a| c-d>;

1 2
m1l = 3 5
-1 -6

> nR: =<b-a| c-d|c-a>;

> Rank(nml);
2
> Rank(nR);
3
Dalsi
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Priklad 11.3.3
Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)

a D = (6,4,7).
Maple:
> w=mnimze((x-y).(x-y));
600
w = —
31

> v:=eval f(sqrt(w));
v = 4.399413452

Zpét

. —p.16/25



Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Mathematica:
a={1,2,4};b={2,5,3};c = {8,9,1};d = {6,4, 7};
z=a+tx(b—a);y=c+s*(d—c);
ml = {b—a,c—d}

{{1,3, -1}, {2,5, =6}}
m2={b—a,c—d,c—a}
{{1,3,-1},{2,5,—6},{7,7,—3}}
MatrixRank[m1]

2

MatrixRank[m2]

3

w = Minimize[(z — y).(z — y), {t, s}]

{Sr.{t— 35— 511}

v = N[Sqrt[’w[[1]]]]
4.39941
Zpét

. — p.16/25



Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

@ B = G ® W Zpéet

.—p.17/25



Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Vysledek:

~ v

Zpét

.—p.17/25



Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Resent:
T=(A+B+C)/3=((4+3+8)/3,(2+7+9)/3,(84+1+6)/3)=(5,6,5).
Zpét

.—p.17/25



Priklad 11.3.4
Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Maple:
> a:=<4,2,8> b:=<3,7,1> c:=<8,9,6>:
> t:=(atb+c)/ 3;

Zpét

.—p.17/25



Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Mathematica:
a={4,2,8};b={3,7,1};c = {8,9,6};
t=(a+b+¢)/3

{5,6,5}

Zpét

.—p.17/25



Parametrické rovnice roviny

® Ptiklad 11.4.1 Urcete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1,2,4),
B =(2,53), C=(6,2,8).

® Piiklad 11.4.2 Urcete spoleéné body roviny ABC a ptimky DFE, je-li A = (4,2,7),
B =(1,9,4), C = (2,5,0), D = (3,6,8), E = (9,1,7).

@ ®© Zpét

. — p.18/25



Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

g = é‘bﬁ‘ Zpét

. —p.19/25



Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Vysledek:

Parametrické rovnice roviny ABC' jsou

r = 1+4+t+ 5s
y = 243t
z = 4—t+4s, t,s € R.

Zpét

. —p.19/25



Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Reseni:
Obecny bod roviny ABC je X(t) = A+ t(B— A)+s(C —A) =

(1,2,4)+t(2—1, 5—2, 3—4)+s(6—-1, 2—2, 8—4) = (1,2,4)+t(1, 3, —1)+s(5, 0, 4).
Parametrické rovnice roviny ABC' jsou

r = 1+4+t+ 5s
y = 243t
z = 4—-t+44s, t,s € R.

Zpét

. —p.19/25



Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Maple:

> a:=<1,2,4>. b:=<2,5,3> cc:=<6,2,8> x:=att*(b-a)+s*(c-a);

14+t+5s
— 2+ 3t
4 —t+4s
Zpét

. —p.19/25



Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Mathematica:

a={1,2,4};b = {2,5,3};c={6,2,8};x =a+t*x(b—a)+ s*(c—a)
{1+5s+1t,2+3t,4+4s —t}

Zpét

. —p.19/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

@ B = G ® W Zpéet

. — p.20/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Vysledek:
Rovina a pfimka maji jediny spoleény bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpét

. — p.20/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Reseni:
Obecny bod roviny ABC' je X(t,s) = A4+t(B — A)+ s(C — A) a obecny bod piimky DFE
je Y(u) = D + u(E — D). Soustava tfech linedrnich rovnic o tfech nezndmych ¢, s, u

X(t,s) =Y (u),

tedy
4 —-2s—3t = 3+ 6u
24+3s+7t = 6 —5u
7T—7s—3t = 8 —u

ma jediné teSeni t = 73/85, s = —89/170, u = —3/34, takze rovina a primka maji jediny
spoleény bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpét

. — p.20/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> ar=<4,2,7> b:=<1,9,4> cc:=<2,5,0> d:=<3,6,8> e:=<9,1, 7>
> m =<b-al c-a| d-e|d-a>:
> r:=Linear Sol ve(m;

85
—89

170

> pr:=a+r[1l]*(b-a)+r[2]*(c-a);

219

34
275

Dalsi

. — p.20/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Maple:
> pp:=d+r[3] *(e-d);

17
219

34
275

Zpét

. — p.20/25



Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Mathematica:
a={4,2,7};b={1,9,4};c = {2,5,0};d = {3,6,8};e = {9,1, 7};
z=a+tb—a)+ s(c—a);y=d+ u(e — d);

r = Solve[z == y]

. — p.20/25



Obecnéa rovnice roviny

® Ptriklad 11.5.1 Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecna rovnice

jedbr +2y —2z+4+9=0.

Priklad 11.5.2 Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7, 2),
B =(2,1,0), C = (5,8, 4).

¢ Ptriklad 11.5.3 Vypoctéte vzdalenost bodu A od pifimky BC, je-li A = (0,5,1),
B=(2,3,9), C = (4,7,6).

® Piiklad 11.5.4 Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle
roviny ABC' prochéazejici body A = (—1,5,0), B=(3,-2,1), C = (0,2,4).

@ Zpét

. — p.21/25



Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

g = é‘bﬁ‘ Zpét

. — p.22/25



Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Vysledek:

Vzdalenost bodu A od roviny o je 7\/1—30 = 3,83.

Zpét

. — p.22/25



Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Reseni:
Vzdélenost bodu A = (z¢, Yo, 20) od roviny o s obecnou rovnici
n-X +d=0, kde 7 = (a, b, c) je normélovy vektor roviny, je

- A+d|l  |(a,b,c)- (x0,y0,20) +d| _ |azo +byo + czo +d|

v(A, o) = —
(4,9) = ] (@b o)l N R
5X34+2%X2—T7T+9 3
:| rex N |: — = 3,83.
V52 +22 + (—1)2 10
Zpét

. — p.22/25



Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.
Maple:

> w th(Li near Al gebra):

> a:=<3,2,7> n:=<5,2,-1> d:=9: v:=abs(n.a+d)/Norm(n, 2);

730
V=
10

> eval f(v);
3.834057902

Zpét

. — p.22/25



Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Mathematica:

a=1{3,2,7};n={5,2,—1};d = 9;v = Abs[n.a + d]/Norm|[n]
7/ 5

N{v]

3.83406

Zpét

. — p.22/25



Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

@ ® = &H % = Zpét

. — p.23/25



Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Vysledek:

Obecna rovnice roviny je —10x — 2y + 11z + 22 = 0.

Zpét

. — p.23/25



Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Reseni:

Normalovy vektor roviny je kolny na kazdy vektor roviny, tedy i na vektory

—_— —_—

AB=B - A= (-1,-6,—-2)a AC =C — A= (2,1,2). To spliuje vektorovy soucin

L 7 7] k
ABx AC=| -1 -6 -2 |=(-10,-2,11).
2 1 2

Absolutni ¢len d v rovnici —10x — 2y + 11z + d = 0 uré¢ime dosazenim souradnic
libovolného z bodu A, B nebo C, napt. A:d = —n-A=—(—10,—2,11) - (3,7,2) = 22.
Obecnd rovnice roviny je potom —10x — 2y + 11z 4+ 22 = 0.

Zpét

. — p.23/25



Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Maple:
> Wt h(Li near Al gebra):
> n:=CrossProduct (b-a, c-a);

. — p.23/25



Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Mathematica:
a={3,7,2};b={2,1,0};c = {5,8,4};
n = Cross[(b — a), (c — a)]

{—10,—-2,11}
d= —n.a

2

Zpét

. — p.23/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

@ B = G ® W Zpéet

. — p.24/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Vysledek:

, " . 326 _-
Vzdalenost bodu A od primky BC' je 2\/2—9 = 6,7.

Zpét

. — p.24/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Reseni:
Obecny bod primky BC' je
X(t) = B+ t(C — B).

—
Smérovy vektor BC = C — B této primky je soucasné normalovy vektor roviny kolmé na
primku BC. Tedy obecna rovnice roviny o kolmé na primku BC' jdouci bodem A je

(C—-B)-X = (C - B)- A.

Pozor! Tuto rovnici nelze zavorkou (C' — B) vydélit, protoze nejde o soucin ¢isel, ale o
skalarni souc¢in vektoru. Tato rovnice nerika, ze X se rovna A, ale pouze, ze prumét X do
(C'— B) se rovna prumétu A do (C' — B). V dusledku toho nelze ve zlomcich kratit
vektor, ktery se objevuje ve skalarnim soucinu.

Hodnotu parametru t odpovidajici pruseciku primky BC' s rovninou o najdeme z rovnice

(C—B)-(B+t(C—B))=(C-B) A

(C—B)-B+t(C—-B) - (C—B)=(C—-B)-A

_(C-B)-(A-B)

‘“©=-B ©C-B)

Dalsi

. — p.24/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Reseni:
Tuto hodnotu parametru t dosadime do parametrické rovnice primky BC a dostaneme
bod P pirimky BC, ktery je nejblize bodu A

B (C—B)-(A-B),
P_B-l—(C_B).(C_B)(C B).

Potom vzdalenost v bodu A od primky BC' je rovna vzdalenosti bodu A od bodu P

(C—-B)-(A—-B)
(C—B)-(C - B)

v=||AP|[=||P - Al| =[|B - A+ (C = B)Il.

Tento obecny vysledek je vhodny pfi pouziti pocitace, protoze potom staci zadat pouze
soufadnice danych bodu a tento vysledny vztah.

Zpét

. — p.24/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Maple:
> w th(Li near Al gebra):
> a:=<0,5,1> b:=<2,3,9> c:=<4,7,6>:
> p:=b+((c-b).(a-b))*(c-b)/((c-b).(c-b));
- 114 7
29
199
29
177
| 29 |

> v:=Nornm(p-a, 2);

~ 24/9454
29

v

> eval f(v);
6.705633247

Zpét

. — p.24/25



Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Mathematica:
a={0,5,1};b={2,3,9};¢c = {4,7,6};
p=>b+ ((c—b).(a—b)) *x(c—b)/((c —b).(c — b))

114 199 177
29 » 29 ?* 29

v = Norm[p — a]

2/ %5
N
6.70563

Zpét

. — p.24/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

@ ® = &H % = Zpét

. — p.25/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Vysledek:
Bod S m4& soutadnice S = (17/7, —47/35, —4/35).

Zpét

. — p.25/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Reseni:

Nejprve najdeme normaélovy vektor 7 roviny ABC

— —
n=AB x AC.
Obecna rovnice roviny ABC' je
n-X=mn-A.

Bodem P vedeme ptrimku p kolmou k roviné ABC
X(t) = P + tn.
Najdeme hodnotu parametru tr prislusSejici pruseciku R primky p s rovinou ABC
n-(P+tn)=mn-A

n-(A— P)
biE) = —— .
n -7

Dalsi

. — p.25/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,-2,1), C = (0,2, 4).

Reseni:
Hodnota parametru tg prislusejici bodu S bude

ts = 2tR.

Potom bod S bude
. n-(A—-P)

- =

n-n

Tento zpusob vypoctu, kdy nejprve najdeme obecny vysledek a teprve potom dosadime
konkrétni ¢iselné hodnoty, je vhodny pfi pouziti pocitace.

Zpét

. — p.25/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Maple:
> W th(Li near Al gebra):
> p:=<3,-1,0> a:=<-1,5,0> b:=<3,-2,1> c:=<0,2,4>:
> n:=CrossProduct(b-a,c-a):
> s:=p+t2*(n.(a-p))/(n.n)*n;

1

[

N
1

Zpét

. — p.25/25



Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Mathematica:
p={3,—-1,0};a = {—1,5,0}; b = {3, —2,1};c = {0, 2, 4};
n = Cross[b — a, c — al;

s =p+2(n.(a —p))/(n.n)n

B
7 35 35
Zpét

. — p.25/25
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