Spojitost a limita funkce, limita posloupnosti

® Spojitost funkce
¢ Limita funkci

¢ Limita posloupnosti
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Spojitost funkce

® Piiklad 2.1.1 VySetfete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,

f(z) = x
1 pro x = 0.

¢ Priiklad 2.1.2 Urcete cislo a tak, aby funkce f byla spojita v bodé = = 1,

z? —1 £1
ro « ;

f@ =3 #-1 °
a pro x = 1.

¢ Priklad 2.1.3 VysSettete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru,
2 4 x2 pro x € (—o0,0),
f(z) = sin(2x)

x

pro z € (0,5).

Zpét

. — p.2/14



Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,
fx) = % 0
1 pro x = 0.

> ? Ly d W Zpét
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x #O0,

f(z) = x
1 pro x = 0.

Vysledek:
Funkce f je spojitd Vax € (—o0,0) U (0, +00) .

Zpét

. — p.3/14



Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,

f(z) = 7

1 pro x =

Navod:

V bodech = € R\{0} vyuzijte vlastnosti elementirnich funkci. Nespojitost v bodé 0 plyne
z toho, ze limO f(z) # £(0).
95—

Zpét
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

Reseni:

Funkce — je spojitd na svém defini¢nim oboru, tedy spojitéd ve vsech bodech = € R\{0},
x

1
jeji obor hodnot je R\{0}. Funkce sint je spojitda Vt € R, tedy i slozena funkce sin — je
x

spojitd na R\{0}. Funkce = je spojitd na R a soucin dvou spojitych funkci je funkce
spojita. Tedy funkce f je spojitda pro vSechna x # 0. Zbyva vySetiit spojitost v bodé
x = 0. Vypocteme limO f(z). Protoze funkce sin t je omezena na svém definiénim oboru,
€Xr—>
je
: .1
lim zsin — =0 # f(0)=1.
x—0 xr

Tedy v bodé x = 0 neni funkce f spojita.

Zpét
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,
£(o) = 2 .
1 pro x =
Maple:
> discont (x*sin(1l/x),x);
{0}
> L:=limit(x*sin(l/x), x=0);
L:=0
> f£(0):=1;
£f(0) :=1

Funkce neni spojita v bodé x=0.

> pl:=plot(x*sin(l/x),x=-1..0): p2:=plot(x*sin(l/x),x=0..1): p3:=
point ([0,1],color=blue): plots[display] (pl,p2,p3);
®
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Zpét
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,
fx) = % 2
1 pro x = 0.

Mathematica:

f[x-]:=Piecewise[{{zSin[1/x], z # 0}, {1, == 0}}]
Limit[f[z], z — 0]

0

Funkce neni spojitd v bodé x = 0.

g = Plot[f[z], {z, —1, 1}, PlotRange — {{—1,1},{—0.3,1.1}},
Epilog — {{Disk[{0, 1}, {0.025,0.025}]},
{Thickness[0.005], Circle[{0, 0}, {0.025,0.025}]} }]

.

1 2075 0.5 0.25 VMV V 0.5 0.75 1

=02

Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1
flz) = 31 pro x # 1,
a pro x = 1.
@ © = ? LH £ = Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1 21
ro ,
f@=3 =*-1 °
a pro x = 1.
Vysledek:
a=2/3.
Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1 21
ro « )

f@={ -1 °
a pro x = 1.

Navod:

Vyuzijte vétu, ze funkce je spojitd v bodé x = 1 pravé kdyz
lim1 f(z) = f(1) =a.
x—

Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1 21
ro « )

f@={ -1 °
a pro x = 1.

Reseni:
Protoze z° —1=(z — 1)(z+1) a x> —1=(z— 1)(z® + =+ 1), je

oz -1 , (x —1)(xz + 1) _ x+ 1 1+1 2
lim = lim = lim R
c—1 g3 —1 =1 (z—1)(z24+xz+1) =z—1 z24+zx+1 14141 3

Tedy polozime-li a := 2/3, bude funkce f(z) spojitda v bodé z = 1.

Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1
Fx) = =1 pro x # 1,
a pro x = 1.
Maple:
> discont((x"2-1)/(x"3-1),x);
{1}

> a:=limit((x"2-1)/(x"3-1), x=1);

2
a:= —
3

> pl:=plot((x"2-1)/(x"3-1),x=-1..5): p2:=point([1l,a], color=blue):
display(pl,p2,axes=normal) ;

Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete c¢islo a tak, aby funkce f byla spojitd v bodé x = 1,

z? — 1 21
ro « )

f@={ -1 °
a pro x = 1.

Mathematica:

Limit[(z"2 — 1) /(2”3 — 1),z — 1]

2
3

Dodefinujeme funkci v bod2 = 1 hodnotou f(1) = 2/3.
f[x]:=Piecewise[{{(z"2 — 1) /("3 — 1),z # 1}, {2/3,2 == 0}}]
g = Plot[f[x], {z, —1, 2}, Epilog — {{Disk[{1,2/3}, {0.03,0.02}]}}]
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

x

®®=76~’@£‘§ Zpét

pro =z € (0,5).
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

x

pro =z € (0,5).
Vysledek:
f je spojitd v kazdém bodé xz € (—oc0,5) a f je spojitd zleva v bodé =z = 5.

Zpét
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

x

pro =z € (0,5).
Navod:

Pro x € (—00,0) a pro = € (0,5) vyuzijte véty o spojitosti elementarnich funkci a o
spojitosti podilu dvou funkci. V bodé x = 0 vypoctéte lir%r)l+ f(x) a a porovnejte s f(0).
XTr—

Zpét
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

x

pro =z € (0,5).

Reseni:

Defini¢ni obor funkce f je D(f) = (—o00,5). Je-li & € (—00,0) je f(x) =2+ z2, a f je
spojitd pro x € (—o0,0). 0 je pravym krajnim bodem intervalu, funkce f je v bodé x =0
spojita zleva a f(0) = 2 4+ 0 = 2. Funkce sin(2x) a funkce x jsou spojité na (0,5), x # 0

na (0,5), tedy i jejich podil je funkce spojitd na (0,5). Bod z = 5 je pravym krajnim
bodem intervalu (0,5), funkce f je v bodé x = 5 spojita zleva. Zbyva vySetiit spojitost v

sin t
bodé x = 0. Protoze lim — 1, dostaneme
t—0+ t
sin(2x 2sin(2x sin(2x
g SR0T) o, 2s0Q0) g, @D, 4,
z— 0 x z— 0 2x z— 0 2x

Funkce f je tedy spojitd na celém svém defini¢nim oboru (—o0,5) (v bodé z = 5 spojita
zleva).

Zpét
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Priklad 2.1.3

VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x) pro € (0,5).

x
Maple:
> discont (2+x72,x) ;
{
> discont(sin(2*x)/x,x);
{0}
>  £(0):=2;
£(0) :=2
> L:=limit(sin(2*x)/x,x=0);
L :=2

Funkce je spojitda i v bodé x=0.

> pl:=plot(2+x72,x=-2..0, color=red):
p2:=plot(sin(2*x)/x,x=0..5,color=blue): display(pl,p2);

6

2 = 1 ~~2 73 4
Zpét x

. —p.5/14



Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro z € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

x

pro =z € (0,5).

Mathematica:

f[x]:=Piecewise[{{2 + 2, 2z < 0}, {Sin[2z]/z,z > 0}}]

Limit[f[z], z — 0]

2

£[0]

2

Funkce je spojitd v bodé x = 0, je tedy spojitd v celém intervalu (oo, 5).
g = Plot[f[z], {z, —2, 5}, Epilog — {{Disk[{0, 2}, {0.1,.15}]}}]

6

5
4
3
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Limity

Priklad 2.2.1 Vypoctéte limitu

) In z +=x
lim ——.
x—+oo arccotg x

Priklad 2.2.2 Vypoctéte nasledujici limitu:

CBZ

lim ——— .
r—1— arccos

Priklad 2.2.3 Vypoctéte limitu

5132

lim ——— .
r—1— arcsin x

Priklad 2.2.4 Vypoctéte limitu

) vV —x+x
lim

z——-3 3 —2x —x2

Priklad 2.2.5 Vypoctéte limity

2 2

In = In =

b) lim

a lim
) x—+4oo 2

r—0+ g2

Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu Inz + 2«
lim @ ——.
x—+o0 arccotg x

? Gy # W Zpét

©
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu Inz + 2«
lim @ ——.
x—+o0 arccotg x
Vysledek:
400 .
Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x4+ =z
lim ——.
x—+o0 arccotg x

Navod:

Aplikujeme vétu o limité souctu, o limité podilu a o limité soucinu.

Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu Inz + 2«
lim ——.
x—+o0 arccotg x
Reseni:
Inx+=x
lim mrhr lim —(In z+ x).

x—+oo arccotg x x—-+oo arccotg x

Protoze lim Inz = +o0, jei lim (Iln x+ z)= +oco.
xr— + oo xr— + oo

Protoze lir_ir_l arccotg x = 0+ (funkce arccotg = je kladnd na svém definiénim oboru), je
X — o

1
lim — = +4oc.
x—+oo arccotg x

Vyslednd limita je tedy ”(400) - (+00)” = +o0.

Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctete limitu Inz 4+
lim —.
x—+o0 arccotg x

Maple:

> limit((ln(x)+x)/arccot(x), x=infinity);
o0

Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x+x
lim @ ——.
x—+o0 arccotg x

Mathematica:

Limit[(Log[z] + ) /ArcCot[z], z — Infinity]

o0

Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
x—1— arccos x

? Ly e W Zpét

@ ©
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
x—1— arccos x

Vysledek:

400 .
Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Navod:

Vyuzijte spojitost funkce y = 22 v bodé = 1 a vétu o limité podilu, je-li jmenovatel
kladny a limita jmenovatele je 0.

Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Reseni:

Protoze funkce y = 22 je spojitd v bodé & = 1, je limita funkce rovna v tomto bodé

~ e ~ . 2 . / 7/ Ve o~ /
funkéni hodnoté: lim x” = 1. Funkce arccos = je nezaporna na svém defini¢nim oboru
rx—1—

a arccos 1 =0, tedy lim arccos x = 0+ . Limita podilu je ”1/(0+)” = +o0.

r—1—

Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
x—1— arccos x

Maple:

> limit(x"2/arccos(x), x=1,left);
o0

Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Mathematica:

Limit[z”2/ArcCos|z], z — 1, Direction — 1]

O

Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 22
lim —— .
r—1— arcsin x

? Ly # W Zpét

@ ©
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 22
lim —— .
r—1— arcsin x
Vysledek:
2/ .
Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 22
lim —— .
r—1— arcsin x

Navod:

Vyuzijte spojitost obou funkci a vétu o limité podilu.

Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 22
lim —— .
r—1— arcsin x
Reseni:
Protoze funkce y = 22 je spojitd v bodé & = 1, je limita funkce rovna v tomto bodé
funkéni hodnoté: 1iIIll x” = 1. Protoze funkce y = arcsin x je spojita zleva v bodé
r—1—
x =1, je linln arcsin £ = 7 /2. Limita podilu je ”1/(7/2)” = 2/x.
z—1—
Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 22
lim ———— .
z—1— arcsin x

Maple:

> limit(x"2/arcsin(x), x=1,left);
2
T

Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu -
lim - .
z—1— arcsin x

Mathematica:
Limit[z”2/ArcSin[z], £ — 1, Direction — 1]

2

T

Zpét
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu 6 —x +
lim .
z——3 3 — 2x — x2
@ © = ? & % ® Zpet
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu V6 —z+
lim .
r——3 3 — 2x — x?2
Vysledek:
5/24.
Zpét
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Priklad 2.2.4
Vypoctéte limitu V6—z +x

lim .
t——3 3 — 2x — x?

Navod:

Zlomek rozsitime vyrazem /6 — x — x, vzniklé kvadratické trojcleny rozlozime na
kotfenové cinitele. Zkratime-li ¢leny x 4+ 3, dostaneme funkci, kterd se na prstencovém
okoli bodu —3 rovna funkci, jejiz limitu pocitame, a tedy obé limity se sobé rovnaji.

Zpét
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu V6—z +x
lim
x—-3 3 —2x — 2’
ReSeni
5 V6 —x+ x ¥ V6 —x+x /6 —2xx—=x
11m = 1m s
r——-3 3—2x—x2 +—-3 3—-2x—22 /6—z—<
e 6 —x — 2 e (x +3)(2 — x)
= lim
x——3 (3—2:13—:132)(\/6—:1:—:1:) x——3 (:1:—|—3)(1—:1:)(\/6—:1:—:1:)
(2 — =) (2 —(=3)) _ 5 5

Y

lim —
cm=3 (1-0)(V6—z—2) (1—(-3))(y/6—(=3) — (-3)) e 2
kde jsme vyuzili spojitosti funkci 2 —x, 1 —x a /6 —x — x v bodé x = —3 a faktu, ze

VE=mw (2 — )

— Ve € Ps(—3), 6 > 0,
3 —2x — x? (1—2)(vV/6—z—x) ’ 5(=3)

a tedy limity obou funkci pro x — —3 se sobé rovnaji.

Zpét
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu N
lim )
zr——3 3 — 2x — x2
Maple:
> limit((\sgrt(6-x)+x)/(3-2*%x-x"2), x=-3);
5
24
Zpét
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Priklad 2.2.4
Vypoctéte limitu N

lim .
t——3 3 — 2x — x?

Mathematica:

Limit[(Sqrt[(6 — z)] + ) /(8 — 2z — 2"2),x — —3]

S
24

Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity

In =

z—0+ g2

@ © = 7 LH £ = Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22
a) lim b) lim
r—0+ g2 z—+oo 12
Vysledek:
a) —oo, b) 0.
Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22
a) lim b) lim
r—0+ g2 z—+oo 12
Navod:
0O
a) Ptrevedte na soucin ”(4+o0) - (—o0)”. b) Na vyraz ” +—” aplikujte L’Hospitalovo
o)
pravidlo.
Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22
a) lim b) lim
r—0+ g2 z—+oo 12
Reseni:
a)
In x? 1 9
li = 1l —1 =7 (—o0)” = —o0.
ac—1>%l—|— ;132 a:—1>n(31—|— ;132 e (+OO) ( OO) o0

Protoze lim x> = O+ (funkce je kladna na prstencovém okoli bodu 0), je

x— 04
lim — = +4+occa lim In z2 = —oo.
z—0+ 2 x— 0+
b) Protoze lim z? = 400 a lim Inz° = +o00, pocitdme limitu neurc¢itého vyrazu
xr — — 00 xr— — 00
—l_m . . . . . . . . / . / ~
7 +—”. Aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo a pokud existuje limita podilu derivaci, obé
00
limity se rovnaji:
1
) In 22 ) 2 2z ) 1
lim = lim = lim — =0.
x—+oo 2 x— + oo 2x x—+oo g2

Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctete limity In 2 In 2
a) lim b) lim
z—0+ 2 r—too 2

Maple:
a)

> limit(1ln(x"2)/x"2, x=0,right) ;

—00

b)

> limit(ln(x"2)/x"2, x=infinity);

0

Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity

a) lim n o b) lim I x
r—0+ g2 z—+oo 12
Mathematica:
a)
Limit[Log[z"2] /"2, 2 — 0, Direction — 1]
— 00
b)
Limit[Log[z"2] /"2, x — Infinity]
0
Zpét
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Limita posloupnosti

® Piiklad 2.3.1 Vypoctéte limitu posloupnosti:

n

M |
lim —; :
n—oo 2 + 1

¢ Priklad 2.3.2 Vypoctéte limitu posloupnosti:

1 \ 6n+5
im (14 5]
n— 00 3n

Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: " _ 1

n—oo 2™ 4 1°
8 = ? L B = Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

.2 =1
lim — .
n—oo 27 41
Vysledek:
1.
Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

I 2 —1
n1—>moo 2n_|_1

Navod:

Vytkneme v citateli i ve jmenovateli 2"

Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: S
lim — i
n—oo 27 4+ 1
Reseni:
n n 1 1
2" 1 . 2 (d=g9) ol 10
lim 2n_|_1:hm T = lim T :1 0:
n — 00 n— oo " o0
2 2
e . 1
Vyuzili jsme toho, ze lim — = 0.

n—oo 2

Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

lim i 1.
n—oo 2™ 41
Maple:
> limit((2°n-1)/(2"n+l), n=infinity);
1
Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

I 2 —1
n1—>moo 2n_|_1

Mathematica:

Limit[(2"n — 1) /(2*n + 1), n — Infinity]
1

Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

@@':?%ﬁ‘ Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Vysledek:

e .

Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Navod:

1 n
Vyuzijte toho, ze lim (1 + —) = e.

n— o0

Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Reseni:
1 n
Protoze lim (1 + —) — e, dostaneme
n— oo n
1\ 6n+5 1\ 2m+5
lim (1—|——) = lim (1—|——) =
n— 0o 3n ™M — 00 m

(substituce m := 3n, n — 400 = m — +00)

1 2m 1 5 1 mN\ 2 1 5
i (16 2) (102 i (10 2)7) (142
m— 0o m m M — 0O m m
2

:e2(1—|—0)5:e )

Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Maple:
> 1imit ((1+(1/(3*n))) " (6*n+5), n=infinity);

62

Zpét
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Mathematica:

Limit[(1 + (1/(3 * n)))" (6 * n + 5), n — Infinity]

82

Zpét
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