
Derivace funkce a parciální derivace

• Derivace funkce jedné proměnné

• Derivace vyšš́ıch řád̊u

• L’Hospitalovo pravidlo

• Parciálńı derivace
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Derivace funkce jedné proměnné

• Př́ıklad 3.1.1 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

• Př́ıklad 3.1.2 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1
x2

v bodě x0 = 1 .

• Př́ıklad 3.1.3 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

? Zpět

. – p.3/18



Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Výsledek:

f ′(3) = 6 .

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Návod:

Využijete definice derivace

f
′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Řešení:

K výpočtu využijeme definice derivace

f
′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f ′(3) = lim
x→3

f(x)− f(3)

x − 3 = lim
x→3

x2 − 9
x − 3 = limx→3

(x − 3)(x+ 3)
x − 3 = lim

x→3
(x+ 3) = 6 .

Zpět

. – p.3/18



Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Maple:
> f:=x->xˆ2;

f := x → x2

> derf3:=limit((f(x)-f(3))/(x-3),x=3);

derf3 := 6

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Mathematica:

f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2

x2

derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]

6

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Výsledek:

f ′(1) = −2 .

Zpět

. – p.4/18



Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Návod:

Využijete definice derivace

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Řešení:

K výpočtu využijeme definice derivace

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f ′(1) = lim
x→1

f(x)− f(1)

x − 1 = lim
x→1

1
x2

− 1
x − 1 = limx→1

1−x2

x2

x − 1 =

= lim
x→1

1− x2

x2 (x − 1) = limx→1
(1− x)(1 + x)

x2 (x − 1) = lim
x→1

−(1 + x)

x2
= −2 .

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Maple:
> f:=x->1/xˆ2;

f := x → 1

x2
> derf1:=limit((f(x)-f(1))/(x-1),x=1);

derf1 := −2

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Mathematica:

f [x ] = 1/x∧2f [x ] = 1/x∧2f [x ] = 1/x∧2

1
x2

derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]

−2

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

? Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Výsledek:

f ′(π)− 1 .

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Návod:

Využijte definici derivace

f
′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0

a vzorec

sin(x)− sin(y) = 2 sin(x − y

2
) cos(

x+ y

2
) .

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Řešení:

K výpočtu využijeme definice derivace

f
′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f
′(π) = lim

x→π

f(x)− f(π)

x − π
= lim

x→π

sin(x)− sin(π)
x − π

= lim
x→π

2 cos( x+π
2 ) sin(

x−π
2 )

x − π
=

= lim
x→π

cos(
x+ π

2
)
sin( x−π

2 )
x−π
2

= cos(π) = −1 .

Použili jsme vzorec

sin(x)− sin(y) = 2 sin(x − y

2
) cos(

x + y

2
)

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Maple:
> f:=x->sin(x);

f := x → sin(x)
> derf1:=limit((f(x)-f(Pi))/(x-Pi),x=Pi);

derf1 := −1

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Mathematica:

f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]

Sin[x]

derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]

−1

Zpět
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Derivace vyšších řád̊u

• Př́ıklad 3.2.1 Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

• Př́ıklad 3.2.2 Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

• Př́ıklad 3.2.3 Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3
x2+1

v bodě x0 = 1 .

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

? Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Výsledek:

f ′′(x) = − sin(x)x2 + 4 cos(x)x+ 2 sin(x) .
Zpět

. – p.7/18



Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Návod:

f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′

.

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Řešení:

f
′′(x) =

(
(x2 sin(x))′

) ′
=
(
2x sin(x) + x

2 cos(x)
)′
=

= 2 sin(x) + 2x cos(x) + 2x cos(x)− x
2 sin(x) =

= −x
2 sin(x) + 4x cos(x) + 2 sin(x) .

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Maple:

Definice funkce

> f:=x->xˆ2*sin(x);

f := x → x2 sin(x)
Prvńı derivace:

> f1:=unapply(diff(f(x),x),x);

f1 := x → 2x sin(x) + x2 cos(x)
Druhá derivace:

> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);

f2 := x → 2 sin(x) + 4 x cos(x)− x2 sin(x)

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Mathematica:

f [x ] = x∧2Sin[x]f [x ] = x∧2Sin[x]f [x ] = x∧2Sin[x]

x2Sin[x]

D[f [x], x]D[f [x], x]D[f [x], x]

x2Cos[x] + 2xSin[x]

D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]

4xCos[x] + 2Sin[x]− x2Sin[x]

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

? Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Výsledek:

f ′′(x) =
2

ln(x)
− 3

ln2(x)
+

2

ln3(x)
.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Návod:

f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′

.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Řešení:

f
′′(x) =

((
x2

ln(x)

) ′) ′
=

(
2x ln(x)− x2 1x

ln2(x)

) ′
=

(
2x

ln(x)
− x

ln2(x)

) ′
=

=
2 ln(x)− 2x 1x
ln2(x)

− ln
2(x)− x 2 ln(x) 1x

ln4(x)
=

2

ln(x)
− 3

ln2(x)
+

2

ln3(x)
.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Maple:

Definice funkce

> f:=x->xˆ2/ln(x);

f := x → x2

ln(x)
Prvńı derivace:

> f1:=unapply(diff(f(x),x),x);

f1 := x → 2x

ln(x)
− x

ln(x)2

Druhá derivace:

> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);

f2 := x → 2

ln(x)
− 3

ln(x)2
+

2

ln(x)3

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Mathematica:

f [x ] = x∧2/Log[x]f [x ] = x∧2/Log[x]f [x ] = x∧2/Log[x]

x2

Log[x]

D[f [x], x]D[f [x], x]D[f [x], x]

− x
Log[x]2

+ 2x
Log[x]

D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]

2
Log[x]3

− 3
Log[x]2

+ 2
Log[x]

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Výsledek:

f ′′′(x) = −72 x (x2 − 1)
(x2 + 1)4

, f
′′′(1) = 0 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Návod:

f ′′′(x) = (((f ′(x))′)′ , do vypočtené třet́ı derivace dosad́ıme x = 1 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Řešení:

Nejdř́ıve vypočteme prvńı, druhou a třet́ı derivaci:

f ′(x) = − 6x

(x2 + 1)2

f
′′(x) = −

(
6x

(x2 + 1)2

) ′
= −6(x

2 + 1)2 − 6x2(x2 + 1)2x
(x2 + 1)4

= −6(x
2 + 1)− 24x2
(x2 + 1)3

=

=
6 (3 x2 − 1)
(x2 + 1)3

f ′′′(x) =

(
6 (3x2 − 1)
(x2 + 1)3

) ′
=
36x(x2 + 1)3 − (6(3x2 − 1)3(x2 + 1)22x

(x2 + 1)6
=

=
36x(x2 + 1)− 36(3x2 − 1)x

(x2 + 1)4
= −72 x (x2 − 1)

(x2 + 1)4

Nyńı dosad́ıme do třet́ı derivace za x jedničku:
f ′′′(1) = 0 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Maple:
> f:=x->3/(xˆ2+1);

f := x → 3

x2 + 1
Prvńı derivace:

> fd1:=diff(f(x),x);

fd1 := − 6x

(x2 + 1)2

Druhá derivace:

> fd2:=simplify(diff(f(x),x$2));

fd2 :=
6 (3 x2 − 1)
(x2 + 1)3

Třet́ı derivace:

> fd3:=unapply(simplify(diff(f(x),x$3)),x);

fd3 := x → − 72x (x2 − 1)
(x2 + 1)4

Dosazeńı hodnoty:

> fd3(1);

0

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Mathematica:

f [x ] = 3/(x∧2 + 1)f [x ] = 3/(x∧2 + 1)f [x ] = 3/(x∧2 + 1)

3
1+x2

Prvńı derivace:
fd1[x ] = D[f [x], x]fd1[x ] = D[f [x], x]fd1[x ] = D[f [x], x]

− 6x

(1+x2)2

Druhá derivace:
fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]
6
(
−1+3x2

)
(1+x2)3

Třet́ı derivace:
fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]

− 72x
(
−1+x2

)
(1+x2)4

Dosazeńı hodnoty do třet́ı derivace:
fd3[1]fd3[1]fd3[1]

0

Zpět
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L’Hospitalovo pravidlo

• Př́ıklad 3.3.1 Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

• Př́ıklad 3.3.2 Vypočtěte limitu lim
x→0

sinx
arcsinx .

• Př́ıklad 3.3.3 Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

• Př́ıklad 3.3.4 Vypočtěte limitu lim
x→1

lnx
x2−1 .

• Př́ıklad 3.3.5 Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

? Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

Výsledek:

lim
x→1

x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40
x4 − 5x2 + 4 = 9 .

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

Návod:

Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

,

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

Řešení:

lim
x→1

x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40
x4 − 5x2 + 4 = ”

0

0
” = lim

x→1
(x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40)′

(x4 − 5x2 + 4)′ =

= lim
x→1

4x3 + 6x2 − 42x − 22
4x3 − 10x =

−54
−6 = 9 .

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

Maple:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(xˆ4 + 2*xˆ3 - 21*xˆ2 - 22*x + 40)/(xˆ4 - 5*xˆ2 + 4);

f := x → x4 + 2x3 − 21x2 − 22 x+ 40

x4 − 5x2 + 4

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

9

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
> g:=unapply(diff((xˆ4 + 2*xˆ3 - 21*xˆ2 - 22*x + 40),x)/diff((xˆ4 -
5*xˆ2 + 4),x),x);

g := x → 4x3 + 6x2 − 42 x − 22
4 x3 − 10 x

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

9

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40
x4−5x2+4

.

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]

9

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]

−22−42x+6x2+4x3

−10x+4x3

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]

9

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

? Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Výsledek:

lim
x→0

sinx

arcsinx
= 1 .

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Návod:

Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

,

Zpět

. – p.12/18



Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Řešení:

Protože plat́ı lim
x→0

sinx = 0 a lim
x→0

arcsinx = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→0

sinx

arcsinx

l′Hospital
= lim

x→0
(sinx)′

(arcsinx)′
= lim

x→0
cosx
1√
1−x2

=
1
1
1

= 1 .

Zpět

. – p.12/18



Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Maple:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->sin(x)/arcsin(x);

f := x → sin(x)

arcsin(x)

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=0);

1

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(sin(x),x)/diff(arcsin(x),x),x);

g := x → cos(x)
√
1− x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=0);

1

Zpět

. – p.12/18



Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]

1

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]√
1− x2Cos[x]

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 0]Limit[g[x], x → 0]Limit[g[x], x → 0]

1

Zpět

. – p.12/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

? Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Výsledek:

lim
x→1

3√
x2 − 1
x − 1 =

2

3
.

Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Návod:

Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

,

Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Řešení:

Protože plat́ı lim
x→1

3√
x2 − 1 = 0 a lim

x→1
x − 1 = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→1

3√
x2 − 1
x − 1

l′Hospital
= lim

x→1
( 3
√

x2 − 1)′
(x − 1)′ = lim

x→1

2
3

1

x(1/3)

1
=

2
3
1
1

1
=
2

3
.

Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Maple:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->((xˆ2)ˆ(1/3) - 1)/(x - 1);

f := x → (x2)(1/3) − 1
x − 1

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

2

3

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(((x)ˆ(2/3) - 1),x)/diff((x - 1),x),x);

g := x → 2

3

1

x(1/3)

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

2

3

Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);
Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]
2
3

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]

2x

3(x2)2/3

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]
2
3

Zpět

. – p.13/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

? Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Výsledek:

lim
x→1

ln x

x2 − 1 =
1

2
.

Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Návod:

Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

,

Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Řešení:

Protože plat́ı lim
x→1

lnx = 0 a lim
x→1

x2 − 1 = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→1

lnx

x2 − 1
l′Hospital
= lim

x→1
(lnx)′

(x2 − 1)′ = limx→1

1
x

2x
= lim

x→1
1

2x2
=
1

2
.

Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Maple:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(ln(x))/(xˆ2 - 1);

f := x → ln(x)

x2 − 1
Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

1

2

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(ln(x),x)/diff((xˆ2 - 1),x),x);

g := x → 1

2

1

x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

1

2

Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)
Log[x]
−1+x2

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]
1
2

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]
1
2x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]
1
2

Zpět

. – p.14/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

? Zpět

. – p.15/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Výsledek:

lim
x→∞

ln(x2 + 1)

x2 − 2x+ 4 = 0 .

Zpět

. – p.15/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Návod:

Limita je typu ”∞
∞ ”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

,

Zpět

. – p.15/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Řešení:

Protože plat́ı lim
x→∞ ln(x

2 + 1) =∞ a lim
x→∞ x2 − 2x+ 4 =∞, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo

pravidlo.

lim
x→∞

ln(x2 + 1)

x2 − 2x+ 4
l′Hospital
= lim

x→∞
(ln(x2 + 1))′

(x2 − 2x+ 4)′ = lim
x→∞

2x
x2+1

2x − 2 =

= lim
x→∞

x

(x2 + 1)(x − 1) = ”
∞
∞ ” =

l′Hospital
= lim

x→∞
(x)′

(x3 − x2 + x − 1)′ = lim
x→∞

1

3x2 − 2x+ 1 = 0 .

Zpět

. – p.15/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Maple:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(ln(xˆ2+1))/(xˆ2 -2*x + 4);

f := x → ln(x2 + 1)

x2 − 2 x+ 1

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=infty);

0

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(ln(xˆ2+1),x)/diff(xˆ2 -2*x + 4,x),x);

g := x → 2x

(x2 + 1) (2 x − 2)
Na tuto funkci muśıme opět použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo

> g:=unapply(diff(2*x,x)/expand(diff((xˆ2+1)*(2*x-2),x)),x);

g := x → 2

6x2 − 4x + 2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla dvakrát derivaćı čitatele a dvakrát
derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=infty);

0
Zpět

. – p.15/18



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)
Log

[
1+x2

]
1−2x+x2

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]
0

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]

x
−1+x−x2+x3

g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]
1

1−2x+3x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla druhou derivaćı čitatele a druhou derivaćı
jmenovatele
Limit[g[x], x → Infinity]Limit[g[x], x → Infinity]Limit[g[x], x → Infinity]
0

Zpět

. – p.15/18



Parciální derivace

• Př́ıklad 3.4.1 Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci

f(x, y) = x2 y3.

• Př́ıklad 3.4.2 Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci

f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Zpět

. – p.16/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

? Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Výsledek:
∂f

∂x
(x, y) = 2 x y

3
,

∂f

∂y
(x, y) = 3 x

2
y
2

.

Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Návod:

Derivujeme funkci f(x, y) = F (x), na y se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂x
(x, y) = F ′(x).

Derivujeme funkci f(x, y) = G(y), na x se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂y
(x, y) = G′(y).

Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Řešení:
∂f

∂x
(x, y) = (x2)′ y3 = 2x y3 ,

∂f

∂y
(x, y) = x2 (y3)′ = x2 3 y2 = 3x2 y2 .

Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Maple:
> f:=(x,y)->xˆ2*yˆ3;

f := (x, y)→ x2 y3

> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),x);

∂
∂x (x

2 y3) = 2 x y3

> Diff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);

∂
∂y (x

2 y3) = 3 x2 y2

Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.1

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci

f [x , y ] = x∧2y∧3f [x , y ] = x∧2y∧3f [x , y ] = x∧2y∧3

x2y3

Nyńı vypočteme parciálńı derivaci ∂f
∂x (x, y)

D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]

2xy3

a parciálńı derivaci ∂f
∂y (x, y)

D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]

3x2y2

Zpět

. – p.17/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

? Zpět

. – p.18/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Výsledek:

∂f

∂x
(x, y) = ln(1 + x

2 + y
2) +

2x2

1 + x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) =

2x y

1 + x2 + y2
.

Zpět

. – p.18/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Návod:

Derivujeme funkci f(x, y) = F (x), na y se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂x
(x, y) = F ′(x).

Derivujeme funkci f(x, y) = G(y), na x se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂y
(x, y) = G′(y).

Zpět

. – p.18/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Řešení:

∂f

∂x
(x, y) = (x)′ ln(1 + x

2 + y
2) + x

∂

∂x
ln(1 + x

2 + y
2) =

= 1 ln(1 + x2 + y2) + x
1

1 + x2 + y2
∂

∂x
(1 + x2 + y2)

= ln(1 + x
2 + y

2) +
x

1 + x2 + y2
2x = ln(1 + x

2 + y
2) +

2x2

1 + x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) = x

∂

∂y
ln(1 + x

2 + y
2) = x

1

1 + x2 + y2
∂

∂y
(1 + x

2 + y
2) = x

1

1 + x2 + y2
2 y =

=
2x y

1 + x2 + y2
.

Zpět

. – p.18/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Maple:
> f:=(x,y)->x*ln(1+xˆ2+yˆ2);

f := (x, y)→ x ln(1 + x2 + y2)
> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),x);

∂
∂x (x ln(1 + x2 + y2)) = ln(1 + x2 + y2) +

2x2

1 + x2 + y2

> Diff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);

∂
∂y (x ln(1 + x2 + y2)) =

2x y

1 + x2 + y2

Zpět

. – p.18/18



Příklad 3.4.2

Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Mathematica:

Nejdř́ıve si definujeme funkci

f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]

xLog
[
1 + x2 + y2

]
Nyńı vypočteme parciálńı derivaci ∂f

∂x (x, y)

D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]

2x2

1+x2+y2
+ Log

[
1 + x2 + y2

]
a parciálńı derivaci ∂f

∂y (x, y)

D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]
2xy

1+x2+y2

Zpět

. – p.18/18
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