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Taylorova formule

• Př́ıklad 5.1.1 Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) ,
který aproximuje funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

• Př́ıklad 5.1.2 Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě
x0 = 0 a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

• Př́ıklad 5.1.3 Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2.
stupně. Odhadněte shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Výsledek:

T3(x) = 2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8
3
(x − 1)3.

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Návod:

Taylor̊uv polynom n -tého stupně Tn v okoĺı bodu x0 je definovaný vztahem

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x − x0) +
f ′′(x0)
2!

(x − x0)
2 + . . .+

f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n .

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Řešení:

Do vzorce pro T3(x) dosad́ıme funkčńı hodnotu f(x0) a hodnoty prvńı, druhé a třet́ı
derivace funkce f v bodě x0 = 1 :

f(1) = 0 ,

f ′(x) =
2

2x − 1 ⇒ f ′(1) = 2 ,

f ′′(x) = − 4

(2x − 1)2 ⇒ f ′′(1) = −4 ,

f(3)(x) =
16

(2x − 1)3 ⇒ f(3)(1) = 16 .

Taylor̊uv polynom

T3(x) = 0 +
2

1!
(x − 1) + −4

2!
(x − 1)2 + 16

3!
(x − 1)3 = 2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8

3
(x − 1)3

bude dobře aproximovat funkci f na nějakém okoĺı I bodu x0 = 1 . ( Toto okoĺı I muśı
nutně splňovat podmı́nku I ⊂ D(f) = ( 12 ,∞) .)
Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Maple:
> f1 := x->ln(2*x-1);

f1 := x → ln(2x − 1)
V Maplu existuje př́ıkaz taylor( expr, eq, n ) , který vytvoř́ı Taylor̊uv rozvoj ((n-1)-ńıho)
stupně funkce expr v bodě, který je zadán rovnost́ı eq.

> T3 := taylor(f1(x),x=1,3+1);

T3 := 2 (x − 1)− 2 (x − 1)2 + 8
3
(x − 1)3 +O((x − 1)4)

Pokud chceme spoč́ıtat Taylor̊uv polynom (n-1)ńıho stupně funkce expr v bodě eq/nm
použijeme př́ıkaz, který převád́ı rozvoj na polynom:.

> T3 := convert(taylor(f1(x),x=1,3+1),polynom);

T3 := 2 x − 2− 2 (x − 1)2 + 8 (x − 1)3
3

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Mathematica:

f1[x ] = Log[2x − 1]f1[x ] = Log[2x − 1]f1[x ] = Log[2x − 1]
Log[−1 + 2x]
R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]
2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8

3 (x − 1)3 +O[x − 1]4

T3 = Normal[R]T3 = Normal[R]T3 = Normal[R]

2(−1 + x)− 2(−1 + x)2 + 8
3 (−1 + x)3

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

? Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Výsledek:

T4(x) = 1− x2 + 1
2x4 , f(0, 1)

.
= T4(0, 1) = 0, 99005 .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Návod:

Bud’ lze klasicky spoč́ıtat hodnoty funkce f(x) = e−x2 a daľśıch čtyř derivaćı v bodě
x0 = 0 a źıskané hodnoty dosadit do vzorce (viz předchoźı př́ıklad):

T4(x) = f(x0)+
f ′(x0)
1!

(x−x0)+
f ′′(x0)
2!

(x−x0)
2+

f(3)(x0)

3!
(x−x0)

3+
f(4)(x0)

4!
(x−x0)

4
.

Přibližnou hodnotu funkce dostaneme ze vztahu

f(0, 1)
.
= T4(0, 1) .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Řešení:

Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(y) = ey v bodě y0 = 0 (snadno
zapamatovatelný) je roven

T2(y) = 1 +
1

1!
y +

1

2!
y
2 = 1 + y +

1

2
y
2
.

Polož́ıme-li y = −x2 , dostáváme Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v
bodě x0 = 0 :

T4(x) = 1 + (−x
2) +

1

2
(−x

2)2 = 1− x
2 +

1

2
x
4

.

Pro přibližný výpočet hodnoty funkce f(x) = e−x2 v bodě x = 0, 1 stač́ı položit

f(0, 1)
.
= T4(0, 1) = 1− 0, 12 +

0, 14

2
= 0, 99005 .

Tedy e−0,12 .
= 0, 99005 .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Maple:
> fe2:=x->exp(-xˆ2);

fe2 := x → e(−x2)

> T4 := convert(taylor(fe2(x),x=0,4+1),polynom);

T4 := 1− x2 +
1

2
x4

Do źıskaného polynomu 4. stupně T4 dosad́ıme zadaný bod a dostaneme přibližnou
hodnotu funkce fe2 v tomto bodě.

> subs(x=0.1,T4);

0.9900500000
Pro porovnáńı spoč́ıtáme přesnou hodnotu zadané funkce fe2 v zadaném bodě.

> evalf(fe2(0.1));

0.9900498337

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Mathematica:

f2[x ] = Exp[−x∧2]f2[x ] = Exp[−x∧2]f2[x ] = Exp[−x∧2]

e−x2

Taylor̊uv vzorec:
R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]

1− x2 + x4

2 +O[x]5

Taylor̊uv polynom:
T4 = Normal[R]T4 = Normal[R]T4 = Normal[R]

1− x2 + x4

2

hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]
0.99005

hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]

0.9900498337491681

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

? Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Výsledek:
3√30 .

= 3, 106996 , |R2(30)| ≤ 0, 000254 .

Zpět

. – p.5/5



Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Návod:

Zvoĺıme vhodně bod x0 . Taylor̊uv polynom druhého stupně T2 v okoĺı bodu x0 je
definovaný vztahem

T2(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x − x0) +
f ′′(x0)
2!

(x − x0)
2

.

Chybu aproximace, které se dopust́ıme, lze vyjádřit pomoćı vzorce:

R2(x) =
f(3)(ξ)

3!
(x − x0)

3 , kde ξ ∈ (x0, x) ( nebo ξ ∈ (x, x0) ) .

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Řešení:

Zvoĺıme bod x0 = 27 (lež́ı ”bĺızko” bodu x = 30), nebot’ funkčńı hodnotu

f(27) = 3√27 = 3 a hodnoty prvńıch dvou derivaćı funkce f v bodě x0 = 27 dokážeme
snadno spoč́ıtat:

f ′(x) =
1

3
x− 23 ⇒ f ′(27) =

1

3
· 1
9

.
= 0, 037037 ,

f ′′(x) = −2
9

x− 53 ⇒ f ′′(27) = −2
9

· 1
243

.
= −0, 000457 .

Dostáváme Taylor̊uv polynom a hledanou přibližnou funkčńı hodnotu:

T2(x) = 3 + 1
27 (x − 27)− 1

2187 (x − 27)2 ,

3√30 .
= T2(30)

.
= 3 + 0, 037037(30− 27)− 0, 0009144(30− 27)2 .

= 3, 1069963 .

K vyjádřeńı chyby aproximace potřebujeme třet́ı derivaci funkce:

f(3)(x) =
10

27
x− 83 .

Daľśı

. – p.5/5



Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Řešení:

Chyba, které jsme se dopustili při aproximaci hodnoty 3√30 , je

R2(30) =
f(3)(ξ)

3!
(30− 27)3 = 10

3! 27 3√ξ8
(30− 27)3 = 5

3 3
√

ξ8
, kde ξ ∈ (27 , 30) .

Provedeme horńı odhad velikosti chyby. Můžeme využ́ıt toho, že funkce x− 83 je na
intervalu 〈27 , 30〉 klesaj́ıćı (zjist́ıme záporné znaménko čtvrté derivace). Nebo lze použ́ıt
úvahy, že z nerovnosti ξ8 ≥ (27)8 , plyne 1

ξ8
≤ ( 127 )8 . Odhad chyby, které jsme se

dopustili, tedy je:

|R2(30)| ≤ 5

3 3
√
27
8

.
= 0, 000254 .

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Maple:
> fs := x -> surd(x, 3); fce třetı́ odmocnina z x

fs := x → surd(x, 3)
> T2 := convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom);

T2 := 27(1/3) +
27(1/3) (x − 27)

81
− 27

(1/3) (x − 27)2
6561

> T2 := evalf(convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom));

T2 := 2.000000000 + 0.03703703703x − 0.0004572473709 (x − 27.)2
> subs(x=30,T2);

3.106995885
následuje vypočet třet́ı derivace funkce fs v bodě 27:

> treti d:= (D@@3)(fs);

treti d := x → 10

27

surd(x, 3)

x3
> odhad chyby=abs(evalf(treti d(27))/3! *(30-27)ˆ3);

odhad chyby = 0.0002540263171
V systému Maple samozřejmě dokážeme vypoč́ıtat př́ımo třet́ı odmocninu z č́ısla 30.

> evalf(fs(30));

3.107232506

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Mathematica:

f3[x ] = x∧{1/3}f3[x ] = x∧{1/3}f3[x ] = x∧{1/3}{
x1/3

}

R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]{
3 + x−27

27 − (x−27)2
2187 +O[x − 27]3

}

T2 = Normal[R]T2 = Normal[R]T2 = Normal[R]{
3 + 1

27 (−27 + x)− (−27+x)2

2187

}

hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]
{3.1069958847736627}
dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]
10

27x8/3

chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]
0.000254026

hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]

{3.1072325059538586}
Zpět
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