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Taylorova formule

Piiklad 5.1.1 Najdéte Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(x) =1ln(2x — 1),
ktery aproximuje funkci f v okoli bodu zg =1.

2
Piiklad 5.1.2 Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(x) =e~* v bodé
xo = 0 a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Priklad 5.1.3 Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné. Odhadnéte shora absolutni hodnotu chyby, které se pri vypoctu dopustite.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (2z — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

®=?%ﬁ§ Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (2z — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

Vysledek:

Ts(z) =2(x — 1) — 2(z — 1) + g(x —1)°.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (2z — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

Navod:

Tayloruav polynom n-tého stupné T, v okoli bodu x¢ je definovany vztahem

f// (iBo)
2!

T (z) = f(xo) + 2 (19;"0) (z — x0)% + .. (z — x0)™ .

(x — x0) +

i, f(")('mo)

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (2z — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

Reseni:

Do vzorce pro T3(z) dosadime funkéni hodnotu f(zp) a hodnoty prvni, druhé a tieti
derivace funkce f v bodé xzg =1 :

@) =— = [f1)=2

124 4 124

f (m):—m = f'(1)=-4,
3)(p) = 10 (3) (1) —
@ =goms = fW=16.

Taylorav polynom
2 —4 16 8
Ts(z) =0+ — (v —1) + (= — 1) + 51 (@ - 1) =2(z—1)—2(z —1)° + S (@ = 1)°

bude dobfe aproximovat funkci f na néjakém okoli I bodu xg = 1. ( Toto okoli I musi
nutné spliiovat podminku I C D(f) = (3,00).)

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

Maple:
> fl1 := x->In(2*x-1);
fl: =z —>In(2x —1)

V Maplu existuje piikaz taylor( expr, eq, n ) , ktery vytvoii Tayloruv rozvoj ((n-1)-niho)
stupné funkce expr v bodé, ktery je zadan rovnosti eq.

> T3 := taylor(fl(x),x=1,3+1);

8
T3 :=2(x—1)—2(z—1)*> + 3 (x — 1) + O((z — 1)%)
Pokud chceme spocitat Tayloruv polynom (n-1)niho stupné funkce expr v bodé eq/nm
pouzijeme ptikaz, ktery prevadi rozvoj na polynom:.
> T3 := convert(taylor(fl(x),x=1,3+1),polynom) ;
8(x —1)3
T3 ::2:1:—2—2(36—1)24—%

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (2z — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg = 1.

Mathematica:

f1[x_] = Log[2z — 1]

Log[—1 + 2]

R = Series[f1[z], {z, 1, 3}]

2(z —1) = 2(x — 1)* + 8(z — 1)° + Ofz — 1]*
T3 = Normal[R)]

2(—1+z) —2(—-1+2)°> + 8(-1+2)°

Zpét
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

@ ® = 7 6 & W

22

v bodé xg =0 a pomoci

Zpét
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Vysledek:
Ta(z) =1—2>+ 22*, £(0,1) = T4(0,1) = 0,99005 .

Zpét

22

v bodé xg =0 a pomoci
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Navod:

Bud’ lze klasicky spocitat hodnoty funkce f(zx) = e a dalsich ¢tyr derivaci v bodé
xo = 0 a ziskané hodnoty dosadit do vzorce (viz predchozi piiklad):

& (o) f( )(330)

3!

f’( 0) f”(wo) (2 —0)*

Ty(x) = f(z0)+ (z—x0)°+

(x—x0)+ (z—x0)?+—5—=

Pribliznou hodnotu funkce dostaneme ze vztahu

f(0,1) =T4(0,1).

Zpét

v bodé xg =0 a pomoci
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Reseni:

2
" v bodé zog=0 a pomoci

Tayloruv polynom 2. stupné pro funkci f(y) =e¥ v bodé yg =0 (snadno

zapamatovatelny) je roven

11
D(y) =1+ Syt 5y =

1 2
1—|—y+§y-

22

Polozime-li y = —z? , dostdvdme Taylortv polynom 4. stupné pro funkci f(x) =e" %

bodé xg =0 :

1 1
Ta(z) =1+ (—z%) + 5(—332)2 —1—z° + @

xz2

Pro ptiblizny vypocet hodnoty funkce f(x) = e~
£(0,1) =T4(0,1) =1—0,1% +

2
Tedy e~ %17 = 0,99005 .

Zpét

4

v bodé x = 0,1 staci polozit

4

Y

= 0, 99005 .
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Priklad 5.1.2

2
Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™* v bodé zop =0 a pomoci
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Maple:

> fe2:=x->exp(-x"2);

fe2 .=z — e(—=?)

> T4 := convert(taylor(fe2(x),x=0,4+1),polynom) ;

T4 ::]_—-xQ—%é§x4
Do ziskaného polynomu 4. stupné T4 dosadime zadany bod a dostaneme pftibliznou
hodnotu funkce fe2 v tomto bodé.
> subs(x=0.1,T74);
0.9900500000
Pro porovnéani spoc¢itdme presnou hodnotu zadané funkce fe2 v zadaném bodé.
> evalf(fe2(0.1));

0.9900498337

Zpét
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Mathematica:
f2[x_] = Exp[—z"2]
2

e—.’ll'

Tayloruv vzorec:

R = Series|f2[z], {z,0,4}]
1—:1;2—|-§—|—O[:1;]5

Taylorav polynom:

T4 = Normal[R)]

1—x? + %

hodpriplizna = InputForm[T4/.{z — 0.1}]
0.99005

hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]
0.9900498337491681

Zpét

22

v bodé xg =0 a pomoci
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

@ © = 7 6 & ®

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Vysledek:

¥/30 = 3,106996, |R2(30)] < 0,000254 .

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Navod:

Zvolime vhodné bod zg . Taylorav polynom druhého stupné T5 v okoli bodu xzg je
definovany vztahem

f'(zo)
1!

f//(xo)

2
o] (x —x0)” .

Ta(x) = f(xo) + (x — xo) +

Chybu aproximace, které se dopustime, lze vyjadtrit pomoci vzorce:

AR (3]

3!

Ro(x) = (x — x0)°, kde £ € (zg,z) (nebo & € (z,z0)).

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Reseni:

Zvolime bod zo = 27 (lezi ”blizko” bodu = = 30), nebot funkéni hodnotu

f(27) = /27 = 3 a hodnoty prvnich dvou derivaci funkce f v bodé zo = 27 dokdzeme
snadno spocitat:

1 2 1 1
"N(2)= 273 = "(27) = = - = =0,037037,
[ (x) P f(27) 39
D3 2 1
% —_ 2273 = 27y = —Z . — = _0.000457.

Dostavame Tayloruv polynom a hledanou pfibliznou funkéni hodnotu:
To(z) =3+ 3= (z — 27) — 55== (z — 27)7 ,
/30 = T5(30) = 3 + 0,037037(30 — 27) — 0,0009144(30 — 27)? = 3,1069963 .

K vyjadreni chyby aproximace potiebujeme tieti derivaci funkce:

10
(3)( .y — -

w00

Dalsi
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Reseni:
Chyba, které jsme se dopustili pfi aproximaci hodnoty V30 , je
10
3127 &8

_8
Provedeme horni odhad velikosti chyby. Muzeme vyuzit toho, ze funkce x 3 je na
intervalu (27,30) klesajici (zjistime zaporné znaménko ¢tvrté derivace). Nebo lze pouzit
tvahy, ze z nerovnosti £% > (27)% | plyne ELS < (%7)8 . Odhad chyby, které jsme se

5
3ye’

£

- (30 — 27)% =

R2(30) = (30 — 27)° =

kde £ € (27,30) .

dopustili, tedy je:

|R2(30)| < = 0,000254 .

3 ¥/o7°

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Maple:
> fs := x -> surd(x, 3); fce treti odmocnina z X
fs := x — surd(z, 3)

> T2 := convert(taylor(fs(x),x=27,2+1) ,polynom) ;
1/3 1/3 2
T9 i 97 (1/3) 4 273 (o —27) 2713 (g — 27)

81 6561

> T2 := evalf (convert (taylor(fs(x),x=27,2+1) ,polynom)) ;

T2 := 2.000000000 + 0.03703703703  — 0.0004572473709 (x — 27.)>
>  subs (x=30,T2) ;
3.106995885
nasleduje vypocet treti derivace funkce fs v bodé 27:
>  treti.d:= (D@@3) (fs);

, 10 surd(x, 3)
treti_d := x — —
27 3

> odhad_chyby=abs (evalf (treti_d(27)) /3! *(30-27)"3);

odhad_chyby = 0.0002540263171
V systému Maple samoziejmé dokazeme vypocitat primo tireti odmocninu z c¢isla 30.

> evalf(fs(30));

3.107232506

Zpét




Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pti vypoctu dopustite.

Mathematica:
f3[x] = =" {1/3}

()

R = Series|f3[z], {z, 27, 2}]

{a+ 28 - €20 4 Ofo - 27°
T2 = Normal[R]

{3+ L(—27+a)— %}

hodpriblizna = N[InputForm|[T4/.{z — 30}]]
{3.1069958847736627 }

dddf3 = D[f3[z], {z, 3}][[1]]

10
27m8/3

chyba = N[Abs[(dddf3/.{xz — 27})(373)/3!]]
0.000254026

hodpresna = N[InputForm|[f3[30]]]
{3.1072325059538586 }

Zpét
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